Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos Alestalo/Gutiérrez

MS-C1540 Euklidiset avaruudet, kevat 2019

Laskuharjoitus 1P viikolla 2 (9.-11.1.)
Aihepiiri: Reaaliluvut (MC-monisteet)

Tehtavat 2b—5 palautetaan kirjallisesti laskutupaa Y190c vastapaaté olevaan lo-
kerikkoon ja kukin niista arvostellaan asteikolla 0-3. Harjoituksen 1P palautusten
takaraja on ti 15.1. klo 12.15. My06s todistustdydennyksen 1T palautuksen
takaraja on sama, ja sen voi niitata kaikkien palautusten kansilehdeksi.

1. (Pohdiskelutehtéva harjoituksen alkuun; ei tarvitse palauttaa)
Maarita seuraavien joukkojen supremum ja infimum sekd maksimi ja mini-
mi, jos ne ovat olemassa:
A={1/n|neN};
B=10,7]Nn Q.
Tarpeellinen lisétieto: m ¢ Q.

2. a) (Pohdiskelua harjoituksen alkuun; ei tarvitse palauttaa)
Oletetaan, etté

lim a, = 1.
n—o0

Muotoile tasmaéllisesti ja perustele raja-arvon maaritelmaa kayttamalla seu-
raava vaite: Jostakin indeksistd alkaen on a, > 1/2.
b) (Palautettava kohta) Yleistd a-kohdan tulos tilanteeseen

lim b, =b0#0 = b, # 0 jostakin indeksisté alkaen.
n—oo
Vihje: |b,| = |b — (b — b,)| > |b] — |b — b,| kolmioepdyhtélon (kalvo 11)

vasemman puolen perusteella.

3. Valitse a- tai b-kohta.
a) "Helppo?": Olkoon
_n+1
A
kun n € N. Tutki, onko jono (a,) nouseva, laskeva, ylhaalta rajoitettu tai
alhaalta rajoitettu. Maaritéa jonon raja-arvo, jos se on olemassa. Raja-arvon
laskusaantoja voi kayttaa.
b) "Hankalampi?": Vastaavat kysymykset jonolle (b,), kun

b, = /3T 2



4. Todista maaritelmésta lahtien raja-arvon laskuséénto (luentokalvot 18-19)
lim (a, + b,) = a+ b,
n—oo
kun a,, — a ja b, — b.

5. Kochin kdyrd yhdistéé pisteet (0,0) ja (1,0) ylemmaéssé puolitasossa y > 0.
Se méaritelladn approksimoivien murtoviivojen "raja-arvona"

K= lim K,

n—oo
seuraavalla tavallal.

Approksimaatio
Koy =[0,1] c R x {0} C R?

on pelkkd jana. Approksimaatiossa K; janan K, keskimméinen kolman-
nes korvataan tasasivuisen kolmion kahdella kyljelld 1. kuvion mukaisesti.
Seuraavassa approksimaatiossa K jokainen kdyrdn K; jana (4 kappaletta,
pituus = 1/3) korvataan kdyrén K, skaalatulla (suhde = 1/3) ja kierretyl-
1a/siirretylld kopiolla. Yleisesti kdyrd K., saadaan korvaamalla jokainen
kiyran K, jana skaalatulla (suhde = 1/3") ja kierretylla/siirretylla kopiolla
kayrasta K.

a) Tutustu kaarenpituuden yleiseen mééritelmadn (MC-materiaalit: Reaa-
liluvuista, esimerkki 1.2.) ja osoita, ettei Kochin kiyra ole suoristuva; t.s.
U(K) = 0.

b) Laske Kochin kdyrin ja xz-akselin véliin jadva pinta-ala (alkeellisesti geo-
metrisen sarjan avulla).

_ AN AT LA b
w5

Huom: Kochin lumihiutalekdyrissd kolme symmetrisesti asetettua Kochin
kiayrad muodostaa umpinaisen tasokdyran, katso animaatio sivulta
https://fi.wikipedia.org/wiki/Kochin_kayra

Vihjeité:
3D g e/c+1>>ule/) + 1/ > ule/t) + 1M > 14u(€/2) + 1M

4 L1/¢ sAuuopAe)snisipoy “1IA u eures Aey o (Uq) el (“p) o[ouor

Kurssilla mydhemmin kisiteltivien tulosten avulla voidaan osoittaa, ettd raja-arvo esittii
todella tasokdyrad; ts. silld on jatkuva parametrisointi.



