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kuvaukset
Matriisialgebra \ n laskutoimitukset

3.1 Lineaarikuvaukset

Lineaariset yhtalot ovat “vektoreille luonnollisia” yhtaloita, joita
ratkotaan mm. sahkomagnetiikassa, mekaniikassa, tietotekniikassa,
taloustieteissa, ekologiassa jne.

Maaritelma 1

Funktio T: R" — R™ on lineaarinen (eli lineaarikuvaus), jos
(i) T(u+v)= T(u)+ T(v) kaikille u,v € R"
(i) T(cu) = cT(u) kaikille ¢ € R ja kaikille u € R".
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ikuvaukset
Matriisialgebra Y en laskutoimitukset
D inantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Huomioita

m Ehdot (i) ja (ii) voidaan lausua myos yhdessa:
T(cu—+dv) = cT(u) + dT(v) kaikille ¢, d € R ja kaikille
u,veR”

Edelleen (induktiolla)

T(cur+ ...+ ckug) =c1T(ug) + ... + cx T (ug) kaikille
k € N, kaikille c1, ..., cx € R ja kaikille uy, ..., ux € R",
Lineaarikuvaus sailyttaa lineaarikombinaatiot.

m Mielivaltaiselle u € R" patee T(0) = T(0u) =0T (u) =0.
Lineaarikuvaus pitaa origon paikallaan.

m Matriisin A € R™*" maaraama kuvaus T (u) = Au on
lineaarinen (maaritelma toteutuu).

m Lineaarikuvaus R"” — R™ voidaan aina esittaa
matriisikuvauksena (ndhdaan esimerkin jalkeen).
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ikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset

Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Maaritelldan lineaarikuvaus T: R? — R2, T(x) = Ax, missa

am ().

Esimerkki 2

Maarita pisteiden u = (4,1), v=(2,3) jau+v = (6,4)
kuvapisteet. Totea, ettd T(u+v) = T(u) + T(v).
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ikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Standardikantavektorit avaruudessa R" ovat
e = (1,0,...,0,0),
ey = (0,1,...,0,0),

e, = (0,0,...,0,1).

Identiteettimatriisi (yksikkdmatriisi) /, on matriisi, jonka j:s sarake
(yhta lailla rivi) on j:s standardikantavektori:

10 00
01 00
Ih=(er--eq)=[1 : :
0 0 10
0 0 01
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Lause 3

Jokainen lineaarikuvaus T : R" — R™ voidaan esittaa
matriisikuvauksena T(x) = Ax, missa matriisin A sarakkeet ovat
kantavektorien e; kuvat:

A= (T(e1)---T(en)).

Esimerkki 4

Olkoon T: R? — R3 lineaarikuvaus, jolle T(e1) = (5,—7,2) ja
T(e2) = (—3,8,0). Etsitian matriisi A € R3*2 siten, etti
T(x) = Ax kaikille x € R?,
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ikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Ratkaisu: Koska mielivaltainen x = (x1, x2) € R? voidaan esittia
muodossa X = xje1 + xpes ja koska T on lineaarinen, niin

~

(X) = T(xlel + X2€!2) = X1 T(el) + Xo T(ez)
=x1(5,—7,2) + x2(—3,8,0) = (5x1 — 3x2, —7x1 + 8x2,2x1 + Ox2)

eli sarakemuodossa

5x1 — 3xo 5 -3 N
Tx)=| -7 +8x | = -7 8 ( 1) = Ax.
2x1 + 0xp 2

o

Matriisi A on lineaarikuvauksen T esitys standardikannassa.
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matrii laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Avaruuden R” suora on joukko
{u+tv|teR} CR",

missa u € R” on eras suoran piste ja v € R"” on suoran
suuntavektori.

Lause 5

Lineaarikuvaus kuvaa suoran suoraksi.

Luentoharjoitus. U
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Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Kaikki tason lineaarikuvaukset (eli kuvaukset R? — R? ovat)
m venytyksia
m peilauksia
m kiertoja
m projektioita
tai naiden yhdisteita.
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ikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Projektiomatriiseja

— (10
Projektio x-akselille: [0 O]

s .00
Projektio y-akselille: {0 1]

Venytysmatriiseja

Venytys x-suunnassa kertoimella k: [g ﬂ

Venytys y-suunnassa kertoimella k: [é 2]
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Matriisialgebra V askutoimitukset

3.1 Lineaarikuvaukset

Peilausten matriiseja

Peilaus x-akselin suhteen: [(1) _01]

Peilaus y-akselin suhteen: {_01 ﬂ

Peilaus suoran y = x suhteen: [2 (1)]

Peilaus suoran y = —x suhteen: [_01 _01]

Peilaus origon suhteen: [_01 01]
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Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.1 Lineaarikuvaukset

Pyoritysmatriisi

Matriisi
cos(p) —sin(p)
sin(p)  cos(yp)

pyorittaa xy-tason pistetta kulman ¢ verran origon ympari
vastapaivaan.
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kuvaukset
Matriisialgebra iisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Idea: Lineaarikuvausten laskutoimitusten avulla maaritellaan
vastaavat matriisien laskutoimitukset.

Vakiolla kertominen ja summa. Olkoon t € R ja A, B € R™™,
Silloin tA, A+ B € R™™ ja maaritellaan

tA11 tA ... tAim
tAy1 tAx» ... tAom
tA = . . . )
tAnn tApn ... tAmm
A1 +Bi1 Ap+Bia ... Aim+ Bim
A1+ B An+Bx ... Aom+ Bom
A+B= . ) )
Anl + Bnl An2 + Bn2 cee Anm + Bnm
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 6

4 45 —6 +8 —10 +12| °
1 -2 1 2 2 0
3 —4| +|4 8 = |7 a4
5 —6 16 32 21 26

Huom. Jotta A + B olisi maaritelty, on matriisien A ja B oltava

samankokoiset!
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Olkoon F : R™ — R" ja G : R" — RP. Yhdistetty kuvaus on
mielek3s vain muodossa G o F : R™ — RP.
Jos F ja G ovat lineaarikuvauksia, niin G o F:kin on.

Olkoon B kuvauksen F matriisi ja A kuvauksen G matriisi. Talloin
GoF on

(GoF)(x) = G(F(x)) = A(B(x)) = ABx.

AB on matriisitulo.

J. Virta, ©R. Kangaslampi 3. Matriisialgebra



Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Olkoot (A = (ay) ja (B = (8j). Talléin _C = AB = (v;),
pxn nxgq pxq

n
Vij = E ok Bij
k=1

missa

Muistisaanto: C = A B .
~
pxq pxXn nxgq
Huom! Matriisitulo ei ole vaihdannainen eli se ei kommutoi:
yleisesti AB # BA!
Huom! Tulo voi olla nolla, vaikka kumpikaan matriisi ei olisi

nollamatriisi!
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Olkoot

8

. -1 =2
6 ja A= [_3 _4}
Nyt A+ B, AB ja BB eivat ole mielekkaita (vastaavilla
lineaarikuvauksilla menisivat dimensiot solmuun tallaisista
yhdistelmistd). Kuitenkin voidaan laskea

9(—1) 4+ 8(=3) 9(—2) + 8(—4) ~33 -50
BA= |7(-1)+6(-3) 7(-2)+6(—4)| = |-25 —38
5(—1) + 4(—=3) 5(—2) + 4(—4) ~17 -26

ja
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et
Matriisialgebra Mat skutoimitukset
Dete tti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

» o [-1 =2] [-1 -2
w=m = [0 2[5 )

[(—1)(—1) +(=2)(=3) (=1)(=2) +(=2)(-4)
(=3)(=1) + (=4)(=3) (=3)(=2) +(=4)(-4)

7 10
- 15 2
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 8

Olkoot

10 2 1] . -1 3
Sl T R (O S P

Laske AB, AC, BC ja CB.
Vastaus: AB=B, AC=C (vrt. 1-x=x),

oo 4] ol

5 -3 2 —4
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 9

Olkoon x = (=1, -2, —3) € R3 ja lineaarikuvauksen F : R3 — R2

matriisi
2 3 4
Ar = [5 6 7]
Silloin
-1
2 3 4
Arx = [5 6 7] :g

- [Epraaea)

joten F(—1,—2,—3) = Arx = (—20, —38).
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 10

Tason suorakulmion sivut ovat koordinaattiakselien suuntaisia ja
sen kulmat ovat vastapaivaan lueteltuina a = (2,0), b, c = (4,4)
ja d. Suorakulmiolle suoritetaan muunnos f, joka kuvaa sen
peilatuksi nelicksi toiseen paikkaan tasossa. Suorakulmion kulmat
kuvautuvat muunnoksessa siten, ettd f(a) = (0,0) ja

f(c) = (1,1), sivut koordinaattiakselien suuntaiset ja kulmat ovat
vastapaivaan lueteltaessa 7(a), f(d), f(c) ja f(b).

Etsi matriisi, jolla voit esittdada muunnoksen, ja selvita mika on
pisteen (3,1) kuva muunnoksessa.

Huom: Kyseessa ei ole lineaarikuvaus, mutta kayttamalla ns.
homogeenisia koordinaatteja eli kirjoittamalla piste (x, y)
muodossa (x,y, 1) se voidaan esittda matriiseilla!
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Ratkaisu: Piirretaan ensin kuvat:

A A
d c=(4,4)

f(b) fe) = (1,1)

a=(2,0) |b f(a) |f(d) L

Muunnoksen voi toteuttaa siirtamalla kuvio ensin siten, etta sen
piste (2,0) tulee origoon (matriisi My), pienentamalla kuvio
puolittamalla x-koordinaattiarvot ja jakamalla y-koordinaattiarvot
luvulla 4 (matriisi M») ja lopulta peilaamalla suoran x = y suhteen
(koordinaattiarvojen vaihto keskendan, matriisi M3).
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kuvaukset
Matriisialgebra iisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Jotta saisimme myos siirron (joka ei ole lineaarikuvaus tasossa!)
esitettyd matriisilla, tarkastellaan pisteen (x, y) sijaan pistetta
(x,y,1). Viimeinen koordinaatti on vain apuna mukana, kaksi
ensimmaista esittavat todellisuudessa tarkasteltavaa tason pistetta.

Nyt siirto (x, y,1) — (x — 2,y,1) voidaan esittad matriisilla

seuraavasti:
1 0 -2 X x—2
01 0 y| = y
0 0 1 1 1
——

My
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Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Matriisi, joka kutistaa puoleen x-suunnassa ja neljannekseen
y-suunnassa, eli tekee operaation (x,y,1) — (x/2,y/4,1) on

1/2 0 0 X x/2
0 1/4 0 y| =|y/4
0 0 1 1 1

M,

Lopuksi viela peilaus (x,y, 1) — (y,x,1):

010 X y
1 00 yl =|x
0 01 1 1
—_——
M3
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Koko operaation suorittava matriisi saadaan tekemalla nama
perajalkeen:

010] [1/2 0 0] [1 0 -2
M = MsMoMy= |1 0 0 0 1/4 ol |01 o©
00 1 o o0 1| [0 0 1
0 1/4 0
= |12 0 -1
0o 0 1

Piste (x, y) kuvautuu siis pisteeksi (y/4,x/2 — 1) ja erityisesti
pisteen (3,1) kuva on (1/4,1/2).
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset

Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Matriiseille voidaan lisaksi maaritella laskutoimitus, joka tekee
n X m-matriisista m x n-matriisin vaihtamalla rivit ja sarakkeet.

Maaritelma 11 (Transpoosi)

Olkoon A = (). Talloin matriisin A transpoosi on matriisi

nxm

AT = ("}/,'j), missa 7;j = aj,-

Yhdistetylle kuvaukselle C = AB pitee CT = BTAT.
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Maaritelma 12

Matriisi B on matriisin A kaanteismatriisi, jos
AB=1 ja BA=/,

missa | on sopivan kokoinen identiteettimatriisi.
Kainteismatriisia merkitaan AL,

Lause 13
Jos kaanteismatriisi on olemassa, niin se on yksikasitteinen.
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Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Huom.

m Jos matriisi A on kiintyva, niin myos matriisi A~! on
kaantyva, ja

m Jos A ja B ovat kaantyvia matriiseja, niin myos AB on
kaantyva, ja
(AB)"1=B71Aa1,

m Jos A on kiintyvi, niin myds AT on kiintyva, ja

(AT) L= (AT,
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Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Kaanteismatriisin laskeminen: Olkoon A € R"*" kaantyva.
Miten lasketaan A~! € R™"? Nyt AA~1 = I, eli jos x; on
matriisin A~1 j:s sarake ,niin saadaan n kpl lineaarisia yhtal6ita

ij:ej (jzl,...,n).
Ratkotaan nama n yhtaloa yhta aikaa Gauss-eliminaatiolla:
liittomatriisi
Air A ... A1 1 0 ... 0
A1 Axm ... A 0 1 0
[A | I”] - : : : :n T
Apmp A ... A |00 .01
muunnetaan liittomatriisiksi [l,, | A_l] . Siis

AL bl o~ e | AT

J. Virta, ©R. Kangaslampi 3. Matriisialgebra



Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 14

Lasketaan matriisin A = E :1))] kaanteismatriisi:
2110 2 1] 1 0
AT k] ‘_53|01]”[0§r—31}
2 0 | 6 -2
B [ S
10| 3 -1 _ 1
N_01|—52}_[’2|A]
: 1 g =l :
Siten A™* = 5 9 . (Tarkista kertolaskulla!)
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Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Esimerkki 15

Mika on matriisin

3 —4 2
A=|1 3 7
5 -1 1

transpoosi?

Esimerkki 16

Etsi matriisien

kaanteismatriisit.

J. Virta, ©R. Kangaslampi 3. Matriisialgebra



Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

Terminologiaa:

m _ A on neliomatriisi; symmetrinen, jos A = AT,
~—
nxn

m A on sdanndllinen (sanotaan myds kaantyva), jos
kaanteismatriisi on olemassa, muutoin singulaarinen.

| | A = diag(all, a2, ... ,Oé,m)

a;; 0 0 .. 0
0 axp O 0
0 0 am-1)(n-1y O
0 0 0 Qnp
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Lineaarikuvaukset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.2 Matriisien laskutoimitukset

m Ylakolmiomatriisi: aj = 0, kun j > k
m Alakolmiomatriisi: aj = 0, kun j < k

m A on ortogonaalinen, jos A~1 = AT.

Esimerkki 17

Laadi 3 x 3-esimerkkimatriisit naista kaikista.
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Matriisialgebra utoimitukset

3.3 Determinantti

Idea: Matriisin A € R"*" determinantti det(A) € R ilmaisee miten
paljon matriisia vastaava lineaarikuvaus ‘“skaalaa&peilaa”
avaruutta R"”: Kuution

[0,1]" = {x e R"| Vj : x € [0,1]}

“n-tilavuus’ on 1 (1-til.=pituus, 2-til.=pinta-ala, 3-til.=tavallinen
tilavuus, ...) ja A:n sarakkeiden virittiman “sirmion”

A[0,1]" = {Ax € R" | x € [0,1]"}

n-tilavuus on |det(A)| (determinantin etumerkki kertoo
peilautumisista).
Determinantin laskemiseen tarvitaan nelja lakia:

J. Virta, ©R. Kangaslampi 3. Matriisialgebra



ukset
Matriisialgebra skutoimitukset
Determinantti

3.3 Determinantti

Laki 1:
det(/,) = 1.

Tulkinta 1: Identiteettikuvaus x — I,(x) = x ei muuta
n-tilavuutta tai suuntia.

Laki 2:

Matriisin sarake t — kertaistuu = determinantti t — kertaistuu.

Tulkinta 2: “Sarmion n-tilavuus” t-kertaistuu yhden sarman
t-kertaistuessa.
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3.3 Determinantti

Esimerkki 18
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Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.3 Determinantti

Laki 3: Jos matriisissa A € R"*" on (ainakin) kaksi samaa
saraketta, niin
det(A) = 0.

Tulkinta 3: Talldin sarmid A[0,1]” C R” on “litistynyt” ja sen
n-tilavuus on 0.

Esimerkki 19
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Matriisialgebra Ma kutoimitukset

3.3 Determinantti

Laki 4: Olkoon A; matriisin A € R"™" j:s sarake. Kun
Ak = Bx + Ci jollakin k € {1,...,n}, niin

det [Al v Akl B+ Gy Aksl .- An]
= det [Al oo Akl B A+l ... An]
+ det [Al PN Ak—l Ck Ak_|_1 PN An]

Tulkinta 4: Sarmion yhden sarman summaus nakyy n-tilavuudessa
summana.
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3.3 Determinantti

Esimerkki 20

§3 [1 1] §4 01 11

0 = det 11 = det [1 J + det [0 1]
§4 [0 0] 0 1 10 11
= det 11 + det [1 O] + det [0 1] + det [0 O]
§3,51 [0 1]
= det 10 + 1,
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Determinantti

3.3 Determinantti

Esimerkki 21 (lasketaan luennolla)

Laske matriisin [i Z] determinantti lakien §1-64 avulla.

Ratkaisu:
a bl s a b 0 b

det [c d] = det [0 d] + det [c d]
§4 a 0 a b 0 b 0 0
= det [O d] + det [0 0] + det [c O} + det [c d]
§2 11 0 1 0 0
= addet(/) + abdet [O 0] + bcdet [1 0} + cddet [1 J
§1§§3ad +0— bc+0,

A . 01
silla asken laskettiin det [1 0] = —1.
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Matriisialgebra skutoimitukset
Determinantti

3.3 Determinantti

Lait 1,2, 3, 4 ovat ristiriidattomat ja riittavat determinantin
laskemiseen. Kaytannossa determinantit kuitenkin lasketaan kasin

m muistamalla, etta

m ja purkamalla matriisi 2 x 2-osiin alideterminanttisaannolla

det(A) = (1) Y (—1)' Agdet(A™),

i

missd k on jokin rivinumero ja A*X matriisi A, josta on
poistettu rivi k ja sarake i.
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Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.3 Determinantti

Determinanttia merkitdan myos lyhyesti pystyviivoilla:

M| := det(M), kun M on matriisi.

Esimerkki 22

a b c
d e f = € f —b‘d f +c‘d €
g b h i g | g h

= a(ei — th) + b(fg — di) + c(dh — eg).
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Matriisialgebra V askutoimitukset
tti

3.3 Determinantti

Huom. Myos 3 x 3-matriisin determinantille on muistisaanto:

a b c
d e f| = aei+ bfg+ cdh— afh— bdi — ceg.
g h i

alamakeen positiivisina, ylamakeen negatiivisina”.

Esimerkki 23

Laske matriisin A = |4

3
2 determinantti.
8

Vastaus: det(A) = 42
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Line: kset
Matriisialgebra Matriisien laskutoimitukset
Determinantti

3.3 Determinantti

Olkoon A € R"™"_ Sjlloin

JAT! — det(A)#£0  ja  det(AT) = det(A).

det(AB) = det(A) det(B)

J. Virta, ©R. Kangaslampi 3. Matriisialgebra



Matriisialgebra Matriis skutoimitukset

3.3 Determinantti

Esimerkki 26
Milla kertoimia a, b, c, d € R koskevalla ehdolla matriisilla

a b e .

A= [ ] on kaanteismatriisi?
c d

Miki silloin on kainteismatriisi A~1?

Tarkista, ettd A~ 1A=/ = AA"L
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Matriisialgebra E <utoimitukset
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