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Talousmatematiikan perusteet

1 Lukujonoista ja sarjoista, finanssimatematiikkaa

1.1 Suhteellinen muutos

- kuinka moninkertainen jokin arvo on lahtéarvoon verrattuna

Prosenttilaskennan kertausta

1. Yksi prosentti (1 %) luvusta a tarkoittaa taman luvun sadasosaa

1

— la.
100

Silloin p % luvusta a on L_.a.

100

Esim. Kunnallisveroprosentti on 19 % ja verotettava tulo 86000 €.
Kunnallisveron maara on silloin

0.19-86000€=16340€
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2. Montako prosenttia luku a on luvusta b?

Esim. a) Tuotteen tukkuhinta on 120 € ja vahittdishinta 180 €. Kuinka
monta % vahittaishinta on tukkuhinnasta?

mita

verrataan

180 € 150 1
— = . (= =—=150-—)=150%
120 € 100 100

mihin 7 B vah.hinta on

verrataan 1.5-kertainen

b) Kuinka monta % henkilon vuositulosta menee veroihin,

kun tulo on 142000 € ja vero 47000 €?

mita

verrataan

47000 €
e G -
142000 €
mihin 2 B vero on
verrataan 0.331-kertainen
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3. Prosentuaalinen kasvu (vdheneminen)

- suhteellinen muutos

Esim. Rahastoon sijoitetaan 20000 € ja vuosikorko on 5 %. Paljonko

rahaa on vuoden kuluttua?

Padaoma kasvaa 5 %. — Silloin se 1.05-kertaistuu.

1.05 - 20000 € =21 000 €

b) Auton arvo on 60000 € ja arvellaan, ettd se vihenee vuosittain 20 %.
Mika on arvo vuoden kuluttua?
Arvo vahenee 20 %. —> arvosta jaa jaljelle 80 % —> se 0.80-kertaistuu.

0.8 - 60000 € =48 000 €

Naissa ratkaisuissa siis paatellaan:

- Jos luku a (esim. rahamaara) kasvaa p %, se muuttuu

- P i i
r=(1+ 100) kertaiseksi
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- Jos luku a (esim. auton arvo) pienenee p %, se muuttuu

r=(1- L) — kertaiseksi
100
Talloin perakkaiset suhteelliset muutokset voidaan yhdistaa helposti:

Esim. (jatkoa edelliseen)
a) Rahastoon sijoitetaan 5 % vuosikorolla 20000 € ja korko liitetdaan

padaomaan aina vuoden lopussa. Paljonko rahaa on 1, 2, 3,..., n vuoden
kuluttua?

Esim. 3 vuoden jalkeen

1. v. jalkeen | { 3.v. jalkeen

20000 - 1.05 - 1.05 - 1.05 =20000 - 1.05% = 20000 - 1.1576

2. v. jalkeen 1 - arvo 1.1576-kertaistuu
-on 115.76 % alkuperaisesta
—kasvaa 15.76 %

Jatkamalla samalla tavalla ketjuttamista:

Arvo n vuoden kuluttua on 20000 - 1.05".
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b) Alussa 60000 € arvoisen auton arvo vahenee 20 % vuosittain. Paljonko
arvosta on jaljella 1, 2, 3, 4,..., n vuoden kuluttua?

l1.v. 2.v. 3.v. n:sv.

60000-0.8-0.8-0.8- ... -0.8=60000-0.8"

4. Prosentuaalisen eron suuruus

Esim. Erdana vuonna henkilon vuositulo oli 80000 € ja seuraavana
vuonna 95000 €. Montako % tulo oli jalkimmaisena vuonna suurempi
kuin ensimmaisena vuonna?

Ratkaisu 1 Usein lasketaan:

Absoluuttinen kasvu on 95000 — 80000 = 15000 €,

mita verrataan \

15000
80000

joka on - 100 % = 18.75 %.

mihin verrataan 2

Tassakin tulos saadaan myos arvon suhteellisen muutoksen kautta:
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Ratkaisu 2 Jalkimmaisena vuonna tulo on

95000
80000

= 1.1875-kertainen eli on 118.85 % ensimmaisen vuoden tulosta,

joten se suureni 18.75 %.

b) Vuonna 2000 kunnassa oli 32000 ja v.2017 27000 asukasta. Montako
% vahemman asukkaita oli v.2017 kuin v. 20007?

Ratkaisu 1

Absoluuttinen vahennys on 32000 — 27000 = 5000,

5000
32000

joka on - 100 % =15.625 %.

Tai

Ratkaisu 2 Vuonna 2010 maara on

27000
32000

= 0.84375-kertainen eli on 84.375 % vuoden 2000 maarasta,

joten se pieneni 15.625 %.
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Korkojen laskemisesta

Esim. (jatk.) 20000 € talletetaan rahastoon, jossa vuosikorko on 5 %.

Kuinka suuri on kasvanut paaoma a) % vuoden, b) 4 kk:n kuluttua?

a) Korko % vuodelta on 1—62 5% =2.5%, jolloin

padaoma % vuoden kuluttua on 1.025 - 20000 = 20500 £.

b) Samalla tavalla saadaan padoma 4 kk:n kuluttua

4 kk:n ”osuus” N K korko-%

(1+ 1;“2 : %) .20000 ~ 1.0166667 - 20000 = 20333.33 €

N padoma

Siis kun

paaoma on K, korkokanta on p % (esim. vuodessa), sijoitusajan osuus
koronmaksukaudesta on t (esim. 4/12 vuodesta)

ja korko maksetaan kerralla sijoitusajan lopussa,
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on korko AK = =t K
100

ja kasvanut padgoma K; = (1+ % t) K

ja padoman suhteellinen muutos eli korkotekija onr = (1+ % t).

Kun korko liitetdan paaomaan korkojaksoittain, saadaan vastaavalla
tavalla:

Esim. (jatk. edelliseen) Kuinka suuri on kasvanut padgoma 1, 2, 5.5 vuoden
kuluttua?

K1 =1.05-20000 = 21000 €

K, = 1.052 - 20000 = 22050 €

Kss = 1.055(1 + = - =) - 20000 = 26163.77 €
12 100
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Diskonttaus on kdanteinen toimenpide edellisen kaltaiselle koron

johdosta kasvaneen paaoman arvon madraamiselle eli prolongoinnille:

Esim. On sovittu, ettd 5000 € korvaus maksetaan vuoden kuluttua.
Kuinka suuri on kohtuullinen maksun arvon alennus eli diskontto,

jos korvaus maksetaankin a) heti, b) 4 kk sovittua aikaisemmin,

kun korkokanta on 6 % vuodessa?

e 6 . s
a) Maksettava rahamaara Ko kasvaa 1 + Y 1.06-kertaiseksi, jolloin

1.06 - Ko = 5000 € (K1),

josta saadaan paaoman nykyarvo

_ 5000

Ko=—>=4716.98 €,
1.06

ja oikea diskontto on 5000 - 4716.98 = 283.02 £.

b) Pddoman suhteellinen muutos 4 ”pois jaavan” kuukauden aikana olisi

4 6

1+—-—=1.02-kertainen.
12 100
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1.02 - Ko = 5000 € (K1) jolloin

5000

nykyarvo on Ko = ——=4901.96 € ja diskontto 98.04 €
1.02

Siis korkokannalla p kaytossa olevalle paaomalle oletetaan saatavan p

prosentin tuotto ja prolongointi ja diskonttaus ”siirtavat ostovoimaa”

ajankohdasta toiseen:

padaoma alussa (t = 0)

prolongointi

Ko I

diskonttaus
1
Ko = TP Kt I
(1+355%)

Ko on paaoman K; nykyarvo (PV).

padaoma ajankohtanat

= (1+ -2
Kt - (1+ 100 t) KO

Esimerkissa 5000 € diskontataan 4 kk korkokannalla 6 % /v:
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1.02-kertaistuu
Nyt 4 kk:n kuluttua

4901.96 € 5000 €

w

\_/

Nimelliskorko on korkokanta, jonka mukaan sovitaan esim. lainan korko

laskettavaksi. Efektiivinen korko mittaa paagoman kasvunopeutta:

Esim. Lainan vuosikorko on 6 % /v.

Lainaehdoissa sovitaan, ettd nimellinen kk-korko on 0.5 % /kk.
Kun paaoma kasvaa vuoden 0.5 % kk:ssa, niin se

1.005% = 1.0617- kertaistuu ja

efektiivinen korkokanta on 6.17 %.

Esim. Kuinka suuri on %- vuosittaisen koron oltava, jotta efektiivinen
korko olisi 9 %?

Padaoma K r-kertaistuu 4 kertaa. Silloin

11
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K-r*=K-1.09, josta saadaanr = V/1.09 ~ 1.0218

ja ¥ -vuoden koron on oltava 2.18 %.

Mm. lainan takaisinmaksuun liittyvissa kysymyksissa tarvitaan tietoja
lukujonoista ja sarjoista.

1.2 Lukujonoista

- (mm. taloudellisia sovelluksia varten) tarvitaan esitys, jonka avulla
voidaan esittaa jonkin ilmion systemaattinen kehittyminen (funktio?)
(esim. ajan suhteen)

Esim. (jatkoa) 20000 €:n sijoituksen arvo 1., 2., 3., ..., n:nnen vuoden
alussa, kun 5 %:n korko liitetaan aina vuoden lopussa padaomaan:

1.v. 2. V. 3. V. n:s vuosi

20000, 2000-1.05, 20000-1.05%, .... , 20000-1.05"!

12
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Saldon suuruudet muodostavat lukujonon.

Lukujono on paattyva tai paattymaton jono reaalilukuja ay, ay, ..., an, ...,
joita sanotaan jonon termeiksi.

Jos termien maaraytyminen voidaan esittaa jonkin lausekkeen avulla,
voidaan kayttaa merkintaa

(an), missa an on saanto, jonka mukaan n:s termi maaraytyy.

Esim. Opiskelija HH saa kotoaan lahtiessaan 2000 € ja sen jalkeen
kuukausittain 500 €.

HH:n Iahtdnsa jalkeen yhteensa saamaa rahamaaraa 1, 2, 3, ..., n kk:n
kuluttua kuvaa jono:

1. kk 2. kk 3. kk 4. kk n:s kk

2000 2000+500 2000+2-500 2000+3-500 .. (2000 + (n-1)500)

Tassa perakkaisten termien absoluuttiset erot ovat yhta suuria (500 €).

13



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkild ©

Tallaista jonoa (an) sanotaan aritmeettiseksi.
Siis seuraava termi saadaan aina lisaamalla edelliseen sama vakio eli

an+1 = an +d ja d on vakio.

Kuten esimerkissa

1. 2. 3. 4. n:s
a a+l-d a+2-d a+3d a+(n-1)-d

T
Aritmeettisen jonon n:s termi on ap=a+(n-1)d,

kun a = 1. termi ja d = termien valisen eron suuruus.

Esim. 10000 €:n lainan vuosikorko on 16 % ja sita lyhennetaan 500 €
puolivuosittain.

Puolen vuoden korko on 8 % ja maksettavana on 20 kpl 500 €:n
lyhennysta.

Maksettavan 1., 2., 3., n:nnen koron suuruutta kuvaa jono:

14
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Vuosi- 1. 2. 3. n:s 20.
puolikas
lainan 10000 = 9500 = 9000 = 10000-
paaoma
20-(500 €) 19-500 18-500 (n-1)500 1-500
korko 0.08:(20-500) | 0.08-(19-500) | 0.08-(18-500) 0.08:(20-(n-1)) 0.08-1-500
-500
=800 € =760 € =720€ =1-40€
(20-(n-1)) -40
=20-40 € =19-40 € =18-40 €

Jono on aritmeettinen jad =-40 € (=- 0.08 - 500 €).

Esim. (jatkoa) 20000 €: n sijoituksen arvo 5 % vuosikorolla, kun korko

liitetaan vuosittain padaomaan:

- Arvoa vuoden n alussa kuvaa jono:

1.v.

20000, 20000-1.05,

2. V.

3. v.

- ja vuoden n kuluttua jono:

1.v.

2. V.

3. V.

20000-1.05, 20000-1.052, 20000-1.053,

15

n:s

20000-1.052, .... , (20000-1.05"1)

n:s

, 20000-1.05"
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Nama jonot eivat ole aritmeettisia, silla termien valiset erot eivat ole
samat.

Seuraava termi on aina edelliseen verrattuna 1.05-kertainen.

Tallaista jonoa (an), jossa perakkaisten termien suhde on vakio,
sanotaan geometriseksi.

Silloin seuraava termi saadaan g—kertaistamalla edellinen termi eli

an+1 = an( (q on jonon suhdeluku)

Esim. (jatkoa) 60000 €:n hintaisen auton arvon arvellaan vihenevan
aina 20 % edellisen vuoden arvosta.

Jaljella olevaa arvoa kuvaa geometrinen jono:

arvo vuoden n alussa
1.v. 2. V. 3. V. n:s

60000, 60000-0.8, 20000-0.8?% .... , (60000-0.8"1)

16
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arvo n vuoden kuluttua
1.v. 2. V. 3. V. n:s

60000-0.8, 20000-0.82, 20000:-0.8%.... , (60000-0.8")

Edellisten esimerkkien tapaan aritmeettinen ja geometrinen jono voivat
sopia malleiksi mm. joidenkin taloudellisten ilmididen kuvaamiseen:

- aritmeettinen jono tilanteeseen, jossa absoluuttinen muutos on
vakio ja

- geometrinen jono tilanteeseen, jossa suhteellinen muutos on vakio.

Soveltamista rajoittaa, etta termit on maaritelty vain n:n arvoja (vuosia
tms.) 1, 2, 3, ... kohti.

Edellisessa esimerkissa voidaan kysya, mika on arvio auton arvolle 2,5
vuoden kulutta. Tahan antaa vastauksen geometrisen jonon yleistys
eksponenttifunktio.

Aritmeettisen jonon (esimerkiksi ajan suhteen jatkuva) yleistys taas on
tavallinen lineaarinen funktio.

17
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Lukujonon suppeneminen

Esim. (jatkoa edelliseen) Auton arvoa vuoden n alussa kuvaa lukujono

(60000-0,8"1), jonka arvoina saadaan:

VUuosi arvo

1 60000

2 48000

3 38400 Kun aika n kasvaa, niin auton arvo vahenee
4 30720 ja "lahestyy selvasti" nollaa.

Silloin sanotaan, etta arvoa kuvaava

5 24576 lukujono

6 19661 suppenee ja sen raja-arvo on 0.

7 15729 Tasta kaytetaan merkintaa:

8 12583

9 10066

10 8053 lim 60000 -0.8"1

20 865 n—=e0
50 1 =0

18
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Esim. (jatkoa) 20000 €:n sijoituksen arvoa n vuoden kuluttua kuvaa jono

(20000-1.05"), jonka arvot taas "kasvavat rajatta”, kun n kasvaa:

VUoSi
1

2

20

50

arvo
21000

22050

23153
24310
25526
53066

229348

Sen lisaksi, etta jono

Kun aika n "kasvaa rajatta"”, nayttaa sijoituksen

arvo "kasvavan aarettoman suureksi".
Nyt sanotaan, etta jono hajaantuu
ja kaytetaan merkintaa:

lim 20000 1.05" = o

n—>oo

- suppenee eli sen termit lahestyvat aarellista vakiota tai

- kasvaa (vahenee) rajatta,

voi jono hajaantua myos niin, etta jonon termit eivat lahesty mitaan

vakioarvoa, mutta eivat myoskaan lahesty + tai - daretonta.

Raja-arvon tarkka matemaattinen kasittely sivuutetaan tassa.

19
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Edellisissa esimerkeissa jonot olivat geometrisia.
Auton arvoa ennakoitaessa oli suhdeluku g = 0.8 < 1 ja jono suppenee.

Sijoituksen saldoa kuvaavassa jonossa g = 1.05 > 1 ja jono hajaantuu.

Sama patee myos yleisesti:

Voidaan osoittaa, ettd geometrinen jono suppenee tasmalleen silloin,
kun |gq|< 1.

1.3. Sarjoista

Esim. Opiskelija X ottaa pankista puolivuosittain lainaksi 3000 € ja
vuosikorko on 4 %. Lainaa ei lyhenneta opiskeluaikana, mutta
kertyneen lainapaaoman korko maksetaan puolivuosittain.

Maksettavat korot muodostavat (aritmeettisen) jonon
0.02-3000, 0.02- (2-3000), 0.2:(3-3000), ... =60, 120,180, ...

eli jonon (an) = (n-60).

20
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Tasta jonosta (a,) saadaan yhteen laskemalla maksettujen korkojen
kokonaismaara s, mihin tahansa vuosipuoliskoon n mennessa:

$1=60, s,=60+120, s3=60+120+180,..., sh=60+120+...+n-60,...

Siis lukujonosta (an) saadaan uusi jono (sn),

n

misséisn=a1+a2+---+an=2:ai
i=1

n
(= Z 60 - i) edellisessa esimerkissa)
i=1

n

(Merkinnalla Z x; tarkoitetaan summaa x; + X, + - + Xy,.
i=1

Luetaan: (esim.) “Summa arvoista x;, kun i kdy yhdesta n:naan.”)

Talla tavalla (kumulatiivisesti) muodostettua uutta jonoa (sn) sanotaan
lukujonosta (an) muodostetuksi sarjaksi.

(0.0)

Lausekettaa; +a, + - = Z a; sanotaan sarjan summaksi.
i=1

21
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n
Jonon (s,) termis, = 2 aj on sarjan n: s osasumma.
i=1

Jos jono (an) on aritmeettinen, sanotaan, ettd myos siitd muodostettu

sarja (sn) on aritmeettinen.

Jos (an) on geometrinen, on myds sarja (sn) geometrinen.

Esim. (jatkoa edelliseen)
Jono (an) = (60n) on aritmeettinen, jolloin myds korkojen summaa

kuvaava sarja (sn) on aritmeettinen.

Esim. Yritys sitoutuu maksamaan aiheuttamastaan haitasta vuosittain
korvauksen, joka on

1. vuonna 5000 € ja seuraavina vuosina 5000 € inflaatioprosentilla
korjattuna.

Jos keskimaaraiseksi inflaatioprosentiksi arvioidaan 4 %, kuinka suuri
tulee olemaan korvauksen vuosittainen (nimellis-)arvo ja maksettujen
korvausten yhteenlaskettu maara 1., 2., 3., ..., n:ntena vuonna?

22
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Vuosittaiset korvaukset muodostavat geometrisen jonon ja niista
lasketut kumulatiiviset korvausmaarat geometrisen sarjan:

s1 = 5000
s, = 5000 + 5000-1.04
s3 = 5000 + 5000-1.04 + 5000-1.042

s3 = 5000 + 5000:1.04 + 5000-1.042% + 5000-1.043

sn = 5000 + 5000:1.04 + 5000:1.042% + ... + 5000-1.04"1 (=?)

Jos esim. n = 50, lasku on nain tehtyna pitka, mutta tassa tapauksessa
sita voidaan lyhentaa paljon.

Osasummista

Aritmeettisen sarjan summa on aina (+ tai - Jeo, mutta osasummilla on
paljon kaytannon sovelluksia:

23
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Esim. (jatkoa, opiskelija X:n maksamat korot)

Kun X lainaa puolivuosittain 3000 € 4 % vuosikorolla ja maksaa aina
samalla kertyneen lainan koron, korot muodostavat aritmeettisen
jonon (60n).

Kun X opiskelee 10 vuotta, ovat maksetut korot:

eran korko eran korko keski-
60n 60n korko

1 60 20 1200 630
2 120 19 1140 630
3 180 18 1080 630
4 240 17 1020 630
5 300 16 960 630
6 360 15 900 630
7 420 14 840 630
8 480 13 780 630
9 540 12 720 630

600 11 660 630

=
o

Yhteensa korkoja maksetaan

S,0=60+120+180+...+41080+1140+1200.

24
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Kun yhteenlaskettavat jarjestetaan "laidoilta sisaanpain” uudelleen
saadaan

520 = (60+1200)+(120+1140)+...+(600+B60) = 1260 + 1260 +...+1260

Silloin keskimaarainen korko vuosipuolikasta kohti on

(esim. (60+1200)/2 = )1260/2 = 630 €.

Kun vuosipuoliskoja on 20, niin maksettujen korkojen muodostaman
aritmeettisen sarjan 20 osasumma on

60 + 1200
Sp0 = 20 - 630 = 20 - > = 12600 €.

Siis selvasti aritmeettisessa sarjassa n:s osasumma on

a1+an

Sp =a41 ta+--+a,=n >

25
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Esim. Ekonomisti E alkaa kuntoilla vuoden alussa.
1. viikolla han harjoittelee 120 min ja lisaa aikaa joka viikko 5 min.

Paljonko E harjoittelee koko vuoden (52 viikkoa) aikana?

Harjoitteluajoista muodostuu aritmeettinen jono (d=5), josta saatavan

sarjan 5. osasumma on

1.v. 2. V. 3. v. 4. v. 52.v.
S5 =120+ 120+5+ 120+2:5+120+3-5+ .. +120+(52-1):5
=120 + 125 + 130 + 135 + .. + 375
120+375 )
=52.——— =12870 min=214.5 h.

Esim. (jatkoa, yrityksen maksettava inflaatiokorjattu korvaus)

Sovitaan, etta korvausta maksetaan 15 vuoden ajan. Lisaksi
vaihtoehtoina ovat maksutavat:

26
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1) 1. korvaus 5000 € maksetaan heti ja sen jalkeen aina vuoden
kuluttua arvioidulla inflaatiolla 4 % edellisesta vuodesta korotettu
maara tai

2) 1. korvaus 5000 € maksetaankin vasta 1. korvausvuoden lopussa
kuitenkin 4 %:lla korotettuna ja seuraavat korvaukset vastaavalla tavalla
kuin edella.

Kuinka paljon suurempi on korvausten (nimellis-) kokonaismaara
jalkimmaisella tavalla maksettuna?

1) Kokonaiskorvaus on geometrisen sarjan 15. osasumma
1. 2. 3. 15.

s15 = 5000 + 5000-1.04 + 5000-1.042+...+ 5000-1.044

2) Toisella tavalla maksettaessa jokainen korvaus on 4 % suurempi:
1. 2. 3. 14, 15.
5000-1.04 + 5000-1.042 + 5000-1.043 +...+ 5000-1.04'4 + 5000-1.04%>

= 1.04-(5000 + 5000-1.04 + 5000-1.04%+...+ 5000-1.04%%) = 1.04-s15.

27
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Kokonaiskorvauksen ero on
1.04'515 —S15 =
(5000-1-04 + 5000-1.047 +...+ 5000-1.04** + 5000-1.041°)

- (5000 + 5000-1-04 + 5000-1-04?+...+ 5000-1-04*)

= 5000-1.04% — 5000 (=4004.72 €)

Tasta saadaan yhtalo

1.04-s15 — s15 = 5000-1.04% — 5000
=5

s15(1.04 -1) = 5000-(1.04%5 — 1),
josta ratkeaa

5000 * (1.0415 — 1)

- — 100117.94 €.
515 1.04 — 1

Jos laskussa on 1. termi a (=5000 €), termien lukumaara n (= 15) ja
niiden valinen suhteellinen muutos q (=1.04)

28
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ja lopuksi viela lavennetaan -1:113, saadaan samalla tavalla yleinen

saanto

geometrisen sarjan osasumman laskemiseksi:

a(l- q“)_

s, =a+aq+aq®+--+aq"!= 1 q

Esim. (jatkoa edelliseen) Sovelluksissa on oltava huolellinen, mita

”kaavaan” sijoitetaan:

Jalkimmaisella tavalla maksettavien korvausten kokonaismaara on
myO0s geometrisen sarjan 15. osasumma, mutta nyt on

1. 2. 3. 14. 15.

5000:1.04 + 5000-1.042 + 5000-1.043 +...+ 5000-1.04%* + 5000-1.04%

104 (1.0415-1
_ SO00%08 (1.0 ) - 104122.66 €
1.04—1
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Sarjan suppeneminen

Esim. Henkil6 vuokraa tontin. Vuokrasopimus on “ikuinen” ja vuokrasta
sovitaan, etta se on 1. vuonna 2000 € ja se pienenee sen jalkeen aina
vuosittain 10 % edellisesta vuokrasta.

Kuinka suuri on maksettavien vuokrien kokonaismaara 5, 10, 50, 100,
200 vuoden kuluttua?

Vuosittain maksettavat vuokrat muodostavat geometrisen jonon
1. 2. 3. n:s

2000 2000-0.9 2000-0.92 ... 2000-0.9"1

ja kertynyt vuokrien maara vuonna n saadaan geometrisen sarjan

osasummana:
Vuokra Kertyma

1 2000,00 2000

2 1800,00 3800

5 1312,20 8190

10 774,84 13026

20 270,17 17568

50 11,45 19897

100 0,06 19999
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Esim. 50 vuodessa vuokria kertyy:
sso= 2000 + 2000-0.9 + 2000-0.942 + ... + 2000-0.9%°

_2000%(1-0.9%)
- 1-0.9

~ 19897 €

Nayttaa, etta vuokrien kokonaismaara ei kasva enaa "merkittavasti”,
kun aikaa kuluu “riittavasti”. Osasummat nayttavat [ahestyvan eli
suppenevan kohti kiinteaa arvoa 20000 €.

Sarjaa a; + a2 + ... + ap + ... sanotaan suppenevaksi, jos sen osasummien
jono (sn) suppenee ja raja-arvoa

s=1lims, (= a;+a,,. )

n—->0oo

sanotaan sarjan summaksi.

Jos sarja ei suppene, sita sanotaan hajaantuvaksi.

Jotta sarjaa;+a; + ... + an + ... suppenee, on termien a, tietenkin oltava
"merkityksettoman pienia”, kun n kasvaa, eli
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valttamaton ehto sarjan suppenemiselle on, etta lim a, = 0.

n—->oo

Tama ehto ei kuitenkaan ole riittava. On mahdollista, etta jono (an)
suppenee (, mutta ei “riittavan voimakkaasti”,) ja sarja kuitenkin
hajaantuu.

Voidaan osoittaa, etta geometrinen sarja

s=a+aq+ag’+..

suppenee tasmalleen silloin, kun |q| < 1 ja sen summa on

s=a+ aq + aq*+ .=

1-q°

Esim. (jatkoa edelliseen) Paljonko vuokraa kertyy yhteensa, kun
”vuokra-ajalla ei ole ylarajaa”? (Mikaan ei tietysti, kesta ikuisesti, mutta
nain saadaan ylaraja vuokrien kertymalle, jos aikaa ei ole maaratty.)

2000
s = 2000 + 2000-0.9 + 2000:0.9% + ... = o9 20000 €.
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Sovelluksia korkojen laskemiseen

Esim. (jatkoa) Opiskelija X oli ottanut 10 vuoden ajan puolivuosittain
3000 € lainaa 4 % vuosikorolla. Kertyneen paaoman korko maksettiin
aina vuosipuoliskon lopussa.

1) Opiskeluaikana maksettujen korkojen kokonaismaara saatiin edella
aritmeettisen sarjan osasummana laskemalla aina puolivuosittain siihen
asti yhteensa kertyneen padaoman korko ja nama kaikki yhteen.

2) Samaan tulokseen paastaan myods hahmottamalla tilanne toisella
tavalla: Jokaisen lainatun 3000 €:n erdn korkokustannukset lasketaan
erikseen koko laina-ajalta ja nama yhteen:

Lainattu Laina-aika Erdsta yhteensa
3000 €:n era vuosi-puoliskoina | maksettava
korkokustannus
1. 20 20-0.02-:3000 =1200 (=20-60)
2. 19 19-0.02-3000 =1140
3. 18 18-0.02-:3000 =1080
20. 1 1-0.02-3000 =60
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So0= 20 -

1200+60

= 12600 €.

Tassa on samantekevaa, kummalla tavalla tehtava hahmotetaan.

Tilanne voi kuitenkin olla my6s toisenlainen:

Esim. (jatkoa edelliseen) Paljonko korkoja kertyy koko 10 vuoden laina-

ajalta, kun korkoja ei maksetakaan opiskeluaikana, vaan ne liitetaan

puolivuosittain lainan padomaan?

1) Jos tehtdava hahmottaan ensimmaisella tavalla, kaikki 20 korkoa on

laskettava erikseen.

2) Lasku lyhenee jalkimmaisella tavalla:

Lainattu
3000 €:nera

19.

20.

Laina-aika
(vuosi-
puolikkaina)

20

19

Erasta
maksettava
takaisin

3000-1.02%

3000-1.02%

3000-1.022

3000-1.02¢
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Lainatuista erista kertyneiden paaomien summa on geometrisen sarjan
20. osasumma

(a =3000-1.02%, g = 1.02, n = 20 ja termit jarjestetty uudelleen)

s20 = 3000-1.021 + ... + 3000-1.02%° + 3000-1.022°

(3000:1.02)(1—-1.0229)
- 1-1.02

=74349.95 €

ja siita korot 74349.95 — 60000 = 14349.95 €.

Annuiteettimenetelma

Esim. Opiskelija X:1la on velkaa 60000 € (K).

Takaisinmaksusta sovitaan pankin kanssa, etta
- laina maksetaan kuukausittain 20 vuodessa,
- vuosikorko on 3.6 % ja

- joka kuukausi pankille maksetaan saman suuruinen era b €.
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Kuinka suuri on maksuera b?

Maksueria on 20:12 = 240 kpl (n).

Kuukausikorko on 0.3 %, jolloin jaljella olevan lainapaaoman
suhteellinen muutos eli korkotekija on r = 1+ 0.3/100 =1.003.

Jaljella olevan velan maara 1., 2., 3,,..., 240. kuukauden lopussa on:

1. kk: 1.003-60000—b

NG

2. kk: 1.003:(1.003-60000 — b) — b = 1.0032:60000 —1.003b — b
%
3.kk: 1.003-(1.0032:60000 —1.003b — b) — b =

=1.0033-60000 —1.0032 b —1.003b - b

jne.

Jaljella olevan velkamaaran lausekkeessa on aina geometrisen sarjan
osasumma.
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Kun 20 vuotta on kulunut, maksetaan viimeinen b:n suuruinen era3,
jolloin .
240. kk: 1.00324°-60000 — 1.003%3°b - 1.003%*8p - ... - 1.003b—b = I

=

1.003240-60000 —b (1 + 1.003 + 1.003% + ... + 1.003%38 + 1.003%%° ) = 0

Tasta saadaan yhtalo

1:(1—-1.0032%40)

1.00324°-60000 - b )
1-1.003

mista ratkaistaan

b= 1.0032%% . 60000 - (1.003 — 1)

= 351.07 €/kk
1.003240 — 1 /

Korkokustannukset ovat

240-351.07 — 60000 = 24256.80 €.
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Jos edellisessa laskussa kaytetaan merkintoja:
lainasumma on K (=60000 €), maksuerien maara on n (=240) ja

korkotekija r = (1 + p/100) (=1.003), saadaan samalla tavalla yleinen
saanto

annuiteettilainan maksueran suuruudelle:
r"K(r-1)
rn—1

Jakso, jolle annuiteetti lasketaan voi olla kuukausi, vuosineljannes jne.

Esim. (jatkoa edelliseen) Kuinka suuri on maksueran suuruus, kun
60000 €: n laina maksetaan puolivuosittain annuiteettiperiaatteella 20
vuodessa ja vuosikorko on 3.6 %?

1.8
n=20-2=40eraajar=1+—=1.018
100

. 1.0184%.60000-(1.003-1)

a0 = 2117.145

Korkokulut koko 20 vuoden laina-ajalta ovat:

40 -2117.145 - 60000 = 24686 €
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Esim. (jatkoa) Kuinka suuret ovat korkokulut, jos padoman lyhennykset
ovat yhta suuria:

60000

Lainaa lyhennetaan = 1500 € puolivuosittain, jolloin

maksettavat korot muodostavat aritmeettisen sarjan osasumman:
1. 2. 3. 40.

0.018-60000  +0.018-58500 +0.018-57000 +...+0.018-1500

0.018:(40-1500) + 0.018-(39-1500) + 0.018-(38:1500) + ... + 0.018-1500

40 - 27 +39.27 +38-27 +..+1- 27

0.018:60000+0.018-1500
2

=40 =22140

- Sarjojen teorialla on edellisten kaltaisten suorien sovellusten lisaksi
valillista merkitysta kaytannon laskemiseen.

- Polynomifunktiota “monimutkaisempien” (mm. potenssi-,
eksponentti-, logaritmi-, trigonometristen) funktioiden numeeristen
arvojen laskeminen perustuu nadiden funktioiden "operatiiviseen
maarittelyyn” sarjakehitelmien(?) avulla.

Esimerkiksi, mista saadaan V2 ,Sin2, ..., jne.?
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1.4 Hinta- ja volyymi-indekseista

- Kuinka suuri on (esim. keskimaaraisen kotitalouden kayttamien
hyodykkeiden) hintatason ja (kulutettujen) maarien eli volyymin

suhteellinen muutos valitun perusajankohdan ja vertailuajankohdan
valilla?

Esim. Ekonomisti E kayttaa terveysvaikutteisia luonnontuotteita:
Kuntojuomaa (KJ), Terveysuutetta (TU) ja Ihmepillereita (IP).

Han seuraa naiden hyodykkeiden hintoja ja viikon aikana kuluttamiaan
maaria noin vuoden valein. Vuosina 2009, 2010 ja 2011 tulokset olivat:

Hinnat Maarat
Vuosi KJ TU IP KI  TU IP
(€/dl)  (€/8) (€/kpl) (d) (g)  (kpl)
2009 0,40 0,50 1,40 35 60 30
2010 0,88 0,60 2,00 50 70 25
2011 0,30 0,80 4,00 120 90 50
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Kun verrataan vuoteen 2009 eli perusajanjaksona on vuosi 2009, ovat
hintojen suhteelliset muutokset eli hintasuhteet:

Hintasuhteet

Vuosi KJ TU IP

2009 0,40/0,40=1.000 1.000 1.000
2010 0,80/0,40=2.000 1.200 1.429
2011 0,30/0,40=0,750 1.600 2.857

Yksittaisten hintasuhteiden tulkinnassa ei ole ongelmia.

Esim. vuoteen 2009 verrattuna Kuntojuoman hinta 2-kertaistui
ensimmaisen vuoden aikana, mutta oli v. 2011 vain 75 % lahtotasosta.

Sen sijaan yksikasitteista oikeaa vastausta ei ole kysymykseen:
Kuinka suuri on ndiden terveystuotteiden hintatason

(kaikki kolme hyddyketta samaan aikaan tarkasteltuna)
suhteellinen muutos?

Esim. perusvuodesta 2009 ensimmaiseen tarkasteluvuoteen 2010 olivat
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yksittaisten hyodykkeiden hintojen suhteelliset muutokset:

KJ: 2.000 TU: 1.200 IP: 1.429

- Luonnollinen ajatus on, etta jokin keskiarvo naista hintasuhteista on
”oikea” vastaus kysymykseen.

Naihin kysymyksiin saadaankin kohtalaisen kelvollisia vastauksia
tilastotieteen keinoin

erilaisia keskiarvotyyppeja ja hintasuhteiden arvojen sopivaa
painottamista tutkimalla. Tahan suuntaan ei kuitenkaan edeta nyt.

Toinen lahestymistapa hintatason suhteellisen muutoksen mittaamiseen
on
(tassa terveysvalmiste-) korin arvon suhteellisen muutoksen laskeminen:

Kuinka suuri on tassa hintatason suhteellinen muutos perusvuodesta
2009 tarkasteluvuoteen 20107

Vertailun pohjaksi valitaan tassa ensin perusvuoden 2009 "hyodykekori”:

Kuntojuomaa 35 dl, Terveysuutetta 60 g ja Ihmepillereita 30 kpl.
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Taman perusvuoden 2009 korin arvo perusvuoden 2009 hinnoin on:

0.40-35+0.50-60+1.40-30=86€

Saman perusvuonna 2009 kulutetun korin ostamiseen tarvittava
rahamaara olisi vuonna 2010:

35+ - 60 + -30 = 124 €

Koska kori pysyy samana, niin sen ostamiseen tarvittavan rahasumman
muutos aiheutuu naiden hyodykkeiden ”hintatason” muuttumisesta.

Perusvuoden 2009 korin arvon suhteellinen muutos tarkasteluvuoteen

2010 on
124 €

86 €

~ 1442 =144.2 %

ja tama arvo tulkitaan (maaritellaan) hintatason suhteelliseksi
muutokseksi naiden vuosien valilla.

Tulos on hintasuhteiden valissa ja on siten ”jarkeva” yhteenveto niista.
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Edelld laskettu hintatason suhteellinen muutos on esimerkki
Laspeyres’n hintaindeksistd:

P;,(La) = 2 Pitllio , missa

2. Pio Gio
d10, 920, ..., Ono OVat perusajanjakson to maarat,

P10, P20, ..., Pno Perusajanjakson to hinnat ja

P1it, P2, ..., Pnt tarkasteluajanjakson t hinnat.

Laspeyres’n hintaindeksi siis

- mittaa perusajanjakson korin arvon suhteellista muutosta
tarkasteluajanjaksoon mennessa

- ja sen arvo tulkitaan hintatason suhteelliseksi muutokseksi.

Esim. (jatkoa edelliseen) Kun perusvuotena on edelleen v. 2009, on
Laspeyres n hintaindeksin arvo vuodelle 2011:

0.30-35+0.80-60 + 4.00-30 178.50
PZdss (La) = = ~ 2.076 =207.6%
0.40-35+0.50-60+ 1.40-30 86
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MyoOs tama arvo on hintasuhteiden valissa.

Ei ole mitenkadan itsestaan selvaa, etta edella kaytetty perusvuoden
hyodykekori on juuri “oikea” vertailun lahtokohta.

Yhta hyvin voidaan vertailun pohjana kayttaa tarkasteluajanjakson
"koria”:

Esim. (jatkoa) Kuinka suuri on hintatason suhteellinen muutos vuodesta
2009 vuoteen 20107

Nyt maarat vakioidaan vertailua varten

tarkasteluvuoden 2010 maariksi.

Kuntojuoma 50 dlI, Terveysuute 70 g ja Ihmepillerit 25 kpl.

Taman korin arvo perusvuoden 2009 hinnoin olisi

0.40-50+0.50-70+1.40-25=90€

ja on tarkasteluvuoden 2010 hinnoin

? .50+ ? -70+ ? -25=132¢€
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Kun “kori” taas pysyy samana, aiheutuu sen ostamiseen tarvittavan
rahamaaran muutos hintojen muuttumisesta. Vastaavasti kuin edella
naiden rahasummien suhde

132 €
90 €

~ 1.467

- kuvaa tasmalleen taman tarkasteluvuoden korin arvon suhteellista
muutosta, mutta

- mutta sen voidaan tulkita mittaavan hintatason suhteellista muutosta

eli se on myos (asiaa hieman eri ndakokulmasta asiaa tarkastelevan)
hintaindeksin arvo.

Kun maarat vakioidaan tarkasteluvuoden maariksi, sanotaan tata
Indeksia Paaschen hintaindeksiksi:

_ 2. PitYit

= ,missa
% Pio Gt

Pt (Pa)

dit, d2t, ... ,qnt Ovat tarkasteluajanjakson t maarat,
P10, P20, ..., Pno Perusajanjakson to hinnat ja

P1t, P2, ..., Pnt tarkasteluajanjakson t hinnat.
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Edelld vuodelle 2010 hieman eri nakokulmista hintatason suhteellista
muutosta mittaavat arvot

Piyos (La) = 1.442 ja Piyys (Pa) = 1.467
ovat hyvin saman suuruiset.

Laspeyres n mukaan hintataso on 1.442-kertaistunut ja Paaschen
indeksi nayttaa (melko poikkeuksellisesti suurempaa) 46.7 %:n kasvua.

Siis
- Huonot uutiset: “Hintatason” suhteellinen muutos

ei ole yksikasitteisesti maariteltavissa ja mitattavissa
- Hyvat uutiset: Erilaisista “jarkevista” lahtokohdista saatavat

tulokset ovat melko saman suuruisia.

Esim. (jatkoa) Perusvuotena on edelleen 2009.

Laskettaessa Paaschen indeksia vuodelle 2011 on kori myds talta
vuodelta:
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Kuntojuoma 120 dl, Terveysuute 90 g ja Ihmepillerit 50 kpl.

0.30-120 + 0.80-90 +4.00-50 308 €

= ~ 1.890
0.40 - 120 + 0.50 - 90 + 1.40 -50 163 €

P22(?0191 (Pa) =

Edell3 laskettiin Piys (La) = 2.076
Nyt ero on vahan suurempi.
Erot voivat kuitenkin olla my6s paljon suurempia, jos hintojen ja maarien

muutokset ovat hyvin voimakkaita.

”Hintatason suhteellisen muutoksen” mittaamisen ongelmaan

- periaatteessa Laspeyres ja Paasche ovat samanarvoisia, mutta

- kaytannossa indeksi on Laspeyres'n indeksi on kayttokelpoisempi.
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Esimerkiksi hintatason muutosta kotitalouksien nakékulmasta kuvaava
kuluttajahintaindeksi lasketaan kuukausittain Laspeyres'n menetelmall,

koska kotitalouksien keskimaarin kuluttamaa maarakoria, jossa on monta
sataa keskeisinta hyodyketta, ei tarvitse (eika voida) uusia jokaiselle
kuukaudelle. Kori uusitaan noin viiden vuoden valein.

Indeksiteoreettisesti ja (ehkda myds) intuitiivisesti hyva kompromissi
naistda samanarvoisista ratkaisuista on Fisherin hintaindeksi, joka on
niiden geometrinen keskiarvo:

PL(F) = [P}, (La)P},(Pa)

Esim. (jatkoa)

P2010(F) = 1.442 - 1.467 ~ 1.454

ja
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Volyymi- eli maardindeksit

mittaavat (esim. kulutettujen) maarien suhteellista muutosta.

Lahtdkohta on tassa periaatteessa ongelmallisempi kuin hintojen
muuttumista tutkittaessa, missa joka hyddykkeen kohdalla tarkastellaan
suoraan ostamiseen tarvittavan rahamaaran muuttumista.

Tutkittavat maarat voivat sen sijaan olla kappaleita, kiloja, litroja
kilowattitunteja yms.

Ratkaisut ovat kuitenkin vastaavanlaiset kuin hintatason suhteellista
muutosta mitattaessa:

Esim. (jatkoa) Terveysvalmisteiden hinnat ja kulutetut maarat ovat:

Hinnat Maarat
Vuosi KJ TU IP KI  TU IP
(€/dl) (€/g) (€/kpl) (dl) (g) (kpl)
2009 0,40 0,50 1,40 35 60 30
2010 0,80 0,60 2,00 50 70 25
2011 0,30 0,80 4,00 120 90 50
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Kun perusvuotena on 2009, ovat maarien suhteelliset muutokset eli
maadrasuhteet:

Vuosi KJ TU IP

2009 35/35 =1.000 1.000 1.000
2010 50/35 ~1.429 1.167 0.833
2011 120/35~3.429 1.500 1.667

Kulutettujen maarien suhteellista muutosta mitattaessa on tassakin
kayttokelpoinen ratkaisu ”jonkinlainen” maarasuhteiden ”sopivasti”
painotettu keskiarvo. Tahan suuntaan ei jatketa myodskaan tassa.

Vaihtoehtoinen ratkaisu on symmetrinen edella kaytetyn "kori”-
ajatuksen kanssa, jossa tilanne kapitalisoidaan tutkimalla hyodykkeiden
ostamiseen tarvittavan rahamaaran muutosta:

- Hintatason muutosta tutkittaessa vakioidaan ostettava maarakori,
jonka arvon muutos lasketaan muuttuvassa hintatilanteessa.

- Volyymin muutosta tutkittaessa taas vakioidaan hinnat, joiden
vallitessa lasketaan muuttuvan maarakorin arvo:
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Esim. (jatkoa) Terveysvalmisteiden kulutuksen volyymin suhteellinen
muutos verrattuna perusvuoteen 2009:

Perusvuonna 2009 olivat yksikkéhinnat
KJ 0.40 €/dl, TU 0,50 €/g ja IP 1.40 €/kpl.
Perusvuonna 2009 kulutetun korin arvo oli:
0.40-35 + 0.50-60 + 1.40-30=86 €
Jos hinnat olisivat olleet samat tarkasteluvuonna 2010, olisi silloin
kulutetun korin ostamiseen tarvittu
0.40-? +0.50-? +1.40 ? =90¢€

Kun hinnat on vakioitu, aiheutuu ostamiseen tarvittavan rahasumman
muutos maarien muuttumisesta,

0€

, 9
ja suhde see 1.047

tulkitaan (maaritelldaan) kulutuksen volyymin suhteelliseksi muutokseksi

ja maarittelee volyymi-indeksin arvon.
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Kun hintataso vakioidaan perusvuoden tasoon, sanotaan edella
lasketulla tavalla saatavaa maarien suhteellista muutosta kuvaavaa
indeksia

Laspeyres’n volyymi-indeksiksi:

. 2. Pio9it

= , missa
Y. Pio io

Qi,(La)

d10, 920, ... ,qno OVat perusajanjakson to maarat,
dit, 92t ..., Qnt tarkasteluajanjakson t maarat ja

P10, P20, ---, Pno Perusajanjakson to (vakioidut) hinnat.

Esim. (jatkoa) Laspeyres’n volyymi-indeksin arvo vuodelle 2011:

0.40-120+ 0.50-90 + 1.40-50 163 €
so5s(La) = = ~ 1.895
0.40-35+0.50-60 + 1.40-30 86 €
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Paaschen menetelmassa hinnat vakioidaan tarkasteluvuoden tasoon:

Esim. (jatkoa) Perusvuotena on 2009 ja tarkasteluvuotena 2010.
Vuonna 2010 (havainnointiviikon aikana) kulutetusta korista maksetaan
0.80:-50+0.60-70+2.00-25=132 €.

Jos hinnat olisivat myds perusvuonna samat, maksaisi perusvuoden 2009
kori

0.80-?+0.60-?+2.00-?=124¢€.

Kun hinnat on vakioitu, johtuu tassakin kulutuksen arvon muutos
maarien muuttumisesta ja suhde

132€/124€ ~ 1.065

voidaan tulkita kulutuksen volyymin suhteelliseksi muutokseksi ja
maarittelee nain (hieman eri nakdkulmasta) volyymi-indeksin arvon.
Arvo on

- maarasuhteisiin verrattuna niiden valissa ja
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- Laspeyres’n indeksiin verrattuna melko saman suuruinen (tassakin
poikkeuksellisesti suurempi)

Kun hintataso vakioidaan tarkasteluajanjakson tasoon, sanotaan edella
lasketulla tavalla saatavaa volyymin suhteellista muutosta kuvaavaa
indeksia

Paaschen volyymi-indeksiksi:

X Pitit
X Dit dio
d10, 920, ... ,qno OVat perusajanjakson to maarat,

dit, d2t, ..., Ont tarkasteluajanjakson t maarat ja

P1it, P2y, ..., Pnt tarkasteluajanjakson t (vakioidut) hinnat.

Esim. (jatkoa) Paaschen volyymi-indeksin arvo vuodelle 2011:

Vakioidut hinnat ovat: KJ 0.30 €/dl, TU 0.80 €/g, IP 4.00 €/kpl

0.30-120 + 0.80-90 + 4.00 -50 308 €
QZ009(Pa) = - ~ 1.725
0.30-35+0.80-60 + 4.00-30 178.50 €
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- Jos kaikki hinta- ja maaratiedot ovat kaytettavissa, ovat Laspeyres'n ja
Paaschen volyymi-indeksit yhta hyvia maarien suhteellisen muutoksen
mittareita.

- Suurten hyodykekokonaisuuksin kuten teollisuustuotannon, viennin,
tuonnin jne. volyymin muutosta kuvataan Paaschen indeksin avulla,
joka saadaan ”sivutuotteena” Laspeyres'n hintaindeksin avulla. Tama
aikasarjan deflatointiin perustuva laskutapa sivuutetaan tassa.

Hyva kompromissi Laspeyres’n ja Paaschen indekseista on taas niiden
geometrinen keskiarvo:

Fisherin volyymi-indeksi:

QL (F) = JQiO<La)Q£O(Pa)

Esim. (jatkoa)

2019(F) = V1.047 - 1.065 ~ 1.056

ja
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Yhteenveto "kori”-hahmotukseen perustuvista indekseista:

Hintaindeksin perusmalli on: Pio (7) = gzl—tzﬁ, missa
i09i?

Jit? 92t2 ... ,0nt? OVat (jollakin jarkevalla tavalla) vakioidut maarat.
1) Laspeyres: perusajankohdan maarat
2) Paasche: tarkasteluajanjakson maarat

3) Jokin muu maarien vakiointi?

Y. Pirqit

missa
Y. Pirqio

Volyymi-indeksin perusmalli on: Qfo (?) =

P12, P22, ..., Pn? OVat (jollakin jarkevalla tavalla) vakioidut hinnat.
1) Laspeyres: perusajanjakson hinnat
2) Paasche: tarkasteluajanjakson hinnat

3) Jokin muu hintojen vakiointi?
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