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Todistustaydennys 2T
Aihepiiri: Sisdtulo ja normi (MC-monisteet, Viiséld luku 1)

Palauta tdma paperi yhdesséa tehtévien 2P kanssa seuraavaan tiistaihin klo 12.15 men-
nessd. Kukin tehtavé arvostellaan asteikolla 0-3. N&ita papereita jaetaan luennolla ja
luennoitsijan tyohuoneen M227 viereisessa riippukansiossa. Voit myos tulostaa tehté-
viat MC-sivulta.

1. Taydenna seuraavat paattelyt:

e Kaava ||(z,y)| = |z +y| ei miirittele normia tason R? pisteille
(x,y). Esimerkiksi
ehto < )

ei ole voimassa, koska valitsemalla

v = Y=

saadaan ristiriita

, vaikka

e Kaava ||f|| = |f(0)| ei mééarittele normia valilld [—1, 1] jatku-
vien funktioiden avaruudessa C'([—1, 1]). Syy:

Ehto (_)

ei ole voimassa, koska valitsemalla

f(ZIZ): J ZCE[—l,l],

saadaan ristiriita

Sen sijaan kaksi muuta ehtoa ovat voimassa:

Ehdon < ) perustelu:

Ehdon < ) perustelu:



2. Tassé tehtédvassa selvitetdan, mikéd on vektoriavaruuden R™ yleisin mahdollinen
sisatulo. Jos z,y € R, niin merkitaan

x -y = tavallinen euklidinen sisdtulo,
(x,y) = jokin toinen sisdtulo.

e Olkoot ey, ..., e, standardikannan yksikkovektorit ja merkitaan
a;; = (ei,e;), 1 <i,7 < n, jolloin sisidtulon ehdon (S1) perus-
teella

CLjZ' =

kaikilla 1 < 4,5 < n. Tésté seuraa, ettd matriisi A = [a;;] on

n X n-matriisi.

e Kun kirjoitetaan x = >, x;€;, y = _,y;€;, niin siséitulon eh-
toja (S1)—(S3) kiyttamalld saadaan

n n
<$7y> = Z - Z
ij=1 =1

Matriisilaskennan merkinnéilla tdma voidaan kirjoittaa muo-
dossa

(z,y) = x - (Ay) = x" Ay,
kun x ja y ovat x ja y pystyvektoreiksi tulkittuina.
e Ehdosta (S4) seuraa, ettd

— >0
kaikilla x € R", joten matriisi A on
semi-
e Lopuksi ehdosta (S5) seuraa, etta
> 0

kaikilla x # 0, joten matriisi A on (edellistd vahvempi ehto)

e Yhteenveto: Yleisin mahdollinen avaruuden R sisatulo on muo-
toa

<£L', y> - )
kun n x n-matriisi A toteuttaa tehtéivéissa johdetut ehdot.

e Tamén sisdtulon indusoimassa normissa yksikkGympyré (n = 2)
|z|| = 1 on muodoltaan

ja yksikképallo (n = 3) ||z|| = 1 on muodoltaan




