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Tehtavatyypeista: Johdantotehtaviat ovat perustehtévia, jotka tehdaan
harjoituksissa. Johdantotehtédvien jidlkeen opiskelija on valmis ongel-
manratkaisuun harjoituksen aihepiirissi. Varsinaiset tehtavit tarkas-
tetaan vertaisarviointina seuraavalla harjoituskierroksella ellei toisin
mainita.

Alkuviikko

TEHTAVA J1 Etsi seuraaville funktioille f ne pisteet, joissa grad f = 0,
ja tutki lokaalin dariarvon esiintymista:

a) y* + 2% — 2xy, b) 2* + xy 4+ y* — 3z — 9y, c) zt +yt + 4wy — 27
TEHTAVA J2 Etsi seuraavien funktioiden maksimi ja minimi anne-
tussa joukossa:
Ary+r—y,  {(y |+ <L r+y+1>0,2-y—-1<0}
b)2? =2y —xy—x,  {(zy)|z>—-1,y>—-1, z+y<1}
¢)3+az—ax* -y {(z,y) |22 +* < 1}.
Ratkaisu: a)1, -1 —v2; b) i, —4; ¢ L.
TEHTAVA V1 Maarita funktion
Flay) = (@ = y?)e v

lokaalit dariarvokohdat, ndiden laatu seka dériarvot.
Ratkaisu: Suhteellinen maksimi f(£+/2,0) = 2/e, suhteellinen minimi f(0, +v/2) =
—2/e.

TEHTAVA V2 Osoita, ettd reaalilukujoukon
{aye ™Y |2>0,0<y<1}

maksimi on olemassa ja méarita se.
Ratkaisu: Maksimi on 1/+/2¢ pisteessi (1/v/2,1).



Loppuviikko

TEHTAVA J1 Etsi origon lyhin etiisyys hyperbelistd 22 +8zy+7y* = 45
kayttaen Lagrangen kertoimia.
Ratkaisu: /5.

TEHTAVA J2 Maéirita origon suurin ja pienin etdisyys kayrasta
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Ratkaisu: (a > 0,0 > 0) Va2 + b2, min{a, b}.

TEHTAVA V1 Halutaan rakentaa suorakulmaisen sirmion muotoinen
laatikko, jonka tilavuus «® on annettu. Laatikon pohja ja sivuseinit
ovat puuta ja kansi lasia. Kuinka sarmien pituudet on valittava, jotta
hinta olisi mahdollisimman alhainen, kun lasi on kaksi kertaa niin
kallista kuin puu?

Ratkaisu: Pohjasérmét /184, korkeus ;v/18a.

TEHTAVA V2 Maiérita funktion f(x,vy, 2) = 23+ y3 + 2® suurin ja pienin
arvo tason x + y + z = 3 ja pallon 22 + y? + 2% = 27 leikkausympyralla.
Ratkaisu: Maksimi 123, minimi 27.

Haaste

Tassa tehtavassa gradienttia V f kéasitellaan pystyvektorina. Yksittai-
sen osittaisderivaatan arvo kuten f,(z¢,yo) riippuu (yleensé) koordi-
naatiston valinnasta. Osoita, etta gradientti Vf on koordinaatistosta
riippumaton suure seuraavassa mielessa (n = 2): Olkoon A ortogonaa-
linen 2 x 2-matriisi, ts. AT A = I (eli kierto, jos liséiksi det A = +1) ja

F(X) = f(AX) = f(aux + a2y, a1 + CLQQ’IJ).
Talloin
AVF(x) = Vf(Ax).

Vihje: Aloita laskemalla F) ja F,,. Huomaa liséksi, etté oikealla puolella
lasketaan vektorin V f arvo pisteessi Ax.
Huom: Vastaava paattely toimii tietysti kaikissa dimensioissa.



