Vektoriavaruus |(vector space)

Reaalinen vektoriavaruus on joukko E, jossa on maaritelty

» kahden vektorin? summa: u4+v € E, kun u,v € E, ja

# vektorin kertominen skalaarilla: ev e E, kunv e EjaceR
Lisiksi vaaditaan, ettad

# on olemassa nollavektori 0 € E, jolle 0+ v = v kaikille v € E

e jokaisella v € E on vastavektori —v € E, jolle v+ (—v) =0
o lv = v kaikille v € E.

» "kaikki tavalliset" laskusadnnét eli vaihdanta-, liitanta- ja osittelulait
ovat voimassa.

Aiheesta lisaa kurssilla MS-C1340. Katso myds
https://en.wikipedia.org/wiki/Vector_space
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Schwarzin epayhtalo ja kolmicepayhtalo

Lause 4.4
Sisatuloavaruudessa E patee
o Schwarzin epayhtalo. [{x, y}| < |[x| ||v|
® Kolmioepayhtalo: ||x + yvi{| < |x|| + ||y
kaikille x,y € E.

Lisaksi

lIx = ylI? (x—y) (x—y)=x-X=x-y—y-x+y-y

lIxI® + liyll? = 2x - y,

joten
— 1 2 2 2
x-y =5 (I +lyl? = lx— y1?).

Sisatulo voidaan siis laskea pelkistaan vektoreiden pituuksien avulla:
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Kompleksinen sisatulo (oheislikemista)

Kompleksisessa vektoriavaruudessa E vektoreita v € E voidaan kertoa
myds kompleksituvuilla ¢ € C.

* Kompleksisen sisitulon maaritelmassd ehto (S1) muuttuu muctoon
(x,¥) = {y,x). Muut ehdot sdilyvit ennallaan.

e Muutoksen seurauksena (vai syyni?) yksinkertaisimmassa esimerkissa
C"={{z1,...,2n) | zx € C kaikilla 1 £ k < n} kaavalla

n
(Z,Ww)=z1W1 + -+ 2, Wy = ZZka
k=1

madritelty operaatio toteuttaa ehdot (S4) ja (S5).
e Tastd seuraa kuitenkin, ettd (x, ay) = 3(x,y), kun a € C.

Kompleksisen sisatulon sovelluksia esiintyy mm. Fourier-analyysiss3 ja
kvanttimekaniikassa.
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Kolme tarkeaa esimerkkia |

» Euklidinen avaruus R”, x = (x1,..., xn), Xk € R kaikilla k=1,...,m

n
X.y=X1y1+...+xnyn= Zxkyk
k=1

a Jonoavaruus
32 = {(Xk)kGN | X, € R kaikilla ke N ja EI:O=1 XE < OG}:

)
(%, y) =xy1+xop+ = Zxkyk
k=1

» Jatkuvien funktioiden avaruus (C = continuous)
C{[a,b]) = C([a,b],R) = {f: [a,b] = R | f on jatkuva}:

o= [ ’ F0g(x) dx.
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| Normiavaruus (normed spate)

Maaritelma 4.
Vektoriavaruuden E kuvaus £ — [0, o<, jossa x — [x[|, on normi (norm),
Jos
(NL) [[x + ¥l < |Ix]| +|ly|l kaikilla x,y € E (kolmioepayhtals)
(N2) |lex|| = [c| ||x|| kaikillax € E, ¢ €R
(N3) Ix|=0&x=0

Tulkinta: ||x|| = vektorin x pituus.
Tyypillinen esimerkki: Sisdtulon m33raama normi.

» Kolmioepayhtildstd seuraa myds kaanteinen epayhtild

[l = Iyl < lix + vl

kaikilla x,y € E.
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Esimerkkeja normiavaruuksista |

Ectmierkki4 7
Joukossa R” voidaan maaritella myos normit
Il = Ixaf + - + [xal
ja
|%]loc = max{|xx| |1 < k < n}.

Ominaisuuksien (N1)—{N3) todistukset ovat melko suoraviivaisia
(luennot/harjoitukset).

Nama yleistyvat myos tiettyjen jonoavaruuksien vastaaviksi normeiksi,
kunhan huolehditaan siitd, ettd lausekkeet pysyvat darellisina ja
jalkimmaisessd max — sup.
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1 Esimerkkeja normiavaruuksista |l

Myds funktioavaruuksissa on erilaisia normeja:

Jatkuvien funkiioiden joukossa C([a, b]} voidaan kayttaa myos normeja

Il = [ 1760l ox

ja

[|lloo = max{|£(x)] | a< x < b}.

Naitakaan ei saada mink3an sisitulon avulla. Molemmissa kaavoissa

funktion f jatkuvuus takaa sen, ettd lausekkeet ovat madriteltyja ja
aarellisia.
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