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��9-559/(91-5,/++/ 5621/1660 5'() *++',--./,,* 324, 3 /(5'0166
A \ B 7



��� � ��������� �� � ��� ���� �

� �

n⋂

i=1

Ai = A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An.

2�� ��	 �����	 ��
���	 ��������� ��+� ���
��+� 

	 � ������ 
��

�
	 ���
��

�� � � �

��
�����
� � ��� 
�
� 
��
��


A = {A1, A2, A3, . . . }
� 	 

	 � ���
�
����	

⋃

i≥1

Ai =

∞⋃

i=1

Ai = {x | x ∈ Ai

� �����
	
i = 1, 2, . . . }

� �

⋂

i≥1

Ai =

∞⋂

i=1

Ai = {x | x ∈ Ai

��
�
���
i = 1, 2, . . . }.

�	�
��

	 

 � �

�
��� �������
��� ����
��
 ���� 
�
� ���		���
�
� ����� � � ���	 � 
����� ������ � ��
 ���� � 
�� ����	�� � �����
I

� �� �
A = {Ai | i ∈ I}

� � ���+
	 ����
���	 � 
��
	�+� �
⋃

i∈I

Ai = {x | x ∈ Ai

� �����
	
i ∈ I}

� �
⋂

i∈I

Ai = {x | x ∈ Ai

��
�
���
i ∈ I}.

��� � " �$$� �(� � $ ��)#� �(�
*�����

A
� �

B
� ������ � � $ ��
�
�
	

a ∈ A
� �

b ∈ B
� ��� �������� ����� %
	�� � ���
�
� ��
�(

� 
��
���	
(a, b)

� *	 ���� ������ � 
��� � �����
	� �	 �
	�
{a, b} = {b, a}

� ����� � ��
a 6= b

� 	 

	
� ��� 
��
���
	� ���

	� �	

(a, b) 6= (b, a)
�� ,�
��

	 
� � �����
��
	 ���

	 ����
�� �� ��	����	

� ������ 
	
A

� �
B

��������� ���� �� $���� %
	�� � "���
�
�	 �������( � � � 
��
���	 )

A×B = {(a, b) | a ∈ A
� �

b ∈ B}.

&�
	 ���
	 �	 
�
� 
��
��
 )

{1, 2, 3} × {1, 4} = {(1, 1), (1, 4), (2, 1), (2, 4), (3, 1), (3, 4)}.

	 �$����� R
� �������

A
� ������


B
�	 � 

�
�����
	
	 ���� 
�� � � ��� 
��
���� � ���
� �

(a, b)
�

� 
���
a ∈ A

� �
b ∈ B

� �� � � ��
	 ����

�
�
	 ����	
A×B

���� ����� )

R ⊆ A×B.

��� �
����
�	
R

$�� �
� ����� %
	�� � ��� �
	 (
A

� � � ��$�� ����� %
	�� � ����� �
	 � ��	�
(
B

����
��� �� � �� �

R ⊆ A×A
� ��	����	 
���

R
�	 �
����
� � �������

A
�

��6,3 6++',/,1' < 3-11* /;6'01- '1''
 ',/,1' 
9'.**0 ) 6() /,1/112 ;*(' 3 66('1/++6 ) 9-5590*
(a, b) = {a, {a, b}} 7



� � �� � �� ������������� ��� ��������� � ��

R �

a b

dc

R ◦R �

a

c

b

d

,��� 3�3) � 
����
�
�
	
R

� �
R ◦R

����� � �

{2}

∅

{1, 2}

{1}

,��� 3�5 ) *��� ������
����
�	
S

����� �

���
(a, b) ∈ R

� 	 

	 � 
��
���	 ��+�
aRb

� � ��	����	 
��� ��� 
�
a

�	 ��$�������� �����������
R

���
� �	
b
� -� � � � ��� 
��
	��� ����
���	 ����
	�
	 �
���
	 � ��	 �
����
�	 	
� 
	� �	 � ��
	


�
��
�� 
���
 � 
�
� 
��
��

≤

�
≺

�
≡

��

∼

� %*	��	 ���	�
������ �
�� �
���� 
�
� 
��
��
  
a ≺ b

#
��
	  

(a, b) ∈≺
# �(

*����	
R ⊆ A×B

� *��� ����	
A′ ⊆ A

���� %
	�� � 
� ��
( �
����
����
R

�	

R[A′] = {b ∈ B | ∃a′ ∈ A′ � �
 �
(a′, b) ∈ R}

� � ���� ����	
B′ ⊆ B

�$������ %
	�� � 
	�
��
 
� ��
( �	

R−1[B′] = {a ∈ A | ∃b′ ∈ B′ � �
 �
(a, b′) ∈ R}.

� 
����
�	
R ⊆ A×B

��� ������$����� %
	�� � 
	�
��
 �
���
�	 ( �	 �
����
�
R−1 ⊆ B ×A

�

R−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ R}.

� 
����
�
�
	
R ⊆ A×B

� �
S ⊆ B × C

��
������� ��$����� %
	�� � ������
�
 �
���
�	 (
R ◦ S ⊆

A×C
� ���
�
����	 )

R ◦ S = {(a, c) | ∃b ∈ B
� �
 �

(a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}.

� 
����
���
R ⊆ A × B

�	 ��

	 � ����
	�
	 � �� � �����
A

� �
B

���� ���
��
�
� � ����
	�
	���
��� �������
��� ���  ���� � ������ � � � � ����  � � � �	�� ��$� �� � ���� � ������ 
	

A
� �

B���
�� � � ��������
a ∈ A

�	 ����� % 	���
# ( ������	
b ∈ B

� � �� � � ��
	 � ��
(a, b) ∈ R

�
* ����	 
�
� 
��
��
 � �������

A = {a, b, c, d}
� ���
�
��� �
����
�

R ⊆ A×A
�

R = {(a, b), (a, c), (b, d), (c, d), (d, d)}.



��� � �� ������� ������������ 7

,������ 3�3 �	 
�
�
��� �
����
���
R

� � ���
��
���� �
����
���
R ◦R

��������� ����� � � ,�����
�� 3�5 ����
����	 �	 
�
�
��� � ��
	��
� �������

X = P({1, 2})
� ���
�
���� ���� ������
����
���

S = {(A,B) ∈ X ×X | A ⊆ B}

�������� ����� �
� 
����
�

f ⊆ A×B
�	 � � ���� � � �� ���
	

a ∈ A
�	 �
����
����

f
���� ���

	 ���
	

b ∈ B��	��� � $ ��
���
b

��	����	 ����+
	 ���
�	
a

������� � � � 
��
���	
f(a) = b

� ��� �������	
�������� � 
��� �
����
�

f
�	 !�	��
� � �
��
 ����
���	 � 
��
	���

f : A → B
� .�	��
�
�� ����



��
��
 � 
�� 
�
��� ��

�
��
 �	 ���
��� �
����
�
��� � ����� �
����
���
�
��� ��
��� !�	��
�
�
	
���
���� 
	
	 � 
��
���	 ��
�
	 ��
	 ��
	 ��

��
	 �
����
�
�
	 ) � ��

f : A → B
� �

g : B → C���� !�	��
�
�� � 	 

	 	

�
	 ���
��
��� !�	��
� � ���
�
����	 ��������
(g ◦ f)(a) = g(f(a))

�
.�	��
�

f : A → B
�	 ���� �� ��� %
	�� � �	�� � �� ( � � �� � ���
	
	

b ∈ B
�	 � �	�
	

a ∈ A���� � �� � � ��
f [A] = B

� � � � � ����� %
	�� � �	
�����	
 � �� ( � � �� ��
��

a ∈ A

���������� 
�

��� 
�
��
 � �� � � ��

a 6= a′ ⇒ f(a) 6= f(a′)
��
�
���

a, a′ ∈ A
� .�	��
�

f
�	 ��� �� ��� � � �� �
 �	 �
��


	� 
��
� 
��� ���� 
��
� � �� � � �� � ���
	
	
b ∈ B

�	 ���
	 � � ��
	 ���
	
a ∈ A

���� �

��� �#� ��$ �")���&" �$$� �(�
-��
���
	��
�
����
�� ���� � ��
� ����
�
��
 ���� ���
	
	 �����
�� �
��
 � �

�
��
 
�
���
 � 
��� ��
��
���� �
��
	��	 ��� � ��$������ � �	�
	 �

		������	 �� 
	�
����
	

X
����

	 � *� 
	�
����

	

X
� 
������� 
��
���
	��
�
����
� ��
���� �������
����

	 ��
�
�
	 � ����	 ������$� ���$������ �

� ���� ��������� �� 
	�
����
	
X


�
 ����� � � %, ��	��
	 � 

�
�����
	
	 ��
�
�
	 � ����	 ��
���
Π

� ����� �

��	 �- ������
	 ��� �	�����
������ 
	�
����
	 � 	
� 
���
	 �
	 
��� ��
�� ���� ���
� �	�����
�
� � �� � � ��
	 � �� 	
 �
� �
������ ��� ��	 ��
����
	

Π
�������	 �(

*��
������� � 
��� ��

	
	  ��� �	�����
�����
����
�	# 
�
� ��
���	 �
�
����� �
�����

	
���� 

	 �� 
	�
����

	 �
� ���

� �� � � �� � 
����
�

R ⊆ A×A
�	 )

%
( ��	 ������� � � � ��
aRa

��
�
���
a ∈ A

"
%

( ���� ���� � � � ��

aRb⇒ bRa
��
�
���

a, b ∈ A
"

%


( ��� ������� � � � ��
aRb, bRc⇒ aRc

��
�
���
a, b, c ∈ A

�
� ���

� �� � � �� � 
����
�

R ⊆ A×A
� � ��� ���
����� 
�
��
�
� 
���� %
(
 %


( � �	 ������$� ������$����� � $ ��
�	

a ∈ A ������$� ���$����� %�
����
�	
R

����

	 ( �	
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������ ���
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	 ���	�

�� �	�� 
	 �� 
�
	�
���� )
� �

� � *����	

Σ
�������� � , �
�
���

x, y ∈ Σ∗
�	 ��
� ����

(xy)R = yRxR �
��
�� ��� � �	����
� � 
���
� �	�	

y
�
����
	 ����

	 �

%
( � ������� ��� y = ε
�
(xε)R = xR = εRxR �

%

( � 
���������$� *����	
y

������
y = ua

� � 
���
u ∈ Σ∗

�
a ∈ Σ

� * �
�
���	 � 
��� ��
�
 �	
��
� ���� � 
���
� �	�
���

x
�
u

� � ���+
	 �	 )

(xy)R = (xua)R

= â(xu)R �R )	 � ���
�
�� ��
= â(uRxR) �
	����
����
����
= (âuR)xR �̂ )	 �

��		�
�����
= (ua)RxR �R )	 � ���
�
�� ��
= yRxR. 2
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( � � �� �	 ��
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f : N → X

� ������ �	  �� �������� %
	�� � ���	��- �
( � � �� �
 �	 ���
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	 ��

	�� 
��
������
 ���
�+	 � ������ � � ��� 

 ��
 	�� 
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���� �	 �$� �� �������� %
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( �
�	��
�
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�
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	 � �����

X
�	 	�� 
��
���� � � �� �
	 ���
�� ��
���	 � ��� 
���� � � 
	�
���
��

���		���
�
��� ����
��� ) � ���
X = {x0, x1, . . . , xn−1}

%� ��
X

�	
n

���� 
�
	
	 ���
��
	
	 � �����(
��


X = {x0, x1, . . . }
%� ��

X
�	 	�� 
��
������
 ���
�+	 � �����( � *	 �
��� � ���
���� %�� ( �
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��
����	 � ����	 ��
��
 ���� ����� ���� ��+� 	�� 
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���
� � ����� ��
	�� 
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���
��
�� � ����
��� �	 �
	� �
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��
���
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��+� 
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����� � ����� ���� � ����
	 � 

�
���  
����
�# ��
	 	�� 
��
����� �
�	��� � �# � � �� ���� �� �������� Σ

� ������ � �� � � �����
Σ∗

�  �� ����������� �����
 �
��
����� � � ������
���	 - 
� 
��
�

f : N → Σ∗
�
��������
 � *����	

Σ = {a1, a2, . . . , an}
� , 

	�

	
�
���	
Σ

)	 � 
��

��
 � ��
	  ������� ��� 
����# " �����	 �

a1 < a2 < · · · < an

�
�����	

Σ∗
� 
���
� �	�� ��
���	 	�� ��
�
��� ���
��	 ������� ��� 
�����
	 ����

	 �� � ��� ���� � � $������� ��� ����� � ��� ���������� %
	�� � ��	�	
��� � � �
� 
�������
� ���
�( �
��������
 )

%
( 
	�
	 ��
�
����	 6 )	 � 
���
�
� � 
���
� �	�� %'
ε
( � �
��
	 3)	 � 
���
�
� %'

a1, a2, . . . , an

( �
�
��
	 5 )	 � 
���
�
� �	
 �"

%

( ��	�
	 �
�������� �	 �
����� � 
���
� �	�� ��
�
����	 ������� ��� 
�����
��� �
$ 
� 
��
�

f
�	 �

� )

0 7→ ε

1 7→ a1

2 7→ a2��� ���
n 7→ an

n + 1 7→ a1a1

n + 2 7→ a1a2��� ���
2n 7→ a1an

2n + 1 7→ a2a1��� ���
3n 7→ a2an��� ���

n2 + n 7→ anan

n2 + n + 1 7→ a1a1a1

n2 + n + 2 7→ a1a1a2��� ���
2
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��
���
����� �

����	

��� �

�	��� � �1 � � �� ���� �� �������� Σ
������� � ��� ��$�� ���$�� � ��� � � �$� �� �������� �

��
�� ��� %	� � "�	���
	 �
���	���
����� 
	��
( � � 
��
���	 ��������	
Σ

��
��

	 !��� ���

	
�
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	 � 
��
���

P(Σ∗) = A
� * �
�
���	 � 
��� ���
��
�����	 ��
��

	 �����
�
��
 ��
�
 ��
� ����

��
��

Σ

)	 !��� ���
� �

�
� ������� 	�� 
��
	�
 )

A = {A0, A1, A2, . . . }.

*�����
Σ∗

)	 � 
���
� �	�� ��	�	
�
��� � ��� 
�����
��� ��
�
���
	�
x0, x1, x2, . . .

� � ���
�
����	

� � 	�� 
��
	�
� � ������
	 !��� ���
 �

�


Ã
)

Ã = {xi ∈ Σ∗ | xi /∈ Ai}.

,����
Ã ∈ A

� �
A

)	 	�� 
��
	�
 ��
�
��

	 ���������
 � � 
��
�
 ����
Ã = Ak

� �����
	
k ∈ N

�
����� ����+
	 ��
�


Ã
)	 � ���
�
�� �	 �����	

xk ∈ Ã⇔ xk /∈ Ak = Ã.

2����	 �
��
�

��	 ���
� ��
��� � 
��� � 
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A

�	 	�� 
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���� � 
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A0, A1, A2, . . .� � � 
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� �	�� 
	

x0, x1, x2, . . .
 
	�
�
	��
� ���

�
# � � �	�� �
�
	

i
������

���

j
�	 ���� 3 � ��

xi ∈ Aj

� � ����
	 6 � ����+
	 �

�

Ã

� �
��
�� ������
	 �

�
���
Ak

� ���

�
	  �
���	���
���# )

Ã
↘ A0 A1 A2 A3 · · ·

x0

�
6 0 0 0 1 · · ·

x1 0

�

6 1 0 0 · · ·

x2 1 1

�

6 1 1 · · ·

x3 0 0 0

�
6 0 · · ·��� ��� ��� ��� ��� � � �
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confuse(c)
��������

⇔ halt(c, c) == 1
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 � ���
�
�� ��

⇔ confuse(c)
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���
x ∈ Σ∗
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δ∗(q, x) ∈ F
� �� � � ��
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	 � � �� � 
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���� ������
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M = (Q,Σ, δ, q0, F )
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	 � 
	
� �
	�
� � -	�
�
�� �
�
��� ��
�

��� ����� ���
��� � �
��
���	 �
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 ������ � 
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�
��� ��
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��� ��
�
���	 ����� ���
	 �
��� 3
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a b

�
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�
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�
2 4,

� �
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�
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�
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�
� �

: ← 4 3,
�

5,
� �

← 5 1,
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����� ������ �
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���� �� ���
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a b
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: → 1 2,

� �
3,

�
3 2,

� �
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�
� �

: 2 4,
� � �
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� �

� � �
: ← 4 3,

�
5,

� � �
← 5 1,

�
4,

� � �
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�
� � � ��
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	 ����� )

�	��� � �� # $� ����� � � �� � ��
����� �  ��� ����$ $��� ����� ���� M
�� ��� ������$� �� ����$ $�� � ����� ���� M̂ � � ���� � � � �� �� ���� ��$�� � � ��� � ����� ����� � ��$�� �  �� ���
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��	 ���
��� ���
	 � 
	
� ���
����

	 � � ���
���
��

����

	 �



5� � �� � � � ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� �

*����	 �
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M̂ = (Q̂,Σ, δ̂, q̂0, F̂ ),
� � �����	

M̃ = (Q̃,Σ, δ̃, q̃0, F̃ )
��
	
	

M
)	 ��	��� 
��
���
	��
 ����� ����
 � � ����

|Q̃| ≤ |Q̂|
� $���� ���
	

M̂
�
	
� ���
���� � �

%���
	�

��
	
	 ( ���
���
��

���� ���

 ���
��
����
 � � �� ��
���	 ��������� �
��� 
	 �����������
������

f : Q̃→ Q̂
� � ���� �	 �
 �� 
	�
���� � 
��� ��
�
���

q̃ ∈ Q̃
�
a ∈ Σ

�	

f(δ̃(q̃, a)) = δ̂(f(q̃), a).
%5 �5(

�����
	
	 ������ �	 ������� ���� ���� 
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� � �����
M̂

)��� 

 ��
 ��������� ����� 
� �
��� � �#
� � ����� �
 �	 ���� 
��
� � �

|Q̃| ≤ |Q̂|
� �
 �	 ��+� 
	� 
��
� " �

� - 
� 
��
� � � 
��� ��� �� 
 �

� ������
���	 ������
f

���
	�
���
�
��
 �
��������
 ) �����	
q̃ ∈ Q̃

� ��
	 ����� ���
	
M̃

�
��
� �

x ∈ Σ∗
� ��
	 � 
���
� �	� � � ����

q̃ = δ̃∗(q̃0, x)
� %��
���	 ��
���� � 
��� ��+����	 ����� ���
���

M̃
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��� � �( $ �
�
���	

f(q̃) = δ̂∗(q̂0, x);
 � ��� 
�
����	# �
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���

M̂
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	 � ���
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)��� � �
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��� ��
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x, y ∈ Σ∗
�

x 6= y
� � �
���

δ̃∗(q̃0, x) = δ̃∗(q̃0, y),
�����

δ̂∗(q̂0, x) 6= δ̂∗(q̂0, y).
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M
)	 �
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qx = δ∗(q0, x)
� �

qy = δ∗(q0, y)


��� ��
 
��
���
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� � � �� � 
��� �	 ��
� ���� � 
���
� �	�

z ∈ Σ∗
� � ����

δ∗(qx, z) ∈ F
� �

δ∗(qy, z) /∈ F
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q̃ = δ̃∗(q̃0, x)
� � ����
	 �

�

f(q̃) = δ̂∗(q̂0, x)
� � ���+
	 �	

δ̂(f(q̃), a) = δ̂(δ̂∗(q̂0, x), a) = δ̂∗(q̂0, xa) = f(δ̃∗(q̃0, xa)) = f(δ̃(δ̃∗(q̃0, x), a)) = f(δ̃(q̃, a)).
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������
���	 �

- �
� 
��
��
 ����	 5 �4 ����� ����
 �������� ��+�
� �	�	
aaba

� ����� �
	 �	 � ������
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�
�� �
��������
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(q0, aaba) ` (q0, aba) ` (q1, ba) ` (q2, a) ` (q3, ε).
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	 ��
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P(A)

)��� " �
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P(A) = {B | B ⊆ A}.
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M = (Q,Σ, δ, q0, F ),
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• Q
�	 ���
��
	
	 ��$�� � � ����� "

• Σ
�	 ��
����������"

• δ : Q× Σ→ P(Q)
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	 %� ���������
	
	 ( ������� �� � ����"

• q0 ∈ Q
�	 �$�� ��$�"

• F ⊆ Q
�	 ��������� �� � $��� ���$�� � � ����� �
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�
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a b

→ q0 {q0, q1} {q0}
q1 ∅ {q2}
q2 {q3} ∅

← q3 {q3} {q3}

���������� ��
���	 ���
� � 
��� 
�
� 
��
��
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� � �� ���
����� � ������ ����$ $�� � ����� ���� M
��  ����� �

���$� � ��$ $
� � �$�� ���� � �
� 
����� � ���� � ����$ $� � ����� �����
M̂ � � �$ $� A = L(M̂)

�

��
�� ��� � *����	
A = L(M)

�
M = (Q,Σ, δ, q0, F )
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M̂ = (Q̂,Σ, δ̂, q̂0, F̂ ),

�
���

Q̂ = P(Q) = {S | S ⊆ Q},
q̂0 = {q0},

F̂ = {S ⊆ Q | S
�
������ � �	�
	

qf ∈ F},

δ̂(S, a) =
⋃

q∈S δ(q, a).
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S ⊆ {q0, q1, q2, q3}
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��
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� �
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a
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	 ����� ����


M
� ��� ����� �����
�����

q0
��
 �

���� �
���	

q1
) �
�
	

����� ����

	
M̂

�
�� ����	 ������
����� �
��
{q0, q1}

� � �

�
	 � ������ �

���� �
δ̂({q0}, a) =

{q0, q1}
� ��
������ ��+�
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��
���

b
����� ����


M
����� �
	� �����
�����

q0
� � ��
	 ����� ����

	

M̂
�
�� ����	 �

���� �

δ̂({q0}, b) = {q0}
� %��� � ���� 5 �36 �(
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� �
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	 � ������ �

���� �

δ̂({q0, q1}, b) = {q0, q2}
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L(M̂ ) = L(M)
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x ∈ L(M)
� ���

(q0, x) `
M

∗(qf , ε)
� �����
	

qf ∈ F

� �

x ∈ L(M̂)
� ���

({q0}, x) `
cM

∗(S, ε)
� �

S
�
������ � �	�
	

qf ∈ F.
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���	 ��
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���
x ∈ Σ∗

� �
q ∈ Q

��
�
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(q0, x) `
M

∗(q, ε)
� ���

({q0}, x) `
cM

∗(S, ε)
� �

q ∈ S.
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x
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��� ��� ��� |x| = 0
�
(q0, ε) `

M

∗(q, ε)
� ���

q = q0
" ��� �
	

({q0}, ε) `
cM

∗(S, ε)
� ���

S = {q0}
�

���� � 
���������$� *����	
x = ya
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(q0, x) = (q0, ya) `
M

∗(q, ε)
� ���

∃q′ ∈ Q
� �
 �

(q0, ya) `
M

∗(q′, a)
� �

(q′, a) `
M

(q, ε)
� ���

∃q′ ∈ Q
� �
 �

(q0, y) `
M

∗(q′, ε)
� �

(q′, a) `
M

(q, ε)
� ��� %
	� ��� �(

∃q′ ∈ Q
� �
 �

({q0}, y) `
cM

∗(S′, ε)
� �

q′ ∈ S′
� �

q ∈ δ(q′, a)
� ���

({q0}, y) `
cM

∗(S′, ε)
� �
∃q′ ∈ S′

� �
 �
q ∈ δ(q′, a)

� ���

({q0}, y) `
cM

∗(S′, ε)
� �

q ∈
⋃

q′∈S′ δ(q′, a) = δ̂(S′, a)
� ���

({q0}, ya) `
cM

∗(S′, a)
� �

q ∈ δ̂(S′, a) = S
� ���

({q0}, ya) `
cM

∗(S′, a)
� �

(S′, a) `
cM

(S, ε)
� �

q ∈ S
� ���

({q0}, x) = ({q0}, ya) `
cM

∗(S, ε)
� �

q ∈ S. 2
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M = (Q,Σ, δ, q0, F )
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δ
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δ : Q× (Σ ∪ {ε})→ P(Q).
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(q, w) `
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(q′, w′)
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%
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w = aw′
%
a ∈ Σ

( � �
q′ ∈ δ(q, a)
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%
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w = w′
� �

q′ ∈ δ(q, ε)
�
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M
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M = (Q,Σ, δ, q0, F )

� ��
	
ε
������ ����
 � $���� ����


M̂
��
� 

 ����
	 �
��	

��� �
	 ��
	
M

� ����� �
  �������#
ε
��

���� 

	 ��
 ����
���� ���� ������
	 �
����� ����

	 ��
	

	
  �
���# �

���� �� � � ���� ���� �

�� ���
	 � ����
	
ε
��

���� �� �	�� �
��
	 ������
����
��� �

.��� ���
��
 � ���
�
����	 �		
��	 �
��	
q ∈ Q ε

���$� ��� �
ε∗(q)

����� ���
���
M

��������
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M̂ = (Q,Σ, δ̂, q0, F̂ ),
�
���

δ̂(q, a) =
⋃

q′∈ε∗(q)

δ(q′, a);

F̂ = {q ∈ Q | ε∗(q) ∩ F 6= ∅}.
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A

)	 � �
B
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A ∪B = {x ∈ Σ∗ | x ∈ A
��


x ∈ B};

%

(
A

)	 � �
B

)	 ���� ����� %
	�� � %��	 (���
	��
�	 ( �	 �

�


AB = {xy ∈ Σ∗ | x ∈ A, y ∈ B};
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(
A

)	 ���� ���� %
	�� � � �!
��(
Ak �

k ≥ 0
� � ���
�
����	 
�
���

�
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��
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{
A0 = {ε},
Ak = AAk−1 = {x1 . . . xk | xi ∈ A ∀i = 1, . . . , k} (k ≥ 1);

%
� (
A

)	 �� $�� � � �� $� ��� � � � ��� �� %
	�� � %, �

	
( ������
 � ����( �	 �
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A∗ =
⋃

k≥0

Ak = {x1 . . . xk | k ≥ 0, xi ∈ A ∀i = 1, . . . , k}.
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B = {ab}
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A ∪B = {aa, b, ab},

AB = {aaab, bab},

BA = {abaa, abb},

A2 = {aaaa, aab, baa, bb},

A∗ = {ε, aa, b, aaaa, aab, baa, bb, aaaaaa, aaaab, . . . }.
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∅∗ = {ε}.
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r1 = ((ab)b), r2 = (ab)∗, r3 = (ab
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L(r1) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};
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L(r3) = {a}({b})∗ = {a, ab, abb, abbb, . . . } = {abi | i ≥ 0};

L(r4) = ({a}{b, bb})∗ = {ab, abb}∗ = {ε, ab, abb, abab, ababb, . . . }
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r1 = abb, r2 = (ab)∗, r3 = ab∗, r4 = (a(b ∪ bb))∗.
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�
���
d

�	 ���
		
� 
��
	�� ����
��

��


d = (� ∪ ' ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ � ∪ �)
� �

e
�	 ���
		
� 
��
	�� ����
��

��


e = (
�
∪

�
).

� ���

���� � �* ,

�
 �	 ���  
 $ $� � %
	�� � �
�����( � � �� �
 ��
���	 ������ ���		+��
�
���
����
��

��� �

���!!" ������! �����������! �����!�� �!�!

$		
��� ���		+��
	
	 �

�
 ��
���	 ��

	�� ������ ���		+��
�
	� ����
��

	� ��

��� 
�
 ���
��
��� � -�
� 
��
��
 ���		+��
�
� ����
��

�

a∗b∗ ∪ (a ∪ b)∗ba(a ∪ b)∗
�
(a∗b∗)∗

� �
(a ∪ b)∗

���
������ ��
��
 ��� �� �

��� � 1���
��

�
	 �

�
	��� 
�
	 ����
��

	� �	 �+���� �		
��	 �

�
	
��
���
���
�
��� ����������
��� � �����
	 � 

�
��� ���
	�
���
�
	 ) 
�
� 
��
��
 
�
��� ���� �	�
�
	� 
�
�
��� ����
�
 �

	

 ��
��� 
���
��� �
��

	 � 2

�
	��� 
�
	 ����
�
 

 ���
	 �
	� ��
 ���
	
� ���
�
���� �
��� 
�
 
�
������ �
�
	 ��
���	 ������ ��+� ��
	 �������
�
� ���� ���������� �

���
�

� �	 
�
 ����
	 ) � �� ����
��

	� �	 ������ ��
����� - 
	���
��������	 ��
��
 � 
���
� �	�� �
� ���� �
�������� ���
	���	 ���
	 ���+�
	 � ��
���	 �������
��� 	����� 
�

	 � �	�	 
	�
�� �
�
	
	 � � 

� 

	
	 � ��
 � �
���	�� ��
	 � ��
	 ���+	
	 � -�
 �������
������ �� � ������� ����� �������
�
��� ����
��

�

	

0∗1(0 ∪ 1)∗
�
(0 ∪ 1)∗10∗

� �
(0 ∪ 1)∗1(0 ∪ 1)∗

� � �
��� � 
���	 

 �

	
 ��
��
��

��
�
��
 �

�
��
 �

�3 ,/'0 /,''012
66 +*-,/5/3-919*
rr∗

3/(5'1660 ) 9,5-, +2,2/33 '0
r+
*++* 7 �*,1**
*,1' 5'/+/,16 A

) 9,./11-*5'/+16
AA∗

3/(5'1660
A+
*++* ) * ,*091**0

A
*0 ������� �	 
� �	� ���� 
/0- + 7 ;(9; /( � +9,-(/ � 7 �,'3 /(5'0 +*-,/5/


9'1*',''0 ,'', 5 '() 9 '11** 324, *
(d+.d∗ ∪ .d+)(e(+ ∪ − ∪ ε)d+ ∪ ε) ∪ (d+e(+ ∪ − ∪ ε)d+) 7



� ��� ��������� � � ��������� �� ����� ������ � � ���� � ��

2�	����	 � 
��� ���		+��
�
� ����
��

�
r

� �
s

���� ������$� ��� � � � 
��
���	
r = s

� � ��
L(r) = L(s)

� %,���
��
��
 � ����� �+�� 
�+��
 � 
��
	�� ��
�

r ≡ s

�( 2��		+��
��
	 ����
��

�
�
	 
��
���
	��
	 �
����� 
	
	 �	 
����
� 
���
 �	�
�� � � � ��� ��
���	 ��
�
	�
	 � 
�
����

���
�����
��� � 
���	
�
��
 �
��������� ������� 
�
�
������ ���		+��
��
	 ����
��

�
	 � � ���
��
��
	
����� ����

	 ������������ ������
 ������
	 � , ��
	�
���
�
��� �������
��� 
��
���
	��
 �	 �
��

�
�� ���
 ���
�� ������	 ��		
���� 
	 
��
���
	��
���	�+� 
	 ������ ��
 ����
��

�
	 ������ 
�
�

�
� �������
��
	 �

2
��������� �	 � �
���
	 ���
	�
���
�
� ���		+��
��
	 ����
��

�
	 
��
���
	��
���	�+� � )

r ∪ (s ∪ t) = (r ∪ s) ∪ t

r(st) = (rs)t

r ∪ s = s ∪ r

r(s ∪ t) = rs ∪ rt

(r ∪ s)t = rt ∪ st

r ∪ r = r

r ∪ ∅ = r

εr = r

∅r = ∅

r∗ = ε ∪ r∗r

r∗ = (ε ∪ r)∗
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� ���
	�
���
�
	 ��� 
�� �
	�
�

�
	 ��
�� 
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��
�
	 ����
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�
	 ���
	�
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�
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�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

���

	� � � �
���������� 
����
�� � � � 
��
��
� ���� � 

�
�����
��� ���

��� 
��	�
� %�������
��� �
������� �� �� � �( � 
������

a
)��� � � ��
�
���- ��

�� �	 ���� 
 )

E
% 
���
��
�	#( �

T
% �
�� #( � �

F% !�����#( " 	�
���
E

�	 $�� �
��� ��$�� � ���� ����
��

	 ������� 
	
	 ���
�
���	 � � ��		�����	�
	+� ���� �
������� )�

E → T | E + T
T → F | T ∗ F
F → a | (E).

-�
� 
��
��
 ����
�

(a + a) ∗ a

��
���	 	�
�� ���	�+� � ������
	 ������� �
��������
 %������
	
���		�����
�
��� ���������� ���
�
 �	 ���
� 

����� ( )

E ⇒ T ⇒ T ∗ F ⇒ F ∗ F
⇒ (E) ∗ F ⇒ (E + T ) ∗ F ⇒ (T + T ) ∗ F
⇒ (F + T ) ∗ F ⇒ (a + T ) ∗ F ⇒ (a + F ) ∗ F
⇒ (a + a) ∗ F ⇒ (a + a) ∗ a.

� ���

���� % �� 	����
��
 ���$���� � %
	�� � ��	�
� ��!�

 ����� ��( �	 	
�
���

G = (V,Σ, P, S),

�
���

• V
�	 �

�
��
	 �������� "

• Σ ⊆ V
�	 �

�
��
	 ������ ������ %
	�� � �
�� 
	�� ���- ���( � ����� " �
	 �����
� 
	��


N = V −Σ
�	 �

�
��
	 ��$�� �� ������ � � ���� ��$�� %
	�� � 	�	�
�� 
	�� ���- ���( � ����� "

• P ⊆ N × V ∗
�	 �

�
��
	 ��� �
� � � � � ��
������
� %
	�� � �� �
� � �������
�	�( � ����� "

• S ∈ N
�	 �

�
��
	 $�� �
��� ��$� %
	�� � ����� ���- ��( �

'������
���
(A,ω) ∈ P

� 
��
���	 ������
�
��

A→ ω

�

� 
���
� �	�
γ ∈ V ∗

������� � � � �� ��� ������ %
	�� � �
�
�
� �
�
���� ( � 
���
� �	�	
γ′ ∈ V ∗

�

�
��
���
G

� � 
��
���	

γ⇒
G

γ′

� �� ��
���	 �
�� �
����
γ = αAβ

�
γ′ = αωβ

%
α, β, ω ∈ V ∗

�
A ∈ N

( � � � �

�
��
���
G

�	 �������
�
A→ ω

� ��� �

�
���

G

�	 ���
��
��� �
��� � �
����
��� ��
���	 � 
��
�� ���
	�
���
�
��

γ ⇒

γ′
�

� 
���
� �	�
γ ∈ V ∗

������� � � � �� ��� %
	�� � �
�
�
�( � 
���
� �	�	
γ′ ∈ V ∗

�

�
��
���
G

�
� 
��
���	

γ⇒
G

∗γ′

%066014) /0 /,'125,/,,6 90 16,,6 5621/112 +2,/002,3 /(5'0166 +
A → ω1 | ω2 | . . . | ωk

- 5-
**3 **0 ) 9-559*,*3 **0 
6+'5/,23�9+''0
A

+''112
 '6 
*',19/,19','* ,66014) 6
{A → ω1, A → ω2, . . . A → ωk} 7



� �� � � ������ � � �� ����� ���� ���� ������� ���� ��

� �� �	 ��
� ���� � �	�
V

)	 � 
���
� �	�� �
γ0, γ1, . . . , γn

%
n ≥ 0

( � �
�
	 
���

γ = γ0⇒
G

γ1⇒
G

. . . ⇒
G

γn = γ′.

-�
��
��������
	�
n = 0

������	
γ⇒

G

∗γ
�
��� ����	��

γ ∈ V ∗
� ����

	 � � �� �

�
���


G
�	

���
��
��� �
��� � � 
��
���	 ���
	�
���
�
��

γ ⇒∗ γ′

�
� 
���
� �	�

γ ∈ V ∗
�	 �

�
��
	

G
$����� ��
�� %
	�� � �
	�
	�
�� !��� ( � � �� �	

S⇒
G

∗γ
�

'
�������	 ����
� 
��

��� ��������
G

)	 ����
� �����
x ∈ Σ∗

�	
G

)	 $���� %
	�� � �
	�
	�
( �
, 

�
��
	

G
������� � � � ������ � ���$� %
	�� � ��	����
 �
	
���
� -�

G
( �������

G
)	 ����

��

�� " � ���
�
����	 �

� )

L(G) = {x ∈ Σ∗ | S⇒
G

∗x}.

.��� ���
 � 

�

L ⊆ Σ∗

�	 �� ���
��
 %
	�� � ��	�
� ��!�

( � � �� �
 ��
���	 ������� � �����
� 
	 ���
��
��+� ���� �

�
��
��� � - �
� 
��
��
 ������
	�
��
	 ������ �	�� 
	 ��������� �	 �

�
	
L����� = {(k)k | k ≥ 0}

������� �

�
���


G����� = ({S, (, )}, {(, )}, {S → ε, S → (S)}, S),

� � ���
	�
���
��
	 ��
�� 

��
��
	 ����
��

�
	 ��������� �	 �

�
	
L����

������� �

�
���


G���� = (V,Σ, P,E),

�
���

V = {E,T, F, a,+, ∗, (, )},

Σ = {a,+, ∗, (, )},

P = {E → T, E → E + T, T → F, T → T ∗ F, F → a, F → (E)}.

��
	
	 �

�
���
 �

�
	
L����

������� 
�

	 �	

G′���� = (V,Σ, P,E),

�
���

V = {E, a,+, ∗, (, )},

Σ = {a,+, ∗, (, )},

P = {E → E + E, E → E ∗E, E → a, E → (E)}.

��
��� �

�
���

G′����

�����
�
	 ����
	 	������ ���
	�
���
�
�� ���� �������
��� �

�
��

L������
	 �

�
���


G����
� �
	 ��
�������
	� �	 	� � ���
	�

��
	
	 � �	
�
�
��

���� � ��� �	 � �	
���

�
��	�

��� 

���
����� �� 
	�
���� %�� � �
�� 7�( �

� �� ����� ��! ���!!���� �����

$		
��	 ���
��
��+� �	 �

�
	 �

�
���
�������
	 ����
� 
�

	 

 ��
 � 
���	 � 
���	
�
��
 ���
�
��
������ � 
	
�
�� �� " �

�
��� 
� � ���

 �
�� �
���� ��	 �������� ���� 
�
� 
���

�
	 � � ���� �
��
�
�
� ���� � ��
�
	�
	 ����
��
��
	 �

�
���
��	������
�
�
	 ��	�
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	 ��
 ��
�
	�
	 �
�� �����
��
��
��� �



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

� 
��
���	 �
��������� � 

�
�����
�
��� ���
��

���
T

� ���
����
��� ��
�

	 ����
� �	�� 
	
� ������

L(T )
)��� � � � ��
�
���	 
��� �	 � � ����
��� �������
����� 
�� �

P
� � ��� ���
��

���

B����

	 ������� �

�
	
L(B)

� � ���
��

���
C

����

	 �

�
	
L(C)

� * �
�
���	 �
����
 � 
���
P

)	
�������
�
��� 

 
�

		� ���
�
���

A
� � ���+
	 ������	 �

�
���
 ���
��

��


L(B) ∪ L(C)
�
����

� ����
P

)�
	 �������
��  
A → B | C

# � ��
 ���� ���
�
�� 
	 ��	� 
	 �	 ����
		
��	 �������
�
�����
�� �	

P ′ = P ∪ {A → B | C}
����

	 ��
� ����

L(A) = L(B) ∪ L(C)
� ����������


������	 �

�
���
 ���
	���
���

L(B)L(C)

�
���� ����
P

)�
	 �������
�  
A → BC

# � �� � ����
����
����� 
�� ��

P ′ = P ∪ {A→ BC}
������
	 �	 ��
� ����

L(A) = L(B)L(C)
�

, 

�
	
L(B)

,�

	
	 ����
�� � ������	 ����
���� �
���� ���� �

�
���

	 � ��� ���		+�
 
A → BA | ε

# %	� � ��� �� ��������( ��
  
A → AB | ε

# %���� ��������( � � ��
�� 
��� ���
�����
��� �	 ��
� ����

L(A) = L(B)∗ = {x1 . . . xk | k ≥ 0, x1, . . . , xk ∈ L(B)}
�

,��
��
��+� 
��
 � 

�
�� 

��
 �� 
	�
	
	 ��	������
� � � ��� ��

	�� � ����� 

����		+��
�

	
�

�

	 � �	 ���
��

�
	 ������������� � - �
� 
��
��
 �������
�
�
	  

A → BAC | ε
# �
���� 
	
	

�������
�� ������	
P

�
�

 � ������
�
��
 ������� ���
��

���
A

�
���
�
� � �	�� � � �
�
	 �������
�	 ���� ���

	 ���� � �	��

C
������
��� ���� �	�� ��
	 ������ �	

B
������
�
� ���� �	�� � )

L(A) = {x1 . . . xkyk . . . y1 | k ≥ 0, x1, . . . , xk ∈ L(B), y1, . . . , yk ∈ L(C)}.

,��
	 �

�� 
	 ���
��

	 � � 
���
� �	�� 
	 � 

�
�����
�
	 �
��
��
	 ���� �	�� 
	 �����	 ����������
�
	 �
����� 
	
	 

 �		
��� ���
��
�
��� ����� ���
��� � � � �
�
	 �
��

��� ������ ������
	 �������
�

�
� 

��� ��

	�� ��
 ���		+��
�
� � *	 ��
�
	�
	 � ������
��� � 
��� �
��

��� �����
	 � ������
� �� ����������
� �������� �

�
��
	 ���� ��� 

	 ��
�
	 � ����� ������
�����

	 � & �
	 ��� 
�
�
� 
��
��
 � 

�
��
���

{S → aSb | aS | Sb | ε}
� � ��� �
��

��� �����
����	 ����
� ���� �������

���		+��
�
	 �

�
	
a∗b∗

� %2
��
���
 �

�
���
 ����
 �

�
��
 ��
�

{S → aS | T, T → bT | ε}

�(

� ���" � �$# ��)��)" ��$ � "&# �)�	�$'(� $
,

�
��� 

�
	 �

����
��
 ���
��

��
 ���� �
������� � 
��
	�������		+� ���

	��	

� )

•
� ��
�
���- ��

�� )

A,B,C, . . . , S, T
�

•
'���
� 
���
� � ) � 
�� �
� 
�

a, b, c, . . . , s, t
" 	�� 
���

0, 1, . . . , 9
" 
�
��
�� 
��
� " �
����
���

��
 ���
� 

����� ������� ��	�� %
� � ��� � �!) �
. . .

( �

•
� 

�
�����
�
� � 
���
� � %��	 ���
��

�� � � �����

�� 

 
���
���( )

X,Y,Z
�

•
'���
� 
���
� �	�� � )

u, v,w, x, y, z
�

•
2
��� 
���
� �	�� � )

α, β, γ, . . . , ω
�

•
'������
�� � � �
��� �	 ���

	
	 ���
	 ����


A
� ��
���	 �
�� �
���� ���

	 ) � ����	

A→ ω1, A→ ω2, . . . A→ ωk

�
� ��	 �
�� �
�
���	

A→ ω1 | ω2 | . . . | ωk.



� �� � ����� ������ � � ���� � �� �� �� ��� ������ � ������ � � �4

•
,

�
���
 
�
�
���	 ��

	 � 
����	� ���	�+� �����	� )

A1 → ω11 | . . . | ω1k1

A2 → ω21 | . . . | ω2k2���
Am → ωm1 | . . . | ωmkm

.

����+
	 ����
����	 ���
�
���- ��
� 
�
��
��
	 � 
��
	�����
����
	 �����	 ��
 �

�� � 
���
	
 
�

	����� ���	�+� 
	 ���
��
	� ����
	� " ���� 
�

	����� � 
��
� ���� ����
� 
���
� � �
����
��� ��$� �	 ����+
	 � ���� ��� � ���  
 ������� � � ��$� � 
�

	���� ���
�
 " �����
�

�

A1
�

� �� �		))� ����"� # �" �"� � $ 
��"
�"���� 	� # �" ��(' ��
-�
��� �	 � � ���
��� � 
��� ���
��
��+� 
��� �

�
�� 

��� ��
���	 ������ � �
���
	 

����		+��
�
�
�

�
� %
�
� 
��
��
 �

�
�

L�����
� �

L����
( � 2
��������� 	�����	 � 
��� ��+� ��
��
 ���		+��
�
�

�

�
� ��
���	 ������ ���
��
��+� 
��� �

�
�� 

��� � ,��
��
��+� �� �

�
� ���� �
�
	 ���		���
�
��
	 �

��
	 �
�� ��
������ �

,��
��
�+	 �

�
���
 �	 ��� ��$ $� $� ����� � %
	�� � �
��� �
	
��( � � �� �
	 ��
��
 �������
��
���� ������

A → ε
��


A → aB
� � � ������ �$ $� $� ����� � %
	�� � �
!� �
	
��( � � �� �
	 ��
��


�������
�� ���� ������
A→ ε

��

A→ Ba

�# *��
������� � 
��� �
�� ���
�� ���
 
��� �
�
���
�
 �
	
���
�
��� �

�
�� 

��� ��
���	 ������� ���� ���

	 ���		+��
�
� �

�
� � � 
	�� ���
� 	�
��
�

�
��� 
� � 	
� 
�
���	 ��+� ���

�
��
 ���  
 $ $�� ����� ���
��
���	 ����� ��
�
 ��
	 �
�
���
 �
�
	
���
�
��
 � 

�
�� 

��
 " ���
�� ���
 �
	
���
�
� �

�
��� 
� � ����
�� ���
���� ��� �� ���
	 ��� ��	
�����	 �

�	��� % �� ����� � ���  
 $ $� � ���$� ���
�� ������� ��� ��$ $� $� �������$ $� ���$��� �$ $� �
��
����� � *����	

L
��������	

Σ
���		+��
	
	 �

�
 � � � �����	

M = (Q,Σ, δ, q0, F )
�
	 ��		
����

�� %�
�
�� 
	
��
	
	 ��
 
���
�
�� 
	
��
	
	 ( ���
��
	
	 ����� ����
 � 2
��������� ��	������
����
��
���	 ��������� �

�
���


GM

� � ���� �	
L(GM ) = L(M) = L

�
, 

�
��
	

GM
����
�������� �	 ��� � ��
	

M
)	 ��+�
��������

Σ
� � � �
	 ���
�
���������	

��
���	 ���
 ���
�

Aq

�����
	
M

)	 �
���
q

����
	 � , 

�
��
	 ����+���- ��
 �	
Aq0

� � � �
	
�������
�� �������
���	

M
)	 �

���� 
� � ��� 
�
��
	 �
�������	 �����	 )

%
( �����
	
M

)	 ������
���
q ∈ F

����
	 �

�
���

	 ��
���	 �������
�
Aq → ε

"
%

( �����
	

M
)	 �

���� ��

q
a
→ q′

%�� �
q′ ∈ δ(q, a)

( ����
	 �

�
���

	 ��
���	 �������
�
Aq → aAq′

�
,�	������
�	 �
�

��
����
	 ��������� 
�
��
 � 
��
���	 ���
��

���

Aq

����
����

	 ����
� ��
	�� 
	 � ������

L(Aq) = {x ∈ Σ∗ | Aq⇒
GM

∗x}.
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a, b

b ��

b

,��� � �3) , ��
	�
���
	
	 ���
��
	
	 ����� ����
 �

�	����
���� � 
���
� �	�	
x

�
����
	 ����

	 ��
���	 ���
���� � 
��� ��
� 
���
q

�	

x ∈ L(Aq)
� ���

(q, x) `
M

∗(qf , ε)
� �����
	

qf ∈ F.

-�
��
�
��
 �	 �

�

L(GM ) = L(Aq0
) = {x ∈ Σ∗ | (q0, x) `

M

∗(qf , ε)
� �����
	

qf ∈ F}

= L(M) = L. 2

-�
� 
��
��
 ����	 � �3 ����� ����
� �������� �

�
���
 �	 )

A1 → aA1 | bA1 | bA2

A2 → ε | bA2.

�	��� % �� ����� � �����$ $� $� �������$ $� ���$��� �$ $� ���������� ���$� � ���  
 $ $� � �

��
�� ��� � *����	
G = (V,Σ, P, S)

�
�
���
 �
	
���
	
	 �
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T − E ⇒
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a− E ⇒
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�
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⇒
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⇒
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�
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⇒
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a− a �*, ��
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G′
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E → TE′

E′ → +E | −E | ε

T → a | (E).

,
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G′
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 �	 �
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�
������� ���� ����+���- ��
���

E
����
	 � -�
� 
��
��
 ����

	

a− a
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�
	� � 
���� � a − a 〈


�!
〉���
� 
��	� � E ⇒

lm
TE′ ⇒
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aE′ ⇒
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a− E ⇒
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a− TE′ ⇒
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a− aE′ ⇒

lm
a− a.
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E ⇒ TE′ ⇒ aE′ ⇒ a− E ⇒ a− TE′ ⇒ a− (E)E′ ⇒ a− (TE′)E′

⇒ a− (aE′)E′ ⇒ a− (a + E)E′ ⇒ a− (a + TE′)E′ ⇒ a− (a + aE′)E′

⇒ a− (a + a)E′ ⇒ a− (a + a).
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S → Ab | Cd
A → aA | ε
C → cC | ε.
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. ��2�
(A) = {a ∈ Σ | A⇒∗ ax

� �����
	
x ∈ Σ∗}

∪ {ε | A⇒∗ ε}

= {A
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}

∪ {ε
� � ��

A
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(A) = {a ∈ Σ | S ⇒∗ αAaβ
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α ∈ V ∗}
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(S) = {a, b, c, d},
. ��2�

(A) = {a, ε},
. ��2�

(C) = {c, ε}.*11*0
(S) = {ε},

.*11*0
(A) = {b},

.*11*0
(C) = {d}.
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. �� 2�
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(X1 . . . Xk) =




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A→ ω2
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ω1 6= ω2
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A→ αβ1 | αβ2, α 6= ε, β1 6= β2
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A → αA′
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a ∈ Σ

)

. �� 2�
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����� ������$� ��� ����$���� � G′ � � ���� � � ��� $�� �
��� ��$� � ���� � ���� �

� ��� � 1���+���- ��
	 ���� 
	��� 
��� 

 ��
�� ������� � � ��
ε ∈ L(G)

�
��
�� ��� � *����	

G = (V,Σ, P, S)
� 2
�� 
�
���	 
	�
	

G
)	 ���� 
	����� ���
��

� �
��������
 )

%
( ��
�
���	 �����


&	11
:= {A ∈ V − Σ | A→ ε

�	
G

)	 �������
�
};

%

( ��
��
���	 �
��
	 �
������� &	11�� ����	 ���� 
		���� 
����
��� � ��		
� � ����� 

 
	��
����� )

&	11
:=

&	11
∪

{A ∈ V − Σ | A→ B1 . . . Bk

�	
G

)	 �������
� �
Bi ∈

&	11 ��
�
���
i = 1, . . . , k}.

��� �	 � ���

	 ��������	 ���
	
G

)	 �������
�
A→ X1 . . . Xk

��
��

	 �
���
��
	 �������
�
�
�
	 � ������� � � ���� ���� ������

A→ α1 . . . αk,
�
���

αi =

{
Xi,

� ��
Xi /∈

&	11 "
Xi

��

ε,

� ��
Xi ∈

&	11 �



� �� � ���� ��� ���� ������ ������ ����� ��

1�����
 � �
��
���	 ��
��
 ������
A → ε

��
��� �������
�� � ��� � �
��
�����	� �	 ��+� ����
����
�

S → ε
� ��
���	 �������
������	 �

�
���

	

G′
���
 ����+���- ��


S′
� � �
��
 �������
��

S′ → S
� �

S′ → ε
�

2-�
� 
���

ε
��������
�
�
	 � �
���� 
�
��� )

S → A | B

A → aBa | ε ⇒ (
&	11

= {A,B, S})

B → bAb | ε

S → A | B | ε

A → aBa | aa | ε ⇒

B → bAb | bb | ε

S′ → S | ε

S → A | B

A → aBa | aa

B → bAb | bb.

� �����"��������� ���! �� ���� �!�!

'������
� ������
A → B

� � 
���
A

� �
B

���� ���
��

�� � �	 ������
� ��
����� %
	�� � �	
�
�������
�	 ( �
��� � 	 % �� � �� �� ���� �� �� ���
���
� ���� ���$��� ���� G

���
�� � ��
����� ������$� ��� ����$���� � G′ � � ���� �� �$� ������
� ��
�������� �
��
����� � *����	

G = (V,Σ, P, S)
� 2
�� 
�
���	 
	�
	

G
)	 ��	�
	 ���
��

	  ���
��+�
����� ��#

�
��������
 )
%
( ��
�
���	 �����
 ����
� 
	

A ∈ V − Σ
)

F (A) := {B ∈ V − Σ | A→ B
�	

G
)	 �������
�

};

%

( ��
��
���	 �
��
	 �
�����
�
F

�� ������ 
	 ���� 
		���� 
����
�
�� � ��		
� � ����� 

��� 
	��
����� )

F (A) := F (A) ∪
⋃
{F (B) | A→ B

�	
G

)	 �������
�
}.

��� �	 � ���

	 � �
��
���	
G

)��� ��
��
 ���
��+�������
�� � � �
�����	 	

�
	 �
� ��	 ��
��

� ������
�
� �������
�� ������

A → ω
� � 
���

B → ω
�	

G
)	 

����
��+�������
� � �����
	

B ∈ F (A)
�

2-�
� 
���
	� � �
��
���	 ���
��+�������
�� 
�
��� �������� �

�
��
���

S′ → S | ε

S → A | B

A → aBa | aa

B → bAb | bb.



�� � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

� ��
��

�
	 ���
��+�
����� �� ���� )
F (S′) = {S,A,B}

�
F (S) = {A,B}

�
F (A) = F (B) = ∅

�
,������ ���� ���
��+�������
�� 
�
��� 
�
�
����� ������� ������	 �

�
���


S′ → aBa | aa | bAb | bb | ε

S → aBa | aa | bAb | bb

A → aBa | aa

B → bAb | bb.
%���� ����	 � 
��� ���
�


S
�	 	�� 
��
 ��
����  �����# � �� � �
 

 ��
 
�

	��� � 
	���	 �

�
��

� 
	 ����
�
	 ����

	 � ������� � ��+� ������ ���
��

� ��
���	 �������
��� � �
���� �

�
��
���
��� �	����
�
��� �����
�� 
��� %�� ( �(

��� ���! !�� �� �� ����

,��
��
�+	 �

�
���

G = (V,Σ, P, S)

�	 ���� ���  ��� ��$�� ��
���� %
	�� � "��� ��� 	���
� �� !��� ( � � �� �
	 ���
��

��� 
	
	���	

S
�	 ���� 
	���� � � � � ������
��� �������
���

S → ε�����	����� ���� ���� �������
�� ���� ������
A → BC

��

A → a

� � 
���
A,B

� �
C

����
���
��

�� � �

a
�	 ����
� 
���
 � 1
����
 ����
���	 ���
	�
���
����
	 �����
 � 
��� ����+���- ��


S


 
�

		� � 
	���	 �������
�	 �
�
���� ����
��� �

�	��� % �# � ���� ���� �� �����
���
� ���� ���$��� �� �� G
���
�� � ��
����� ������$� ��� ���� ��

��  ��� ��$�� ����� � ���$���� � G′
�

��
�� ��� � *����	
G = (V,Σ, P, S)

� � 
���
 ����+���- ��

S


�

	���
G

)��� � �	�
	 �������
�	
�
�
���� ����
��� � ��
���	 �����+ +	 ���
 ����+���- ��


S′
� � �
�����	

G
)�
	 �������
�

S′ → S
�

'�
��
���	 �
��
	
G

)���
ε
��������
�� � � ���
��+�������
�� �
�� �� 
	 � �7 � � � �� ��	������
�
��� �

� �� �	 � ���

	 ��
��

G

)	 �������
�� ���� ������
A → a

��

A → X1 . . . Xk

�
k ≥ 2

%��

S → ε

	
S′ → ε

( �
1
�����	 	�� �

�
���

	 �����
	 ����
� 
���
�

a
����
	 ���
 ���
�


Ca

� � �
��
 �������
�
Ca → a

� ,�������	 �
��
	 ������
	 ������
A → X1 . . . Xk

�
k ≥ 2

� ��
����� �������
����

	�
	 ��
��
 ����
� 
��
� 
� � ���
��� ���
��

��� � � � �
��
	 ���� �������
� �������
�� �������

A → X1A1

A1 → X2A2���
Ak−2 → Xk−1Xk,

�
���
A1, . . . , Ak−2

���� � ���

	 ���
� ���
��

�� �
%�������	 ����
	 ���
 �������
�� ����� �	 �

� �
�
�����	

A → X ′
1A1

A1 → X ′
2A2���

Ak−2 → X ′
k−1X

′
k,

�
���

X ′
i =

{
Xi,

� ��
Xi ∈ V − Σ;

Ca,
� ��

Xi = a ∈ Σ.) 2



� �� � ���� ��� ���� ������ ������ ����� �4

-�
� 
��
��
 ���
��
���
��� ��	������
��� �

�
���

	

S → aBCd | bbb

B → b

C → c

������	 ������
	� �

�
���


S → CaS
1
1

S1
1 → BS1

2

S1
2 → CCd

S → CbS
2
1

S2
1 → CbCb

B → b

C → c

Ca → a

Cb → b

Cc → c

Cd → d.

�� �������!����� ��� �
�

� ������ �

*����	
G = (V,Σ, P, S)

���
��
�+	 �

�
���
 � 1���

	 � �� 	�� ���� ��
���	 ��
���� � 
���
G�	 "��� ���	 	��� ���
�������� � ,������ � �������� �		
��� � 
���
� �	�

x
�

�

	

L(G)��
���	 ����+
	 �����
��� �
��������
 )

•
���

x = ε
� 	 

	

x ∈ L(G)
� ���

S → ε
�	

G
)	 �������
� �

•
������ �������
��� � 
��
���	

x = a1 . . . an

� � �������
����	
x

)	 
�
 ���� �	�� 
	 �������
� 
��� �
� 
��
���	

Nik

)��� 	

�
	 ���
��

�
	
A

� ������ � � �
��� ��
���	 �������
x

)	 � ��
�
����
i������ �

k
� 
��
	 � 
���
	
	 ���� �	�

xik = ai . . . ai+k−1
)

Nik = {A ∈ V − Σ | A⇒
G

∗ai . . . ai+k−1}, 1 ≤ i ≤ i + k − 1 ≤ n.

2
�����
 �	
x ∈ L(G)

� ���
S ∈ N1n

�
������

Nik

��
���	 ����
� �������
� ���� ����
��� ���� �	�
��� �
�
��

	 �
�����

	 ���
��
	��
�
	 	�� ����
	 � -	�
		��
	 �	 ��
�
��� ���
��

���

A
� � ������
	

i = 1, . . . , n
��
�

� ����
A ∈ Ni1

� � �� � � ��
	 � ��
G

)��� �	 �������
�
A → ai

� *��� �	��
�����
���
k ≥ 2���� ����	 � 
��� �����

G
�	 "��� ���	 	��� ���
�������� � 	

	 ���
��

���

A
��
���	

� ����� � �	�
xik = ai . . . ai+k−1

� � �� � � ��
	 � �� � �	�
xik

��
���	 � ���� ����

	 ����
� �
���	 ����	

xij = ai . . . ai+j−1
� �

x(i+j)(k−j) = ai+j . . . ai+k−1
�
j = 1, . . . , k− 1

� 	 

	 
���
� �����
	 ���
��

���

B
��
���	 � ����� �������

xij

� � �����
	 ���
��

���
C

��
���	 � �����
��������

x(i+j)(k−j)
� � �

G
)��� �	 	�� � ���
��

� ���
����� �������
�

A → BC
� � �� �

�����
�� � ����� �
�������	 �������
	�
� 
	
��
���	 � ������ 
	
Nik

��������� 
�
��
 )



�6 � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

i→
Nik 1 : b 2 : a 3 : a 4 : b 5 : a

1 B A,C A,C B A,C
2 S,A B S,C S,A −

k ↓ 3 ∅ B B −
4 ∅ S,A,C −
5 S,A,C −

,��� � �� ) ", ,������
�� 
	 ����
	���������� �

S

b a a b a

C

B

C

B A A B C

,��� � �� ) -��� ", ,��������	 ����
	
	 � ��
		����� �

������� � Nik

$��� �� � � �
%
( $ �
�
���	 �����
 ��
�
���

i = 1, . . . , n
)

Ni1 := {A ∈ V − Σ | A→ ai

�	
G

)	 �������
�
}.

%

( � ���
�
���	 �
��
	 ��
� 
��� ���� �	��
�����
���
k = 2, . . . , n

� � ������
	
k

��
�
���
� ������
�
��� ��������
���

i = 1, . . . , n − k + 1
� ����	

Nik

���
��

� �
������	
�����	 �����	 )

Nik :=

k−1⋃

j=1

{A ∈ V − Σ | G
)��� �	 �������
�

A→ BC,
�
���

B ∈ Nij

� �
C ∈ Ni+j,k−j}. 2

-�
� 
���
	� ", ,������
�� 
	 ���
���� 
�
��� �������
����	 "��� ���	 	��� ���
�����
��� �

�
�
���
�

S → AB | BC
A → BA | a
B → CC | b
C → AB | a



� ��� � �� �� ��������� �3

Nik

,��� � �4 ) ", ,������
�� 
	 ����
	��� ��� 
���� �

9,) *-,25,'554 *

0*-,*;66 *
,241/0*-,* *


1240*-,* � *
;'09

0
�

.
+
&

1-;0'

δ

q1 q2

q0

,��� � �36 ) ' 
	������ ����
 �

� � ��+�
� 
���
� �	��
x = baaba

� $ ����
�� 
	 ����
	�� 
�
	

 ����� �������
��� ����	 � �� ����
����	 
�
���� ���� ������� � � ���� �������
��� ����+���- ��


S
������ � ������	

N15
� � ��
	 ����

�
����	 � 
���
x

������ �

�
��
	 ������� ��	 �

�

	 � ���������	 � �� �	 � 
��
��� 	����

	
��+� ���
 ����+���- ��
	

S ∈ N15
 � 
����
���
�� �# � � ��� ����� �������
��� ������ ��+�
� �	�	

baaba
����	 � �� ����
��� � ��
		������� �

, �

�
��
 ����
	 ",,������
�� 
	 ����
	��� ��� 
���� �	 �
���
	
	 � 
��� � ����
	 � ������
Nik

� ���
�
�
���
��� 
�
���	 
	�
��
	

j
�����
��� �������

1
�����	

k − 1
��� �	�
��
�
��
 ������

���

Nij

� ������
Nik

 ����
# � � �
���	���
�
Ni+j,k−j

�
��
	 �

��  � �
���
	# %���� � �4( �

� �� ! �)($��(� $$� ��

2�� ��	 �����	 ��
	 ���		+��
�
� �

�
� ��
���	 ��		
���� ���
��
�
��� ����� ���

��� � ������	
���
��
��+� 
��
 � 

�
��
 ����� ����
������
�
��
	�
 	� � � � ������ ������ %
	�� � ������!	 ���
��� ���( ������ �

�	��
�

� 
�
��
 � 
	������ ����
 �	 ���
��
	
	 ����� ����
 � � ���	 �	 �
����� ���
 � ��
	�
���
�
�
��
 ���
�+	 ��
 ���� %���� � �36( � ��+	����	 �����+ 

 ��
�
	���	 ��
 ��� �
���� ���	�� � ���	
�

�� �	 �
��� ����	
��
�� � � ����) ����� ����
 ��
 ���
� � � �
�� �
���� ��
	 	����	 ��
�

	 ����
��	 � � � ��������

	 ���
� ��	 �

�� 
	 �
�� �
���� 
��	 � 
���
� � �
	 ������ �����
� �

� 

�
	
� 
���
 � �
� � .��� ���
��
 ��� � 
�
� ��
���	 ������ �
��������
 )



�5 � �� � � � �� �� ��� ������ � ������ �� �� � ���� �

� ���

���� % �� � � ������ ����� %
	�� � ������!	 ����� ���	 ( �	 ����
���

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, F ),

�
���

• Q
�	 ��$�� � ���
��
	
	 � ����� "

• Σ
�	 ��
����������"

• Γ
�	 � � ���������"

• δ : Q× (Σ ∪ {ε})× (Γ ∪ {ε})→ P(Q× (Γ ∪ {ε}))
�	 %� ���������
	
	 ( ������� �� � ����"

• q0 ∈ Q
�	 �$�� ��$�"

• F ⊆ Q
�	 ��������� �� � $��� ���$�� � � ����� �

2

���� �!�	��
�	 ����	

δ(q, σ, γ) = {(q1, γ1), . . . , (qk, γk)}

����
	�� �	 � 
��� ���
����	 �
�����
q

� � ���

����	 ��+�
� 
��
	
σ

� � �
	�� 
��
	
γ

����� ����
�
 ��
 �

���� � ���	�
	 �
��
���

q1, . . . , qk

� � ������� ����������
 � 
	�	 �����
�� �
�
	 � 
��
	
� �����
	 � 
��

���

γ1, . . . , γk

� %' 
	������ ���
� ���� �

� � 
���� ���
�
�� �	�� �����	 ���
������ � ������� �( ���
σ = ε

� ����� ����
 �
�

 �

���� �	 ��+�
� 
���
� ���
� ���� " ����������
 � ��
γ = ε

� ����� ����
 

 ��
 �
	�� 
���
� � � ���
 �
�� �
�
��� � 
���
 ���

 �
	�	 �����
 ��	���
�����
�� �
��� � 
���
� � �
���� ���� % ����#��� 
����
�( � ��� �
	���� ��
��� � 
���
 �	

γ 6= ε
� �

�
�� �
�
�����	� �	
γi = ε

� � 
	���� � �
��
���	 �
	 �����
�� �
	
	 � 
���
 % � ��#��� 
����
�( �
$���� ���
	 ��$�  � �	 ���� 
���

(q, w, α) ∈ Q×Σ∗×Γ∗
" 
�
�� 
�
��
 ����� ���
	 �$�� ��$�  ���
����$ $� x

�	 ���� 
���
(q0, x, ε)

� � 
��	�

	
(q, w, α)


	��
�

� 
	
	 ����
	�� �	 � 
��� ����� ����

�	 �
�����

q
� ��+�
� 
���
� �	�	 ���
��
�
� ��+	 ��� �	

w
� � �
	���� �	 �������� ���� ���

	

� 
���
� �	�
α

�
� 
��		


(q, w, α)
� �� ��� ������ �
��	�

�

	

(q′, w′, α′)
� � 
��
���	

(q, w, α) `
M

(q′, w′, α′),

� �� ��
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(q1, w1, α1) `
M

· · · `
M

(qn, wn, αn) = (q′, w′, α′).
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q1q0

b, A/ε
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∗(qf , ε, α)
� �
����
	

qf ∈ F
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M = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, {A,A}, δ, q0, {q0, q3}),
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δ(q0, a, ε) = {(q1, A)},

δ(q1, a, ε) = {(q1, A)},

δ(q1, b, A) = {(q2, ε)},

δ(q1, b, A) = {(q3, ε)},

δ(q2, b, A) = {(q2, ε)},

δ(q2, b, A) = {(q3, ε)},

δ(q, σ, γ) = ∅
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(q, σ, γ).
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ε, S/aSbS

ε, S/bSaS
ε, S/ε

ε, #/ε

a, a/ε
b, b/ε

ε, ε/S#

q0

q

qf
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α, β/X1 . . . Xk

· · ·
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(q0, abab, ε) ` (q, abab, S#) `∗ (q, abab, aSbS#)
` (q, bab, SbS#) `∗ (q, bab, bSaSbS#)
` (q, ab, SaSbS#) ` (q, ab, aSbS#)
` (q, b, SbS#) ` (q, b, bS#)
` (q, ε, S#) ` (q, ε,#)
` (qf , ε, ε).
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|vwx| ≤ n�
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S ⇒∗ uAy ⇒∗ uvAxy ⇒∗ uvwxy.
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S ⇒∗ uAy ⇒∗ uvAxy ⇒∗ uv2Ax2y ⇒∗ . . .⇒∗ uviAxiy ⇒∗ uviwxiy.
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δ
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a�! e ;0Q .��#&/#& *'&� ;
( ��**#% Z :  *'&� *%=&&#"$�$%%&  )*�$#) "" 

q0
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qijj Z( ��**#: '&' *��)�� *'&��& $�&&#"$ (   & *#�)��& h : '" "� $  " 9="%+$== )'99�$#) "" 
qklm IOD  NN

! "KN@ I"LNIINZ ( ��**#: '&' �# *��)� *#�)��& ;.%"( %))#"�"$# !'#8  & ( %%�#$�))% Q
# $$%&'()* $ + ,- GABDEH DE MTEJ P�&/) ; .��#&/ (  Y+#&�R '& "�#$"#**'

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ),(#""%
• Q

'& *'&��& IDUT JE %%��))#&�& : '�**' h
• Σ

'& *'&��& K".IJOOMMTKITh
• Γ ⊇ Σ

'& *'&��& EOA@O/OOMMTKITh ')�$�$  & Z �$$% ( ��*#$
., / /∈ Γ

h
• δ : (Q−{qijj , qklm})× (Γ∪{., /})→ Q× (Γ∪{., /})×{L,R}

'& *'&��& KDDBI"LN0 AEMIDTh"##�$=( %_�&*$#'&  �!'#)$ 
δ(q, a) = (q′, b,∆)!  8#$  & Z �$$%

P#R : '"
b = .

Z & ##&
a = .

h
P##R : '"

a = .
Z & ##&

b = .
:  

∆ = R
h

P###R : '"
b = /

Z & ##&
a = /

:  
∆ = L

h
• q0 ∈ Q− {qijj , qklm} '& *'&��& OUMA IDUOh
• qijj ∈ Q

'& *'&��& @"SNMK"SN :  
qklm ∈ Q

Z
qklm 6= qijj Z "�& @" UMNNSN UT!! AIDUO;
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� �� � � �	��	� ��������� ��	� ����� ��� � ��	���� n1
�##�$=( %_�&*$#'&  �!'&

δ(q, a) = (q′, b,∆)

$�)* #&$ '& Z �$$% '))�""  & $#) "" 
q
:  )�*#�""  & & �+ ( ��*#& P$ #  )*�> $ # )'99�( ��*#& R

a
Z*'&� "##�$== $#)  &

q′
Z * #�: '#$$  )�*�(   &" 9 #**  & ( ��*#&

b
Z :  "##�$%% & �+ 9%%$% =+8�&( ��**#9 #* & !��� & "��&$  &

∆
P
L ∼

[)�_$\ Z
R ∼

[�#/+$\R ; � ))#$$�:  *#�: '#$�$$ !# ( ��**�: %:  "##�$'"��&$# '& � : '#$�$$� Z ( #*%)#
a �

f
. g $ # f

/ gZ :  "##�$=( %_�&*$#'&  �!' '&  #& ( %%>�#$$�)�( %$^& Z *�&
q = qijj $ #

q = qklm ; �'�$��""  & : '(9  & *�(9  & &%#"$% $#)'#"$ *'&�9="%+$== +�$# ;a'&��& IDUOEEJ '& &�)#**'
(q, u, a, v) ∈ Q×Γ∗× (Γ∪{ε})×Γ∗

Z ( #""% !'# ')) 
a = ε

Z ( #*%)#(=^"
u = ε

$ #
v = ε

; . #) &$��&
(q, u, a, v)

#&$�#$##!#&�& $�)*#&$ '& Z �$$% *'&� '& $#) "" 
q
Z& �+ & "#"%)$^ "�&  )�"$ & �+ 9%%& ! "�((  ))� 9�')�))� '&

u
Z & �+ 9%%& *'+8 )) '& ( ��**#

a
:  & �+ & "#"%)$^ & �+ 9%%& '#*� )$ 9�')�)$ *%=$�$=& '" & )'99��& '&

v
; c  +8'))#"�"$# '&

a = ε
Z : '" & �+ 9%% "#:  #$"��  #! & & �+ &  )�"" $ # "�& *%=$�$=& '" & )'9�"" ; �&"#(( %#"�""%$ 9 �*"�""  :  $�))  & Z �$$% *'&� [+ ! #$"��\ ( ��*#& f

. g :  $'#"�"" $ 9 �*"�"" ( ��*#& f
/ g;

� UMA IDUOEEJ K".IIJJU UN x = a1a2 . . . an

'& &�)#**'
(q0, ε, a1, a2 . . . an)

; . #) &&�$$ 
(q, u, a, v)(��*#$%%& =)��&"% =*"#&*��$ #"�(( #&

(q, uav)
Z :   )*�$#) &&�$$ "=^$$��))%

x
=*"#&*��$ #"�"$#

(q0, x)
;

� �)  $#'$ Z : '"" $#) &&�
(q, w)

 T@ IOO KATBOOE $#) &$��"��&
(q′, w′)

Z ( ��*#$%%& $ ! ))#"��&$ 9  &
(q, w) `

M

(q′, w′),

:  "� ( %%�#$�))%%& *'&��&
M

"##�$=( %_�&*$#'& 9 '+:  )$ "���  ! "$# Q * #* #)) 
q, q′ ∈ Q

Z
u, v ∈

Γ∗
Z
a, b ∈ Γ

:  
c ∈ Γ ∪ {ε}

Q
•

: '"
δ(q, a) = (q′, b, R)

Z & ##&
(q, uacv) `

M

(q′, ubcv)
h

•
: '"

δ(q, a) = (q′, b, L)
Z & ##&

(q, ucav) `
M

(q′, ucbv)
h

•
: '"

δ(q, .) = (q′, .,R)
Z & ##&

(q, εcv) `
M

(q′, cv)
h

•
: '"

δ(q, /) = (q′, b, R)
Z & ##&

(q, uε) `
M

(q′, ubε)
h

•
: '"

δ(q, /) = (q′, b, L)
Z & ##&

(q, ucε) `
M

(q′, ucb)
h

•
: '"

δ(q, /) = (q′, /, L)
Z & ##&

(q, ucε) `
M

(q′, uc)
;

. #) &$��$ Z : '$* '! $ (�'$' 
(qijj , w)

$ #
(qklm , w)

�#!%$ : '+8 ( #+#&*%%& (��+�& $#) &$��"��& ;< %#""% $#) &$�#"" *'&� ! "KN@I"" ;. #) &&�
(q, w)

 T@IOO IDUOE IJJKJJE
(q′, w′)

Z ( ��*#$%%&
(q, w) `

M

∗(q′, w′),

: '" '& ')�(  "" $#) &&�: '&'
(q0, w0)

Z
(q1, w1)

Z
. . .

Z
(qn, wn)

Z
n ≥ 0

Z "#$�& �$$%
(q, w) = (q0, w0) `

M

(q1, w1) `
M

· · · `
M

(qn, wn) = (q′, w′).
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@"SNMK"" (��**#: '&'&
x ∈ Σ∗

Z : '"

(q0, x) `
M

∗(qijj , w)
: ')) *#&

w ∈ Γ∗;

(��$�&
M

@" UMNN x
Q& ; a'&��&

M
IAEEDKIOL O MDJUD '& Q

L(M) = {x ∈ Σ∗ | (q0, x) `
M

∗(qijj , w)
: ')) *#&

w ∈ Γ∗}.

�& $%�*�%% +�'(  $ Z �$$% *'&��&
M

�# $ �!#$"� 9="%+$=% "=^$$�#))% Z : '$* �#!%$ *��)� *#�)��&
L(M)

; �'"
M

*�#$�&*#& 9="%+$== (=^" * #*#)) +=)%$$%!#))% "=^$$�#))% Z " &'$  & �$$%
M

'&ITIOOUDE JE :  �$$% "� BOIMODKJJ *#�)�&
L(M)

; ��!�"" 5 $�))  & &%*�( %%& Z �$$% *="=(=" "##$%!'#8  &*'  &&�$$� *#�)# $�&&#"$  $'$  )#"�)) .��#&/#& *'&��)) '& ��#$$%#& �9%$�#! #  )# ; �#$�&*#�)�& [$�&&#"$ ( #"�&\ :  [� $* #"�( #"�&\ !%)#&�& ��' '& .��#&/#& *'&�#8�& $ 9 �*"�""  #! &*�"*�#&�& ;
� "#( ��*#*"# * #�)#

{a2k | k ≥ 0}
!'#8  & $�&&#"$  P:  � $* #"$ R .��#&/#& *'&��)) 

M = ({q0, q1, qijj , qklm}, {a}, {a}, δ, q0 , qijj , qklm ),
(#""%

δ(q0, a) = (q1, a,R),

δ(q1, a) = (q0, a,R),

δ(q0, /) = (qijj , /, L),

δ(q1, /) = (qklm , /, L).

a'&��&
M

) "*�&$ �"#( ��*#*"# "=^$$��))%
aaa

�$�&�� "���  ! "$# Q

(q0, aaa) `
M

(q1, aaa) `
M

(q0, aaa) `
M

(q1, aaaε) `
M

(qklm , aaa).

a'"* *'&� 9="%+$== $#) "" 
qklm Z 9%%$�))%%& �$$%

aaa /∈ L(M)
;

.��#&/#& *'&��$ !'#8  & *%$�!#(( #& �"#$$%% " (  &$ 9 #"#)) *  !#'#)) *�#& ')# *%=$^""%%%��))#"#))�  �$'(   $�#))� :  9#&' �$'(   $�#))� h *  !#'�"#$=*"#""% *%=$�$=$ ( ��*#&&%$ '& �"#$�)$=*�! "" e ;� ; � "#( ��*#*"# �8�))#"$% Z * #�)�&
{a2k | k ≥ 0}

$�&&#"$ !  .��#&/#& *'&�$$ ! "$  ! *  !#' '& �"#$�$$= *�! "" e ;2 ;
c�$*#**  (9 & �"#( ��**#&% '& *�! "" e ;e �"#$�$$= �#>=+$�=8�$$^( %& *#�)�&

{akbkck | k ≥ 0}$�&&#"$ ! P:  � $* #"�! R *'&� ; a   !#'& =*"#&*��$ #"$ ( #"�*"# '& $%""% &'�8 $�$$� *%=$%&>$^% Z : '&* (�*  & "##�$=( #% +=)*%%!%%& )'99�$#)  & �# ( ��*#$% &%*=!##& ; a�! $�& *'&��&#8� '& Z �$$% "� 9#$%% *#�:   "=^$$��"$% $ 9  ( #"$  &
a
> Z

b
> :  

c
>( ��*�#"$% (��$$ (  )) &�=*"# *��� ))  &

A
Q* "# Z

B
Q* "# :  

C
Q* "# ; c��$�$$�  & !##( �#"�& 9#�&�&

a
Q& #"'*"# *'&� $ �* "$  Z�$$% (=^"*%%& 9#�&#%

b
> $ #

c
>*#�:  #( # �# ')� : %): �))% ; � "#( ��*#*"# "=^$$��"��&

aabbcc
)##$$=!%
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���� q
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q q′
a/b, ∆

�� ������ ������ ��� �qklm �
����������� � δ(q, a) = (q′, b, ∆)

a�! e ;� Q .��#&/#& *'&�#8�& *  !#'�"#$=*"�& ( ��*#&&%$ ;

///, L

q1

a/a, R

a/a, R

q0

///, L

a�! e ;2 Q a #�)�&
{a2k | k ≥ 0}

$�&&#"$ ! .��#&/#& *'&� ;

///, L

///, L

b/b, Ra/a, R

B/B, R
C/C, R

a/a, L
B/B, L
b/b, L
C/C, L

q0 q1 q2

q4

a/A, R

B/B, R

b/B, R

C/C, R

c/C, L

A/A, R

a/A, R

B/B, R

q5

q3

a�! e ;e Q a #�)�&
{akbkck | k ≥ 0}

$�&&#"$ ! .��#&/#& *'&� ;
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a�! e ;3 Q a')( ��� #"�& .��#&/#& *'&��& & �+ ;
) "*�&$ �$�&�� "���  ! "$# Q

(q0, aabbcc) ` (q2, AABBCc) `
(q1, Aabbcc) ` (q2, AABBCc) `
(q1, Aabbcc) ` (q3, AABBCC) `
(q2, AaBbcc) ` (q3, AABBCC) `
(q2, AaBbcc) ` (q3, AABBCC) `
(q3, AaBbCc) ` (q3, AABBCC) `
(q3, AaBbCc) ` (q4, AABBCC) `
(q3, AaBbCc) ` (q5, AABBCC) `
(q3, AaBbCc) ` (q5, AABBCC) `
(q4, AaBbCc) ` (q5, AABBCC) `
(q1, AABbCc) ` (q5, AABBCCε) `
(q1, AABbCc) ` (qijj , AABBCC).
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k = 3
R ; a'&��& "##�$=( %_�&*$#'&  �!'$ '! $ ! "$  ! "$#(�'$' Q

δ(q, (a1, . . . , ak)) = (q′, (b1, . . . , bk),∆),

(#""%
a1, . . . , ak

'! $ ��#)$ 
1, . . . , k

)��$�$ ( ��*#$ Z
b1, . . . , bk

&##8�& $#) ))� * #�: '#$�$$ ! $ ( ��>*#$ Z :  
∆ ∈ {L,R}
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M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ),
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δ : (Q− {qijj , qklm})× (Γk ∪ {., /})→ Q× (Γk ∪ {., /})× {L,R}.����  :  $#) &&���)  $#'&
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M
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M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) k
>�� #&�& .��#&/#& *'&� Z : '* $�&&#"$  *#�)�&

L
; ] "$  ! "$ &8 �8#(  ))#&�& *'&�

M̂
!'#8  & (�'8'"$  "���  ! "$# Q

M̂ = (Q̂,Σ, Γ̂, δ̂, q̂0, qijj , qklm ),(#""%
Q̂ = Q ∪ {q̂0, q̂1}

Z
Γ̂ = Σ ∪ Γk

P9%%"%%&$^#"�"$# =*"# *'&��&
M̂

(��**# ! "$  
k
Q$ 9%%))�**%#"$%

M
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q ∈ Q
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a1			
ak

]
) = (q′,

[
b1			
bk

]
,∆),

*�&
δ(q, (a1, . . . , ak)) = (q′, (b1, . . . , bk),∆).
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M̂
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
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
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
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δ

a�! e ;n Q a')( �& �+ #&�& .��#&/#& *'&� ;
( #""%

a1, . . . , ak

'! $ & �+'#)$ 
1, . . . , k

)��$�$ ( ��*#$ Z
b1, . . . , bk

&##8�& $#) ))� *#�: '#$�$$ ! $( ��*#$ Z :  
∆1, . . . ,∆k ∈ {L,R}

& �+ 9%#8�& "##�$'"��&& $ ;
�'�(   )#"$# !'#8  & ( %%�#$�))%

k
/EOA@ODE JE GABDEH DE MTEJ P�&/) ;

k
>$ 9 � .��#&/ (  Y+#&�R"�#$"#**'& 

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ),(#""% (��$ *'(9'&�&$#$ '! $ *�$�& "$ &8 �8#(  ))#"" Z 9 #$"# "##�$=( %_�&*$#' Q
δ : (Q− {qijj , qklm})× (Γ ∪ {., /})k → Q× ((Γ ∪ {., /})× {L,R})k.����  :  $#) &&���)  $#' =( ; 9 ���"*%"#$$��$ ( %%�#$�))%%& 9#�&#& (��$'*"#& �&$#"��& $ 9  & ;

����( + ,� �TK 0 TBL OOUD MDJUD
L

STDVOOE IAEEDKIOO
k

/EOA@ODKJU UO GABDEH DE MTEJJU UO� KJ STDVOOEIAEEDKIOO L ".K KIOEVOBVDL OU UDKJU UO GABDEH DE MTEJJU UO W
GTVDKIAK W .'8#"$�"*'&"$��*$#' '& $%""%*#& $ 9 �*"�"" *%"#$$��))#"�"$# "�+$��))#"�& =*"#&*��$ #>&�& Z (�$$ "##+�& *��)�� ! )#$�$$ ! & 9 ): '& "'$*�#"# =*"#$= #"*'+$# 6 &##&9% "���  ! """ �"#$�$%%& ! #& *'&"$��*$#'& *�"*�#"�$ #8� $ ;

� )*' '&
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) k

>& �+ #&�& .��#&/#& *'&� Z : '* $�&&#"$  *#�)�&
L
;a'&�$$ 

M
!'#8  & "#(�)'#8 

2k
>�� #"�)) *'&��)) 

M̂
"#$�& Z �$$% *'&��&

M̂
9 �#$$'(  $ �� $

1, 3, 5, . . . , 2k − 1
! "$  ! $

M
Q& & �+':  

1, 2, . . . , k
Z :  *�$ *#& 9 �#$'&$ ��  "���  ! )) 9 �#))#"�)) �� )) '& ( ��*#))%

↑
(��*#$$= ! "$  ! & & �+ & & �+ 9%%& "#:  #&$# P*�! e ;�R ;�#(�)'#&&#&  )�*"# "=^$�( ��**#: '&' "#: '#$�$  & &'�(   )#"$# *'&��&

M̂
=**^"�� ))� Z :  �&>"#(( %#"�""% "##�$=( %""%%&

M̂
(��*#$"�� & �+ 9%%'"'#$$#( �$

↑
9 �#))#"$�& ��#�& �&"#(( %#"##&( ��**#9 #**'#+#& ;.%( %& : %)*��&

M̂
$'#( ## [9==+*#( %))%\ & �+  �8�"$ * #"#& "�&  )*�> :  )'99�( ��*#& !%)#)>)% ; ] "�((  )$ '#*� ))� 9==+*%#"=))%

M̂
*��%% $#�8'$ *�&*#& '"'#$$#( �& *'+8 )) ')�! "$ 

M
Q&& �+ ( ��*#"$% ; a�& * #**# ( ��*#$ '! $ "�)!#))% Z

M̂
"#(�)'# =+8�&

M
Q& "##�$=( %& Z :  $ * #"#&'#*� )$ ! "�((  ))� "��&$ �$�! )) 9==+*%#"=))% *#�: '#$$  

↑
>'"'#$$#( #�& *'+8 ))�  "# &(�* #>"�$ ��8�$ ( ��*#$ :  "##�$%% '"'#$$#( # ; a'&��&

M̂
"##�$=( %_�&*$#'& '+: �)( '#&&#& $ �*�((  $=*"#$=#"*'+8 $ "#!��$�$  & ;



� �� � ����� ��� � ��	��	� ��� �	�� �� ��� �3

· · ·

��

����

� �

� �

� �

↑

↑

↑
� �

� �

� �

��������


��
��

���

δ

q1 q2

q0

�

a�! e ;� Q a')( �& �+ #"�& .��#&/#& *'&��& "#(�)'#&$# *��"#�� #"�)) ;
c '&#�� #&�& *'&�

M̂
!'#8  & �8�))��& 9 ) �$$  "$ &8 �8#(  ))#"�*"# �8�))#"�& ) �"��& *'&>"$��*$#')) ;

2

��������� 
	 
��
��� ��	���

� (   & $ 9  & *�#& %%��))#"#"$%  �$'(   $�#"$ :  9#&' �$'(   $�#"$ Z (=^" .��#&/#& *'&�#"$ !'#8  & ( %%�#$�))% �9%8�$��( #&#"$#&�& !��"#' ;� [�&&�"$�"*=*=&"%\ !�'*"# �9%8�$��( #&#"$#"�$.��#&/#& *'&��$ �#!%$ "#&%&"% ')� �� )#"$#&�& ( �*  &#"�& ) "*�&& & (  ))# ; ��& "#:   & &� '! $ Z�9%8�$��( #&#"$#"$�& %%��))#"$�&  �$'(   $$#�& $ 9  & Z $%�*�%  9�&��!' $#�$=&) #"$�& ) "*�&& )>)#"$�& '&/�)( #�& *�!  ( #"��& :  '&/�)( #�& '"'#$$ ( #"��& 9 ��#  $$��"" � $*� !#*"# ;
�'�(   )#"$# J!NVJIJBL DEDKIDE JE GABDEH DE MTE J P�&/) ; &'&8�$��( #&#"$#Y .��#&/ (  Y+#&�R!'#8  & ( %%�#$�))% "�#$"#**'& 

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ),(#""% (��$ *'(9'&�&$#$ '! $ *�$�& 8�$��( #&#"$#"�""% "$ &8 �8#(  ))#"" Z 9 #$"# "##�$=( %_�&*>$#' Q
δ : (Q− {qijj , qklm})× (Γ ∪ {., /})→ P(Q× (Γ ∪ {., /})× {L,R}).

�##�$=( %_�&*$#'&  �!'&
δ(q, a) = {(q1, b1,∆1), . . . , (qk, bk,∆k)}$�)* #&$ '& Z �$$% '))�""  & $#) "" 

q
:  )�*#�""  & ( ��*#&

a
*'&� !'# $'#( # : '&*#& P#&$�#$##! #"�"$#[�8�))#"#((  &\R *')( #*'&

(qi, bi,∆i)
(�* #"�"$# ;

�9%8�$��( #&#"$#"�& *'&��& $#) &$��$ Z $#) &&�: '+8'$ :&� ; ( %%�#$�))%%& _'�(   )#"$# )%+�" " >( '#& *�#& 8�$��( #&#"$#"�&*#& *'&��& $ 9 �*"�"" Q  #&' ��' '& Z �$$% �+8'&
δ(q, a) = (q′, b,∆)

�B5:D>?6D9 >>6657: 6>;>?<=7==>@>: 56=7 >=5>==> F D ; 74?=9 33456789 3 =5=38633 7;3E76749 5: 5=9 5: < F > E76749 5::5=65:7: C74=5D D: 7;3E76749 5:5=65=7: 	
� �
���A
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//1, R

//0, R
//#, R

1/1, R
0/0, R

//1, R

//0, R

//1, R

a�! e ;1 Q �9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&� `�<�d<. ;
"#:   & *#�: '#$�$  &

(q′, b,∆) ∈ δ(q, a)
; . %))% (��$'*"�)) '& *�#$�&*#& "� $%�*�% "��� �" Z �$$%"���  :  $#) &&���)  $#'

`
M

�# ')� �&%% =*"# �!'#&�& Q *'&��& $#) &$��)) 
(q, w)

!'# &=$ ')) �"�#$ 
! #+$'�+$'#"# "���  : # Z "' ; $#) &$�#$ 

(q′, w′)
Z : '#)) 

(q, w) `
M

(q′, w′)
;

a ��� $  & !#�)% *'&��&
M

$�&&#"$ (  & *#�)�& ( %%�#$�)( % Q
L(M) = {x ∈ Σ∗ | (q0, x) `

M

∗(qijj , w)
: ')) *#&

w ∈ Γ∗}.

.%( %& ( %%�#$�)( %& ( ��*#$=" �9%8�$��( #&#"$#"�& *'&��&
M

$ 9 �*"�"" '& "##" Z �$$% ( ��**#>: '&'
x

*��)��
M

Q& $�&&#"$ (   & *#�)��& Z : '"  TMDE
M

Q& *�)!'))#&�& $#) &&�: '&' : '+$   )*�>$#) &$��"$ "=^$$��))%
x

+=!%*"=!%%& )'99�$#) &$��"��& ;
� "#( ��**#&% �9%8�$��( #&#"$#"$�& .��#&/#& *'&�#8�& *%=$^"$% $ �* "$�))  & =+8#"$�$$=: �&)�*�: �& $�&&#"$ ( #"$ ; � #>&�/ $##!#&�& *'*'& #")�*�

n
'& "@VDKIJII" Z : '" "#))% '& *'*'& #")�>*�$�*#: %$

p, q ≥ 2
Z : '#)) 

pq = n
; ��*� Z : '* �# ')� =+8#"$�$$=Z '& OUMA UAMA ; a  #**# $�&&�$�$8�$��( #&#"$#"�$ =+8#"$�$$=: �& )�*�: �& $�"$#$ : '�$�! $ 9 +#((  "" $ 9 �*"�"" *%=( %%& )%9#"����& : '�*'& "=^$$��&

n
9 '$�&$#  )#"# $�*#: ^#$% ; a�$�& "���  ! "" &%+8%%& Z �9%8�$��( #&#">$#"�))% .��#&/#& *'&��)) =+8#"$�$$=: �& )�*�: �& [$�&&#"$ ( #&�&\ �# ')� 9 ): '& =+$% *��$') "*� $=^)%%(9%% 6 (�$$ �9%8�$��( #&#"$#&�& *'&� �# '#*� "$  &  && *  & ( #$%%&  )/'�#$( # )�>*�: �& $�&&#"$ ( #"��& Z !  & '& ! #& ) "*�&& ))#&�& *�! �" "#))� Z ( #$% =+8#"$�$=$ )�!�$ TSOI;

� )�$�$  & Z �$$% '& : ' "��&&#$�)$� 8�$��( #&#"$#&�& *'&� X��Xa�c��. Z : '* $�&&#"$  *#�)�&
L(

X��Xa�c��.
) = {n#p#q | n, p, q

,#&%%�#)�*�:  Z
n = pq}..%)) #"�& *'&��& "��&&#$$�)� '& +#�(  & $=^)%"$% Z (�$$ �# 9 ��#  $$��"" *'!#& ! #*� $ ; � )>*''& )#"%*"# `���.-�. 8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&� Z : '* "##�$%% & �+ 9%%& '"'#$$ (   && �+ & �&"#(( %#"$% ( ��**#% ; P���&&#$$�)� �. ;R

� )*' '& �8�))��& `�<�d<. *�! "" e ;1 �"#$�$$=Z ( #�)#! )$ #"�& =**^"$% "����((  & ,#>&%%�#)�!�& & �+ & )'99��& $�'$$ ! �9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&� ; �9%8�$��( #&#"$#&�&.��#&/#& *'&� .��.�X�cb��d.� Z : '* $�&&#"$  *#�)�&
L(

.��.�X�cb��d.�
) = {n | n

'& ,#&%%�#(�'$'#&�& =+8#"$�$$= )�*�
}!'#8  & &=$ (�'8'"$  &%#"$% *'(9'&�&$�#"$ =+8#"$%( %))% *�! & e ;07 �"#$$%( %))% $ ! )) ;<%+8%%& Z �$$% =+8#"$�$$= *'&� +=!%*"== "=^$$��&%  &&�$�& ,#&%%�#)�!�&

n
Z : '" :  ! #& : '" '&')�(  "" ,#&%%�#)�!�$

p, q ≥ 2
Z : '#)) 

n = pq
6 "##" : '" :  ! #& : '"

n
'& =+8#"$�$$= )�*� ;a�! "" e ;07 '& *%=$�$$= .��#&/#& *'&�#8�& =+8#"$%( #"�))� )�'&&'))#"$ *  !#'( ��*#&$%% Z: '* =)�#"�""% (�'8'""  & !'# ')) *�! & e ;00 (�* #&�& Q : '" *'&��$

M0
Z

M1
:  

M2
'! $( #�)#! )$ #"# .��#&/#& *'&�#$ Z & ##& *�! & �"#$$%( %""% =+8#"$�$=""% *'&��"" "�'�#$�$  & �&"#&
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n#p#q↓

↓
n

↓
n#p#qn#p↓

a�! e ;07 Q �9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&� .��.�X�cb��d.� ;

M1

M0

M2

a�! e ;00Q .��#&/#& *'&�#8�& =+8#"$%( #&�& ;
*'&��&

M0
"##�$=( %$ :  "#$$�& "##�$=( %

M0
Q& +=!%*"=!%"$% )'99�$#) "$ 

M1
Q&  )*�$#)  & :  ! "$  ! "$#

M0
Q& +=)*%%!%"$% )'99�$#) "$ 

M2
Q&  )*�$#)  & ; 6 . # $ �*�(( #& " &'�& *'&��&

M0
+=!%*"=!% P+=)*%%!%R )'99�$#) " (  #"$�$  &

M1
Q& P

M2
Q& R  )*�$#) & * &"" ; <%( % $#) $�#!%$ $#�$�&*%%& �&%% ')� =+8#"$�$=& *'&��& )'99�$#)':  ;

����( + ,� �TK 0 TBL OOUD MDJUD
L

STDVOOE IAEEDKIOO J!NVJIJBL DEDKIDKJU UN GABDEH DE MTEJJU UO� KJSTDVOOE IAEEDKIOO L ".K KIOEVOBVDL OU UDK JU UO VJIJBL DEDKIDKJU UN GABDEH DE MTEJJU UO W
GTVDKIAK W .==8=$%%& : %))��& �"#$$%( %%& ! #& "#(�)'#&$#*'&"$��*$#'& *�"*�#"�$ #8� $ ; � )*''&
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) �9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&� Z : '* $�&&#"$  *#�)�&

L
; a'>&�$$ 

M
!'#8  & "#(�)'#8 *�! & e ;0� (�* #"�)) *')( �& �+ #"�)) 8�$��( #&#"$#"�))% *'&��)) 

M̂
Z : '* *%= "="$�(   $$#"�"$# )%9#

M
Q& (  +8'))#"# ) "*�&$':  P$#) &&�: '&':  R Z *�&&�" )^=$%%+=!%*"=!%& 6 :'" "�)) #&�& '& ')�(  "" ; a'&�

M̂
!'#8  & �8�))��& (��&$  "$ &8 �8#(  ))#>"�*"# �8�))#"$�& ) �"�#8�& *'&"$��*$#'#)) ;

� *"#$= #"*'+$ #"�(( #& " &' �& *'&�
M̂

$'#( ## "���  ! "$# ; <  �+ )) 0
M̂

"%#)=$$%% *'9#'$ "=^$�: '&'"$ :  & �+ )) � "� "#(�)'# *'&��&
M

$=^& �+  h *�&*#& "#(�)'#$ ! & ) "*�&& & )�*"#
M̂

*'9#'# "=^$$��& & �+ )$ 0 & �+ ))� � :  9==+*## 9 '#" P"' ; *'�!  $=+: %( ��*�#)>)%R & �+ ))� � �8�))#"�& ) "*�&& & : %): #)$% (  +8'))#"�"$# : %%&��$ ( ��*#$ ; < �+ )) 2
M̂

9#$%%*#�:   !�'�'"" ')�! & ) "*�&& & [: %�: �"$="&�( ��'"$ \ ; . �*�(( #& " &' �& Z ')*''&
r

"���#&
M

Q& "##�$=( %_�&*$#'&  �!': '�*'& *'*' ; .%))^#&
M̂

Q)) '& ��#$=#"�$ & �+ ( ��*#$
D1, . . . ,Dr

Z: '#"$ *''"$�!# : '&':  "� /�&��'# & �+ ))� 2 * &'&#"�"" : %�: �"$=*"�""% P
ε
Z
D1

Z
D2

Z
. . .

Z
Dr

Z
D1D1

Z
D1D2

Z
. . .

Z
D1Dr

Z
D2D1

Z
. . .

R ; a�$ *#& /�&��'#$� : '&' *'+8�&
M̂

"#(�)'# =+8�&
M

Q& '"#$$ #"�& ) "*�&& & Z : '"" �9%8�$��( #&#"$#"�$ ! )#&& $ $�+8%%& *')( '"& �+ & *''8#: '>&'& #)(  #"�(  )) $ ! )) ; � "#( ��*#*"# : '" *')( '"& �+ )) '& : '&'
D1D3D2

Z & ##& �&"#(( %#"�""%"##�$=( %""% ! )#$  & ! #+$' �+$' 0Z $'#"�"" ! #+$' �+$' 2 Z *')(  &&�"" ! #+$'�+$' � h �))�# $%( %
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δ

q1 q2

q0

D3

a�! e ;0� Q �9%8�$��( #&#"$#"�& .��#&/#& *'&��& "#(�)'#&$# 8�$��( #&#"$#"�))% ;
) "*�&$ : '+$ &�$

M
Q& +=!%*"=!%%& )'99�$#)  & Z /�&��'#8  & "���  ! *''8#: '&'

D1D3D3
:   )'#$�$  &  )�"$ ; �'" *''8#: '&' '& �9%*�)9 ' Z "' ; : '" "##&% : '"" *#& *'+8�& '& $#) &$��"��&)## & "���# *''8# Z "#(�)'#$� ) "*�&$ *�"*�=$�$%%& :  /�&��'#8  & "���  ! : '&' ; �& ( �)*'#)( �#"$% Z �$$% $%( % "="$�(   $$#&�& *'&��&

M
) "*�&$': �& )%9#*%=&$# : '+$  *'&��&

M̂
+=!%*>"=( %%& "=^$�: '&'& Z : '" :  ! #& : '" *'&��)) 

M
'& "=^$$��& +=!%*"=!% ) "*�&$ ; �'" +=!%*"=!%%) "*�&$  �# ')� Z *'&�

M̂
�# 9="%+8=;

2
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�'" =+$�=8�$$^( #% *#�)#'99 �:  =)�#"$�$%%& " ))#(  )) 9�'8�*$#'#"" =+8�& !%)#**��& "#:   & ( #&>*% $ + &" !%)#**�#"$% :  9%%$$�#"$% *''"$�! & �9%$=+: %& ( ��**#: '&'& *'�!  ( #&�& $'#"�)) P*'�!  ! ( ��**#: '&' !'# ')) $=+: %R Z 9%%"$%%& BO TDIIOL OIITL DJE MDJUDT!! DJE P�&/) ; �&��"$�#Y>$�8 /� ((  �" $ ; $=9 � 7 /� ((  �"R �)# " UJDK IJE LAAEETKK"KIJJL DJE P�&/) ; "$�#&/ ��� �#$#&/"="$�( "R )�'**  & ;
# $$%&'( )* $ � ,- �O TDIIOL OITE MDJUDT!! D '& &�)#**'

G = (V,Σ, P, S),

(#""%
• V

'& *#�)#'9#&   **'"$' h
• Σ ⊆ V

'& *#�)#'9#& !NNIJL JBMMDJE : '�**' h
N = V − Σ

'& SNUDM JL JBMMDJE $ ; /K"L �TUDJE: '�**' h
• P ⊆ V + × V ∗

'& *#�)#'9#& KNNEI. JE $ ; ! BTVAMIDTDVJE : '�**' P
V + = V ∗ − {ε}

R h
• S ∈ N

'& *#�)#'9#& UN@ I.K"L �TUD;
b�'8�*$#'$ 

(ω, ω′) ∈ P
(��*#$%%& $ ! ))#"�"$#

ω → ω′
;

c ��**#: '&'
γ ∈ V ∗

IATIIOO $ ;  T@IOO KATBOOE ( ��**#: '&'&
γ′ ∈ V ∗

*#�)#'9#"" 
G

Z ( ��*#$%%&
γ⇒

G
γ′

: '" !'#8  & *#�: '#$$  
γ = αωβ

Z
γ′ = αω′β

P
α, β, ω′ ∈ V ∗

Z
ω ∈ V +R Z :  *#�)#'9#"" '& 9�'8�*$#'

ω → ω′
; �'" *#�)#'99#

G
'& =+$�=8�"$% "�)!% Z ��)  $#'$ !'#8  & ( ��*#$% =*"#&*��$ #"�"$#

γ ⇒ γ′
;c ��**#: '&'

γ ∈ V ∗
IATIIOO $ ;  T@IOO ( ��**#: '&'&

γ′ ∈ V ∗
*#�)#'9#"" 

G
Z ( ��*#$%%&

γ⇒
G

∗γ′

�1



17 � �� � � � �� ��� ����������� �� �� �	 ���	���� � �	�� �� � �

: '" '& ')�(  "" : '&'
V

Q& ( ��**#: '&':  
γ0, γ1, . . . , γn

P
n ≥ 0

R Z "#$�& �$$%
γ = γ0⇒

G
γ1⇒

G
. . . ⇒

G
γn = γ′.

�%))��& Z : '" *#�)#'99#
G

'& =+$�=8�"$% "�)!% Z ( ��*#$%%& =*"#&*��$ #"�"$#
γ ⇒∗ γ′

;c ��**#: '&'
γ ∈ V ∗

'& *#�)#'9#&
G

UOAKJ T@VTK Z : '" '&
S⇒

G

∗γ
; b�)*%"$%%& 9%%$�( ��*�#"$%

*''"$�! 
G

Q& ) �"�: '+8'"
x ∈ Σ∗

'&
G

Q& UOAKJ;a #�)#'9#&
G

IATIIOL O $ ; MASOOL O MDJUD
L(G)

*''"$��
G

Q& ) �"�#"$ Z " ;' ;Q
L(G) = {x ∈ Σ∗ | S⇒

G

∗x}.

� "#( ��*#*"# "���  ! � : '#$$ (  $'& *#�)#'99# $�'$$  *#�)�&
{akbkck | k ≥ 0}

Z : '* )�!�">" 2 ;� $'8�$$##& �#>=+$�=8�$$^( %*"# Q
S → LT | ε

T → ABCT | ABC

BA → AB

CB → BC

CA → AC

LA → a

aA → aa

aB → ab

bB → bb

bC → bc

cC → cc.

d8� & $%""% '& Z �$$% *#�)#'99# !'# $�'$$  �9%$=+: %& ) �"��& Z "' ; 9 �)*%"$%%& 9%%$�( ��*�#"$%
{a, b, c}

*''"$�! & : '&'&  #&' "$  & "���#&9##�$�#& "���  ! )) $ ! )) Q�
0; �&"#& : '+8�$  & )%+$^"=(, ')#"$ !%)#*�: '&' Z : '* '& (�'$' 

L(ABC)k
Z : ')) *#&

k ≥ 1
h

� ; "#$$�& : %�: �"$�$%%& !%)#**��$
A

Z
B

Z
C

  **'": %�: �"$=*"��& h $�)'" Q
LAkBkCk

h
2 ; )'9�*"# (��$�$  & !%)#**��$ ! "$  !#*"# 9%%$$�#*"# ! "�((  )$  )* �& h $�)'" Q

akbkck
;

� "#( ��*#*"# ) �"�
aabbcc

!'#$ #"##& : '+$  Q
S ⇒ LT ⇒ LABCT ⇒ LABCABC ⇒ LABACBC ⇒ LAABCBC
⇒ LAABBCC ⇒ aABBCC ⇒ aaBBCC ⇒ aabBCC
⇒ aabbCC ⇒ aabbcC ⇒ aabbcc.

� &/�& ( #�)�&*##&$'#&�& :  �+*% =))%$$%!% $�)'" '& Z �$$% � : '#$$ (  $$'(  $ *#�)#'9#$ '! $*�! �"!'#(  )$  & $%"( %))��& �*!#! )�&$$�:  .��#&/#& *'&�#8�& * &"" ; .�)'" $'8#"$�$  & "��>�  ! "" * +8�"" '" "" ;
1�>?=7

ε
D: 63==3 < 5785D� 5==> <3=56786; 745<D5=6>�>?<=7:> A



1 0

�������

������
· · ·

· · ·

δ

q1 q2

q0

a�! 3 ;0Q �  : '#$$ (  $$'(  & *#�)#'9#& $�'$$ (  & *#�)�& $�&&#"$ ( #&�& .��#&/#& *'&��)) ;
����( � ,- �TK 0 TBL OOUD M DJUD

L
STDVOOE IATIIOO BO TDIIOL OIITL OU UO MDJUDT! DU UO� KJ STDVOOEIAEEDKIOO GABDEH DE MTEJJU UO W

GTVDKIAK W � )*''&
G = (V,Σ, P, S)

*#�)�&
L

$�'$$ ! � : '#$$ (  $'& *#�)#'99# ; a #�)#'9#&
G

9 �>��"$��)) !'#8  & "���  ! "" + +( '$�)$ ! )) $ ! )) (�'8'"$  *#�)�&
L

$�&&#"$ ! * *"#>& �+ #&�& �9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'&�
MG

; a'&�
MG

!'#8  & �8�))��& (��&$  =*"#>& �+ #"�*"# :  8�$��( #&#"'#8 )�!�& e ;� *'&"$��*$#'#)) ;a'&��&
MG

� *�&&� '& *�! & 3 ;0 (�* #&�& ; <  �+ )) 0 *'&� "%#)=$$%% *'9#'$ "=^$�: '>&'"$ ; <  �+ )) � '& *�)) *#& +�$*�))% : '*#&
G

Q& ) �"�: '+8'" Z : '$ *'&� 9=�*## (��&$ (   &"=^$�: '&'& (�'$'#"�*"# ; .'#( #&$ &"  )�*"#
MG

*#�: '#$$  * **'"& �+ ))� =*"#&*��$ #"�"$# *#�>)#'9#& )%+$^"=(, ')#&
S
;a'&��&

MG

) "*�&$ *''"$�� ! #+�#"$ ; a�"" *#& ! #+��"" *'&� Q
0; !#� * **'"& �+ & & �+ 9%%& �9%8�$��( #&#"$#"�"$# : '+'&*#& *'+$  & & �+ )) h
� ; ! )#$"�� �9%8�$��( #&#"$#"�"$# : '&*#&

G
Q& 9�'8�*$#'& Z : '$ =�#$$%% "'!�)$  ! )#$$��& & �>+ &*'+$  & P9�'8�*$#'$ '& *''8 $$� *'&��&

MG

"##�$=( %_�&*$#''& R h
2 ; : '" 9�'8�*$#'& ! "�& 9�')# "'9## =+$��& & �+ )) ')�!#�& ( ��**#�& * &"" Z

MG

*'�!   ' ; ( ��*#$ 9�'8�*$#'& '#*� & 9�')�& ( ��*�#))% P$%( % !'# �8�))=$$%% * **'"& �+ & )'9>9�9%%& "#"%))^& "##�$%( #"$% '#*� ))� $ # ! "�((  ))�R h
e ; ! #+��& )'9�*"#

MG

!��$  =**^"> :  * **'"& �+ & ( ��**#: '&':  $'#"##&" Q : '" : '&'$'! $ " (  $ Z *'&� "##�$== +=!%*"=!%%& )'99�$#)  & :  9="%+$==Z (��$�&  )'#$$  ��8�&! #+��& P*'+$ 0R ;
a'&"$��*$#'& $ �*�((  $ =*"#$= #"*'+8 $ "#!��$�$  & ;

2

����( � ,� �TK 0 TBL OOUD MDJUD
L

STDVOOE IAEEDKIOO GABDEH DE MTEJJU UO� K J STDVOOE IATIIOO BO/
 TDIIOL OIITL OU UO MDJUDT! DU UO W
GTVDKIAK W � )*' '&

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) *#�)�&
L

$�&&#"$ ! "$ &8 �8#(  ))#&�& .��#&/#&*'&� ; a'&��&
M

� *�&$��"��& &':  �$��& !'#8  & "���  ! "" �"#$�$$%!%))% $ ! )) (�'8'"$  *#�)�&
L

$�'$$ ! � : '#$$ (  $'& *#�)#'99#
GM

;



1� � �� � � � �� ��� ����������� �� �� �	 ���	���� � �	�� �� � �

a'&"$��*$#'& *�"*�#&�& #8� '& Z �$$% *#�)#'9#&
GM

!%)#**�#*"# '$�$  & P(�#8�& (� "" R* #**# 
M

Q& $#)':  
q ∈ Q

�8�"$ ! $ "=(, ')#$ ; a'&��&
M

$#) &&�
(q, uav)

!'#8  & "#$$�& �"#$$%%( ��**#: '&'& 
[uqav]

Z� :  
M

Q& "##�$=( %_�&*$#'& 9 ���"$��)) 
GM

Q%%& (�'8'"$�$  & 9�'8�*$#'$ Z: '#8�&  &"#'"$ 
[uqav] ⇒

GM

[u′q′a′v′]
: '" :  ! #& : '"

(q, uav) `
M

(q′, u′a′v′).

.%( %& "��� �*"�& "##"
M

+=!%*"== "=^$$��&
x
Z : '" :  ! #& : '"

[q0x]⇒
GM

∗[uqijjv]
: '#)) *#&

u, v ∈ Γ∗
;a  #**#  & *#�)#'99##&

GM

$�)�� *')( � �=+( %% 9�'8�*$#'#$ Q
0; b�'8�*$#'$ Z : '#)) )%+$^"=(,')#"$ 

S
!'#8  & $�'$$  ( #*% $ + &" ( ��**#: '&' (�'$' 

x[q0x]
Z ( #""%

x ∈ Σ∗
:  

[
Z
q0

:  
]
'! $ *#�)#'9#&

GM

!%)#**�#$% ;
� ; �8�))% (  #&#$�$ 9�'8�*$#'$ Z : '#)) ( ��**#: '&'"$ 

[q0x]
!'#8  & $�'$$  ( ��**#: '&'

[uqijjv]
Z: '" :  ! #& : '"

M
+=!%*"==

x
Q& ;

2 ; b�'8�*$#'$ Z : '#)) (�'$' 
[uqijjv]

')�! ( ��**#: '&' (��$�$  & $=+: %*"# ( ��**#: '&'*"# ;
a #�)��&

L(M)
*��)�! & ( ��**#: '&'&

x
$�'$$ ( #&�& $ 9 +$�� $%))^#& "���  ! & *  ! &(�*  & Q

S
(1)

⇒∗ x[q0x]
(2)

⇒∗ x[uqijjv]
(3)

⇒∗ x..%"( %))#"�"$# ( %%�#$�))%%&
G = (V,Σ, P, S)

Z ( #""%
V = Γ ∪Q ∪ {S, T, [, ], EL, ER} ∪ {Aa | a ∈ Σ},:  9�'8�*$#'$

P
(�'8'"$�! $ "���  !#"$ *')( �"$ �=+( %"$% Q

0; - )*�$#) &$��& $�'$$ ( #&�& Q
S → T [q0]
T → ε
T → aTAa (a ∈ Σ)
Aa[q0 → [q0Aa (a ∈ Σ)
Aab → bAa (a, b ∈ Σ)
Aa] → a] (a ∈ Σ)

� ;
M

Q& "##�$=( #�& "#(�)'#&$# P
a, b ∈ Γ

Z
c ∈ Γ ∪ {[}

R Q
� DDBI"LNI� � BTVAMIDTI�
δ(q, a) = (q′, b, R) qa → bq′

δ(q, a) = (q′, b, L) cqa → q′cb
δ(q, .) = (q′, .,R) q[ → [q′

δ(q, /) = (q′, b, R) q] → bq′]
δ(q, /) = (q′, b, L) cq] → q′cb]
δ(q, /) = (q′, /, L) cq] → q′c]

��>4<<>>: D66>7: C>>655 85=3<=5 :55E7: 658>:675E7: 7=56639 5:7: � F D 5==> <D:77: :>?@>�33 D: >8<?9 74< 5: <D@�
E>88> � 9;�= 9?D6D>

q[v]
D87C57: 9 74<<5F D:DF 7: <3;6639 5=63 A �39 3 9 >@ED885=??= D: D6766? @?D9 5DD: =7?4>>�

C>==> <D:=64?<65D==> A
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2 ; �'99�$#) &$��& "##!'�" Q

qijj → ELER

qijj [ → ER

aEL → EL (a ∈ Γ)
[EL → ε
ERa → ER (a ∈ Γ)
ER] → ε

2.%�*�% � : '#$$ (  $$'( #�& *#�)#'99#�& '" )�'** '! $ &" ; "@ IJ"K@ JBMNI MDJUDT! DI P�&/) ; Y'&$�� $>"�&"#$#!� /� ((  �"R Z : '#"" 9�'8�*$#'$ '! $ (�'$' 
ω → ω′

Z ( #""%
|ω′| ≥ |ω|

Z $ # (  +8'))#"�"$#
S → ε

Z ( #""%
S

'& )%+$^"=(, ')# ; � #"%*"# !  8#$  & Z �$$% : '" *#�)#'9#"" '& 9�'8�*$#'
S → ε

Z& ##& )%+$^"=(, ')#
S

�# �"##&&= ( #&*%%& 9�'8�*$#'& '#*� )) 9�')�)) ;
� "#( ��*#*"# "#!�& 17 � : '#$$ (  $'& *#�)#'99# '& [( �)*�#&\ =+$�="+��**% Q "�&  #&' : '+8'*>"# )=+�&$%!% 9�'8�*$#' '&

LA→ a
; a #�)#'99# !'#8  & (�'* $ $%"( %))��& �+8'$ $%=$$%!%%&(�'$''& *'�!  (  )) !%)#*�9 �#

LA
=+8�))% !%)#**��))%

AL

Z (��$$ (  )) )%+$^"=(, ')##& )##$>$=!%$ 9�'8�*$#'$ (�'$''&
S → ALBCT | ε

:  *'�!  (  )) 9�'8�*$#'
LA → a

9�'8�*$#')) 
AL → a

;< #( #$=" [=+$�="+��**% *#�)#'99#\ $�)�� $%)) #"$�& *#�)#'99#�& ��%%"$% &'�(   )#(�'8'"$ Z: '"" 9�'8�*$#'$ '! $ (�'$' 
S → ε

$ #
αAβ → αωβ

Z ( #""%
A

'& *#�)#'9#& !%)#*� :  
ω 6= ε

;
�%)* #(( %#"�& (�'$'#"�& 9�'8�*$#'& (�*  & "##" *'�! �""%%&$^%

A → ω
"  "'!�)$  ! #&[*'&$�*"$#"" \

α
�

β
;

�'�(   )# * #�)#
L

'& "@IJ"K@ JBMMNZ : '" "� !'#8  & $�'$$  : ')) *#& =+$�="+��*%))% *#�)#'9#)) ;. %))%*#& *#�)#)�'* )) '&  �$'(   $$#* � *$��#"'#&$# P$'8#"$�" "#!��$�$  & R Q
����( � ,� �TBL OOUD M DJUD

L
TE "@ IJ"K@ JBMMN�  TK  O SODE  TK KJ STDVOOE IAEEDKIOO J!NVJIJBL D/EDKIDKJU UN GABDEH DE MTE JJU UO�  TMO JD IOBSDIKJ JE JL!NN I".IDUOO MADE K".IJ TETE ! DIAAVJE SJBBOE

� KDDK MTEJJU UO�  TU UO JD TUJ LATITO
δ(q, /) = (q′, b,∆)

TUJSDO KDDBI"LDN� LDKKN
b 6= �/ �W 2

� �"��& 3 ;2 *'&� "  *#�: '#$$  "=^$�: '&'& 9%%))� (�#$ ( ��**�: % h  #&' "$  & )#"%$#) &*%=$$^^&'$$' '& *#�))�$$=% ; .%)) #"$ *'&�$$ " &'$  & UDE JOOBDK JKID BO TDIJIAMKD OAITL OOIDMKDP�&/) ; )#&� � , '�&8�8  �$'(  $'& R ; c #�)�&*##&$'#&�& Z (�$$ )��)$ ! "$# +=!#& ! #*�  !'#&'&/�)(  '& Z '&*' �( ; * � *$��#"'#&&#"" !%)$$%( %$^&$% *%=$$%% �9%8�$��( #&#"$#"#% *'&�#$ Z! # �##$$%#"#!%$*^ 8�$��( #&#"$#"�$ ; . %( % [��-
� ���-\>'&/�)(  '& )%+�#"�""% =+$�=8�""%*��)�#"  & [b

�
<b\>'&/�)(   & ;

a #�)#'9#$ Z & ##))% $�'$�$$ ! $ *#�)�$ :  ! "$  ! $ $�&&#"$�" �$'(   $#$ �=+( #$�))%%& �"�#& &" ;?@TLKM"E UATMMDDE "���  ! "$# Q
)����� � 	 '#*� ))� :  ! "�((  ))� )#&�  �#"�$ P"%%&&^))#"�$R * #�)#'9#$ 
 "%%&&^))#"�$ *#�)�$ 
%%��))#"�$  �$'(   $#$ h
)����� � 	 =+$�=8�$$^( %$ *#�)#'9#$ 
 =+$�=8�$$^( %$ *#�)�$ 
 9#&' �$'(   $#$ h
)����� - 	 =+$�="+��*%$ *#�)#'9#$ 
 =+$�="+��*%$ *#�)�$ 
 )#&�  �#"�"$# � : '#$�$�$  �$'(   $#$ h
)����� � 	 � : '#$$ (  $$'(  $ *#�)#'9#$ 
 � : '#$$ (  $$'( #)) *#�)#'9 �#)) $�'$�$$ ! $ *#�)�$ P&" ;��*��"##! #"�"$# &�( ��'#$�! $ *#�)�$ Z *" ; )�*� 5 ;0R 
 .��#&/#& *'&��$ ;



1e � �� � � � �� ��� ����������� �� �� �	 ���	���� � �	�� �� � �

· U

· Ū

· {akbkck | k ≥ 0}

· {akbk | k ≥ 0}

· {ak | k ≥ 0}

�

�

�

�

��� ���
���� ������

a�! 3 ;� Q X+'( "*=& *#�)#)�'* $ ;
a�! "" 3 ;� '& �"#$�$$= *  !#' X+'( "*=& *#�)#+ #�� �*# "$ ; a   !#''& '& ( ��*#$$= &%*=!##&�"#( ��**�: % *#�)#"$% Z : '$* ��'$$ ! $ +#�� �*# & 9 ��%**%#"#% $ "':  $'#"#"$  & ; . "'$ 7 :  0��'$$ ! *#�)#

U
(%%�#$�))%%& $�'&&�(9 & Z )�!�"" 5 ;e ; � (  "" )�!�"" '"'#$�$  & Z �$$%*#�)�&

U
*'(9)�( �&$$#

Ū
"#:  #$"�� $=="$#& X+'( "*=& +#�� �*# & �)*'9�')�)) ;
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	������

� �� � �������� ���� � � ��������� ������ ������������ � �����
X+��Y+#&4.��#&/#& $��"#& (�*  & "##" .��#&/#& *'&��$ '! $ 9 ��#  $$��))#"�)$ ) "*�&$ *=!=)>$%%& =+$% ! +!':  *�#& ( #$*% $ + &" ( �*  &#"�$ ) "*�) #$$��$ 6 ��#$=#"�"$# =+$% ! +!':  *�#& * #**# &=*=#"�$ $#�$'*'&��$ ; ����  ! "" $�))  & *�#$�&*#& '"'#$$ (   & Z �$$% .��#&/#&*'&�#8�& ) "*�&$ *=!=))% '& ! * !# � : '#$�*"# Q ( '&�$ )�'&&'))#"�$ :  ( #�)�&*##&$'#"�$ ) ">*�&& ))#"�$ '&/�)(  $ '! $ OUH TBDIL DKJKID BOIM JOL OIITL DO;

� �#$= #"�"$# $ �* "$�))  & Z ( #$% � : '#$�*"# "���  "##$% Z �$$% .��#&/#& *'&��& !  8#$  & 9=>"%+$=!%& * #*#)) "=^$$�#))% ; . %( % * #*#)) '+: �)( '#&$#*��""�#)) *'�'"$�$$ ! *�)!'))#"$�&  )/'>�#$( #�& 9 ���"!  $#(�" P['+: �)(  �# "  : '�$� #*�#"��& "#)(�**  &\R '"'#$$ �$�� $�'���$$#"�"$#= ))%$$%!%& + &* ) *"# ;
# $$%&'( )* $ � ,- .��#&/#& *'&�

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) '& ITIOOUDE JE Z : '" "� 9="%+$==* #*#)) "=^$$�#))% ; �'�(   )# *#�)#
A

'& BJMABKDDSDKJKID EAL JBTDIASO P�&/) ; ��Y��"#!�)= �&�( �>� ,)�R Z : '" "� !'#8  & $�&&#"$  : ')) *#& .��#&/#& *'&��)) Z :  BJMABKDDSDE JE P�&/) ; ��Y��"#!�R Z: '" "� !'#8  & $�&&#"$  P"' ; � $* #"$ R : ')) *#& $'$  )#"�)) .��#&/#& *'&��)) ;�
b ) �$�$  & ( #�)##& )�!�"$ 0;5 P" ; 00R Z �$$% _'�(   )�:  *#�)#% !'#8  & $ �* "$�)) (=^"9%%$^"'&/�)(  $==99#"$�& P,#&%%�#! "$�#"$�& R d
� >*�! �"$�& �"#$=*"#&% Q $#�$$=% 9%%$^"'&/�)>(   
π

�"#$$%!%%& *#�)��&
Aπ

*��)�! $ $%"( %))��& &� "=^$�( ��**#: '&'$
x
Z : '#+ #& )##$$==  �!'

π(x) = 1
P[*=))%\
\"=^$� �a\R ; a #�)�&

Aπ

$�&&#"$ ! .��#&/#& *'&� '& $%))^#& " (  )) '&/�)>(  &
π

� $* #"� )/'�#$( # Q  &&�$�)) "=^$$��))%
x

*'&� 9%%$== $#)  &
qijj Z : '" π(x) = 1

P["=^$�
�a\R Z :  9%%$== $#)  &

qklm $ # : %% 9="%+$=( %$$% Z : '"
π(x) = 0

P["=^$� �# *�)9  \R ; b%%$^">'&/�)(   " &'$  & BOIMJOSOMKD P�&/) ; 8�Y#8 ,)� Z "')! ,)�R Z : '" "#$% ! "$  ! _'�(   )# * #�)# '&��*��"##! #&�& Z :  TKDIIODE BOIM JOSOMKD P�&/) ; "�( #8�Y#8 ,)�R Z : '" "#$% ! "$  ! _'�(   )# *#�)# '&��*��"##! #"�"$# &�( ��'#$�! ; �&/�)(  '& "##" � $*� ! Z : '" "#))% '& *�)!'))#&�& Z  #& 9="%+$=!%� $* #"� )/'�#$( # Z :  '"#$$ #& � $*� ! Z : '" "#))% '& � $* #"� )/'�#$( # Z : '* [*=))%\>$ 9 �*"#"" 
1274<5885=7: 6?:6?5=55: : 59 56;<=55: �47<?4=55C5:7:� F > �47<?4=55C5=7=65 :?9 74D56?C>� D: @5=6D45>885=76 =;;6 A

�:=59935:7: 9 7<>>:5=7: 8>=<7::>: 	D49 >85=D5:65 D85C>6 : 59 56635: ��E785: F > � 877:7: �47<?4=55C 5=76� � =D A 657�
6;:8>5=588> 47<?4=5D<>>CD588> 9 33456788;6 <D<D:>5=8?<? 	?:<65D6 A �363 	D49 >85=9 5> <3;6637: CD56>5=55: 9 334567883 �
7663 <D<D:>5=8?<?F D?<<D D: 47<?4=55C5:7: � F D= =7: <>4><6745=65:7: 	?:<65D D: 47<?4=55C5:7: 	?:<65D � F > 47<?4�
=55C 5=7=65 :?9 74D56?C> � F D= =7 D: 6;@F 3 6>5 F D:<5: 47<?4=55C5=7: 	?:<65D: <?C>F D?<<D A 
>9 >5=6>9 >88> 	D49 >>856
<57876 9 74<<5F D:DF 7: <>:D:5=7: F 34F 7=6;<=7: 
<= A =5C? ��
 C3856;<=7883 <D<D:>5=8?<?F D?<<D5@ 5: =>>E>>: 63==3
9 33456788;6 <3=566776 
C46 A 8>?=7 � A��
 A

13



15 � �� � � � ����	 ��������	 �����

MA

a�! 5 ;0Q � �*��"##! #"�& *#�)�& *'(9)�( �&$#& $�&&#"$ ( #&�& .��#&/#& *'&��)) ;

MA

MB

a�! 5 ;� Q a  +8�& ��*��"##!#"�& *#�)�& =+8#"$��& $�&&#"$ ( #&�& .��#&/#& *'&��)) ;
! "$   #& '#*�#& Z (�$$ [�#\>$ 9 �*"#"" !'# : %%8% 9="%+$=( %$$% ; �&/�)(  Z : '* �# ')� � $>*� ! Z '& BOIM JOL OITE P�&/) ; �&8�Y#8 ,)� Z �&"')! ,)�R ; P� ATL WQ � $*� (  $'& '&/�)(  !'# "##"')) '"#$$ #& � $*� ! ;R
� �� � �������� ����� � � ��������� ������ ���������� ��� ������� � ��

����� �����������
����( � ,- � UMTTI

A,B ⊆ Σ∗
BJMABKDDSDKDO MDJUDN W GNU U.DE L ".K MDJUJI
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<57876
3347885=76

a�! 5 ;� Q X+'( "*=& *#�)#+ #�� �*# :  ��*��"##!#"�$ *#�)�$ ;
� �� � �������� ���� � ����� � � �������� �����������
c ��*#$%%& ��*��"##! #"�"$# &�( ��'#$�!#�& *#�)$�& )�'**  �� Q))% :  ��*��"##! #"$�& *#�)$�& )�'*>*  ��X Q))% ; � �"�#8�& 3 ;0 :  3 ;� (�*  & '& "##"

��
�

� : '#$$ (  $$'( #)) *#�)#'9 �#)) $�'$�$$ ! $ *#�)�$
�

X+'( "*=& )�'** 7 ;
.'#"  )$ !'#8  & '"'#$$  Z �$$% * #**# =+$�=8�$$^( %$ *#�)�$ PX+'( "*=& )�'** 0R '! $ ��>*��"##! #"# Z :  �$$% '& ')�(  "" ��*��"##! #"# *#�)#% Z : '$* �#!%$ ')� =+$�="+��**#% 6 $'"#& '&" &/�& ! #*� )^=$%% UATEETU UDK IO �"#( ��**#% *#�)�"$% Z : '* *��)�#"# &%#8�& )�'**#�& ��'$�*>"��& ; a�! "" 5 ;� '& �"#$�$$= *  !#' X+'( "*=& *#�)#+ #�� �*# "$ $%=8�&&�$$=&% ��*��"##!#"$�&*#�)$�& )�'* )) ;
� �� � � ���� ������������ �� ������ ��
� ))%$$%!%& ( '&�$ $#�$': �&*%"#$$�)='&/�)(  $ '! $ � $*� (  $$'( # ; ����  ! "" '"'#$�$  & Z �$>$% �"#( ��*#*"# : '*"��&*#& * #**# '+: �)( #�& $'#( #&$  Z $ # $ �*�(( #& " &'�& &##8�& ) "*�( # "=^$�
$�)'">*�! �*"# *'"*�! $ *="=(=*"�$ '! $ � $*� (  $$'( # ; �'+8 &$'& $%+%& =)�#"��&$�)'*"��& Z &" ; � #Y�& ) �"��"��& Z $ �* "$�))  & �&"#& =+$% "�& ��#*'#"$ 9 �"$ ;
�����
� �� ��	�� 	� 


. �* "$�))  & 9%%$^"'&/�)(   [�=!%*"==*^  &&�$$� .��#&/#& *'&� =+$%%& "=^$�( ��**#: '>&' �\ �&/�)(  & �"#$=" _'�(   )#& *#�)�&% '&
<�

= {c ∈ {0, 1}∗ | L(Mc) 6= ∅}P<�
∼

�&/) ; &'&�(9$=R ; � "'#$$ �$�� Z �$$% $%( %*#& '&/�)(  '& � $*� (  $'& ;



07e � �� � � � ����	 ��������	 �����

MUMGMOK

cwc

a�! 5 ;1 Q .��#&/#& *'&��&
MNE

� *�&&� ;

a/a1,R a/a2,R a/ak,R a//,L

a/a,L

./.,R

M· · ·

a�! 5 ;07 Q .��#&/#& *'&��&
Mw

� *�&&� ;
����( � ,-- � DJUD �� TE BJMABKDDSDK JKID EAL JBTDIASO� LAIIO JD BJMABKDDSDE JE W
GTVDKIAK W .'8�$  & �&"#& Z �$$% *#�)# <� '& ��*��"##!#"�"$# &�( ��'#$�! (�'8'"$ (  )) "#))�$�&&#"$ :  *'&�

M��
; a'&�

M��
'& +�)9 '#&$ "��&&#$�)) �9%8�$��( #&#"$#"�&% h "� !'#8  &$ �!#$$ �"" 8�$��( #&#"'#8 ) �"��& e ;2 (�* #"�"$# ;

� )*' '&
M��

: ' ) �"��& 5 ;n $'8#"$�*"�"" �"##&$=&=$ .��#&/#& *'&� Z : '* $�"$  '&*'  &>&�$$� "=^$� *�)!'))#&�& .��#&/#& *'&��& *''8# Z :  ')*''&
MG

�9%8�$��( #&#"$#&�& .��#&/#& *'>&� Z : '* *#�: '#$$  & �+ )) : ' ')�! & ( ��**#: '&'& 9 ��%%& ( #�)#! )$ #"�& ,#&%%�#: '&'&
w
; a'&�

M��
!'#8  & (�'8'"$  =+8#"$%( %))% *'&��$

M��
Z
MG

:  �&#!��"  )#*'&�
MU

P) �"��"$ 5 ;5R*�! & 5 ;1 �"#$$%( %))% $ ! )) ;
��)!%"$# '& Q

c ∈ L(M��) ⇔ c
'& *�)!'))#&�& .��#&/#& *'&��& *''8# :  '& ')�(  "" 

w
" ;� ;

cw ∈ U

⇔ c
'& *�)!'))#&�& .��#&/#& *'&��& *''8# :  '& ')�(  "" 

w
" ;� ;

w ∈ L(Mc)

⇔ L(Mc) 6= ∅.

� "'#$�$  & "#$$�& Z �$$% *#�)# <� �# ')� ��*��"##! #&�& ; .%( % &%+8%%& ')�$$ (  )) Z �$$% *#�>)�))% <� ')#"# $'$  )#&�& $�&&#"$ :  *'&�
MT
��

Z :  (�'8'"$ (  )) $%( %& 9 ���"$��)) $'$  )#&�&$�&&#"$ :  *'&�
MT

U

*#�)�))�
U

; a'"* 
U

�# ')� ��*��"##!#&�& P) �"� 5 ;nR Z $%( % '& (  +8'$$'>(��" :  '"'#$$  Z �$$% *'&�$$ 
MT
��

�# !'# ')) ')�(  "" ;a'&��&
MT

U

*'&"$��'#&$# *'&��"$ 
MT
��

9 ���"$�� ��%%&) #"��& "=^$$�#8�& *''8  ( #"��&.��#&/#& *'&�#8�& ['+: �)(  ! *#'#*"#\ ; � )*' '&
M

(#�)#! )$ #&�& .��#&/#& *'&� Z : '&* $'#( #&>$  "=^$$��))%
w

+ )�$  & $�$*# ; c ��*#$%%&
Mw

Q))% *'&�$$ Z : '* *�))'#"�"$ *#& $'8�))#"�"$ "=^$$��"$%%& �##99�(  $$ *'�!  "�& ( ��**#: '&')) 
w

:  $'#( ## "#$$�& *�$�&
M

; a�! "" 5 ;07'& �"#$�$$= *'&��&
Mw

� *�&&�*  !#' Z *�&
w = a1a2 . . . ak

h *�! "" '& )=+==8�& !�'*"# ( ��>*#$$=
a
Q)) [( #$% $ + &" ( ��**#%\ : '�*'"$ 

{0, 1, /}
;



� ��� � ����� ����	������� �� �� �	�� �� 073

cMw

cMw MENCODE

a�! 5 ;00Q .��#&/#& *'&��&
MENCODE

$'#( #&$ ;

cMw MENCODE MT
NE

cMw

a�! 5 ;0� Q .��#&/#& *'&��&
MT

U

� *�&&� ;
a'"* *'&��&

Mw
$'#( #&$ �# �##9� ) #&*  & "�& $'8�))#"�"$ "=^$$��"$% Z "� : '*' +=!%*"==$ # +=)*%% * #**# ( ��**#: '&'$ Z "�& (�*  & ( #$�&

M
"�+$ �$��

w
Q+�& Q

L(Mw) =

{
{0, 1}∗,

: '"
w ∈ L(M)

h
∅,

: '"
w /∈ L(M)

;
� )*' '& "#$$�&

M������
.��#&/#& *'&� Z : '* "  "=^$$��&%%& ( #�)#! )$ #"�& .��#&/#& *'>&��&

M
*''8#"$ 

cM

:  ,#&%%�#: '&'"$ 
w

(�'8'"$�! & : '&'&
cMw

:  : %$$%% $�)'*"�&  & & �>+ ))� �8�))% *�! $�& *'&��&
Mw

*''8#&
cMw

; P�'" "=^$� �# ')� (�'$' 
cw

Z ( #""%
c
'& *�)!'))#>&�& .��#&/#& *'&��& *''8# Z *'&�

M������
9%%$== +=)*%%!%%& )'99�$#)  & ;R a'&�

M������'9 ��'# "##" .��#&/#& *'&�#8�& MTTVJDU UO *�! & 5 ;00 �"#$$%( %))% $ ! )) ; -&&�$�& *'&��&
M*''8##& "� )#"%% "##�$=( %!##"#*'#$ P[*'&�*%"*=: %\R :  (��$$  $#)': �& &�( ��'#&$# "#$�& Z �$$%*''8# $�)�� *'&��&

M
"#:   & �"#$$%( %%& *'&�$$ 

Mw
;

�&#!��"  )#* #�)�))�
U

!'#$ #"##& &=$ *'&��$
M������

:  +=9 '$��$$#&�&
MT
��

*�! & 5 ;0��"#$$%( %))% $ ! )) =+8#"$%( %))% (�'8'"$  $'$  )#&�& $�&&#"$ :  *'&�
MT

U

; ��)!%"$# *'&�
MT

U'& $'$  )#&�& Z : '"
MT
��

'& Z :  
L(MT

U ) = U
Z *'"* Q

cMw ∈ L(MT
U )

⇔ cMw ∈ L(MT
��) =

<�
⇔ L(Mw) 6= ∅

⇔ w ∈ L(M).c�$$ *#�)#
U

�# ')� ��*��"##! #&�& Z : '$�& $%)) #&�& $'$  )#&�& $�&&#"$ :  *'&�
MT

U

�# ')� (  +>8'))#&�& ; �  8�"$ �#"$#�##8 "$ 9%%$�))%%& Z �$$% (=^"*%%& *#�)�))% <� �# !'# ')) $'$  )#"$ $�&&#"$ :   
MT
��

;
2

� 
��	 	
���

�8�))#"�& ) �"��& $'8#"$�"$�*&##**  +#�(  & =)�#"$%( %))% !'#8  & $'8#"$  "���  ! "" �"#$�$>$%!% ��#$$%#& ! +! � $*� (  $$'(��"$�)'" Z &" ; � DCJE UOAKJ;



075 � �� � � � ����	 ��������	 �����

x

w

=6>46

MA

M

a�! 5 ;02 Q .��#&/#& *'&��&
Mw

� *�&&� P� #Y�& ) �"�R ;
� &'$  & .��#&/#& *'&��&

M
KJL OEIIDK JMKD TL DEODKAAVJMKD ( #$% $ + &" "�)) #"$ '( #>& #"��$$ Z : '* �##99�� ! #& *'&��&
M

$�&&#"$ (  "$ *#�)�"$% Z �# "�& "=&$ *$#"�"$ � *�&$��">$ ; � "#( ��**�: % "�(  &$$#"#"$ '( #& #"��*"#"$ '! $ "#$�& [
M

+=!%*"== $=+: %& "=^$�: '&'&\ Z[
M

+=!%*"== : '&*#& "=^$�: '&'&\ P*#�)�& <� *�!  (  '( #& #"��"R Z [
M

+=!%*"== %%��$$^( %&('&$ ( ��**#: '&' \ Z [
M

Q& $�&&#"$ (  *#�)# '& "%%&&^))#&�&\ : &� ; �'" * +8�)) .��#&/#& *'>&��)) 
M1

:  
M2

'&
L(M1) = L(M2)

Z & ##& *'&�#)) 
M1

:  
M2

'& $%( %& ( %%�#$�)( %& (�*  &$%"( %))��& " (  $ "�(  &$$#"�$ '( #& #"��8�$ ;c %%�#$�))%%& +#�(  &  ,"$� *$#(( #& Z �$$% KJL OEIIDE JE TL DEODKAAK
S

'& ( #*% $ + &" *'*'�)(  ��*��"##! #"�"$# &�( ��'#$�!#   **'"$'&
{0, 1}

*#�)#% h *'&��)) 
M

TE TL DEODKAAK
S
Z: '"

L(M) ∈ S
; GBDSDOOUDI TL DEODKAAVJI '! $

S = ∅
P'( #& #"��" Z : '$ �# ')� ( #))%%& *'&��)) R:  

S = RE
P'( #& #"��" Z : '* '& * #*#)) *'&�#)) R ;

�(#& #"��"
S

'& BOIMJOSOZ : '" : '�**'
Y'8�"

(S) = {c | L(Mc) ∈ S}

'& ��*��"##!#&�& ; .'#"#& " &'�& Q '( #& #"��" '& � $*� ! Z : '"  &&�$�"$ .��#&/#& *'&��& *''>8#"$ !'#8  &  )/'�#$( #"�"$# 9%%$�))% Z '&*' *'&��)) *="=$$= "�(  &$$#&�& '( #& #"��" ;
����( � ,-� �� &�( � � ODMMD GABDEH DE MTEJDVJE J! NIBDSDOOUDI KJL OEIIDK JI TL DEODKAAVJI TSOIBOIM JOL OIITL DOW
∗

GTVDKIAK W � )*''&
S

(#�)#! )$ #&�& �9%$�#! #  )# "�(  &$$#&�& '( #& #"��" ; ]'#8  & ')�$$  Z �$>$%
∅ /∈ S

Q $'#"#& " &'�& Z �$$% $=+: %& : '�*'& $�&&#"$ !#)) .��#&/#& *'&�#)) �# ')� $ �* "$�)$ !  '( #& #"��$$ ; .%( % �# ( ��*#$"� ')��))#"$ � : '#$�"$ Z "#))% : '"
∅ ∈ S

Z !'#8  & "���  !  $'8#">$�"$ *%=$$%�& '"'#$$  Z �$$% '( #& #"��"
S̄ =

��
−S

'& � $*� (  $'& Z :  9%%$�))% �8�))��& $%"$%) �"��& 5 ;0P#R 9 ���"$��)) Z �$$% (=^" '( #& #"��"
S

'& � $*� (  $'& ; a'"* 
S

'& �9%$�#! #  )# Z'& ')�(  "" : '*#& .��#&/#& *'&�
MA

Z : ')) '& '( #& #"��"
S

6 :')) "##"
L(MA) 6= ∅ ∈ S

;
� )*' '& $%))% *��$  

M������
.��#&/#& *'&� Z : '* (�'8'"$  "=^$$��&%  &&�$�"$ Z (�'$' 

cMw
')�! "$ ( ��**#: '&'"$ Z "���  ! &) #"�& .��#&/#& *'&��&

Mw
*''8#& P: '" "=^$� �# ')�!  8#$$� (�'$' Z

M������
9%%$== +=)*%%!%%& )'99�$#)  & R Q

�=^$$��))%
x

*'&�
Mw

$'#( ## �&"#& *�$�&
M

"=^$$��))%
w
; �'"

M
+=!%*"==

w
Q& Z

Mw
$'#( ## *�$�& *'&�

MA

"=^$$��))%
x
; �'"

M
+=)*%%

w
Q& Z (=^"

Mw
+=)*%%

x
Q&



� �� � � ����	������� ������ �� ��� � ����� �� ����� 07n

MT
S

cMw

cMw MENCODE

a�! 5 ;0e Q .��#&/#& *'&��&
MT

U

� *�&&� P� #Y�& ) �"�R ;
P*�! 5 ;02R ; a'&��&

Mw
$�&&#"$ (  *#�)# '& "#$�& Q

L(Mw) =

{
L(MA),

: '"
w ∈ L(M)

h
∅,

: '"
w /∈ L(M)

;
a'"* ')�$�*"�& (�*  &

L(MA) ∈ S
:  
∅ /∈ S

Z '& *'&��)) 
Mw

'( #& #"��"
S
Z : '":  ! #& : '"

w ∈ L(M)
;

� )�$�$  & "#$$�& Z �$$% '( #& #"��"
S

')#"# � $*� ! Z "' ; �$$% *#�)�))% Y'8�" P
S
R ')#"# $'$  )#&�&$�&&#"$ :  *'&�

MT
S

; . %))^#& "  $ #"##& �8�))#"�& $'8#"$�*"�& $ 9  & $'$  )#&�& $�&&#"$ :  *'&�*#�)�))�
U

=+8#"$%( %))% *'&��$
M������

:  
MT

S

*�! & 5 ;0e (�* #"�"$# ; ��)!%"$# *'&�
MT

U

'&$'$  )#&�& Z : '"
MT

S

'& Z :  
cMw ∈ L(MT

U )

⇔ cMw ∈ L(MT
S ) =

Y'8�"
(S)

⇔ L(Mw) ∈ S

⇔ w ∈ L(M).a'"* *#�)#
U

�# ')� ��*��"##!#&�& Z $%( % '& (  +8'$'&$ Z ( #"$% 9%%$�))%%& �$$% '( #& #"��"
S�# !'# ')) � $*� ! ;

2

� �� � � ���������������������� ������ ��� ����
� #Y�& ) �"��& (�*  & "##" : '*"��&*#& * #**# .��#&/#& *'&�#8�& 6 $ # �*!#! )�&$#"$# X>'+: �)( #�&6 "�(  &$$#"�$ '( #& #"��8�$ '! $ � $*� (  $$'( # ; �  $*� (  $$'( # '&/�)( # �"##&$== ��&>"  "$# (�� )) *#& *�#& '+: �)( #�& $'#( #&& &  & )=="#& =+$�=8�""% ; ����  ! "" : '#$ *#& �"#>( ��**�: % Z #)(  & $'8#"$�*"# ;
����( � ,-� �� %(� &���''&�� )��� )&� %�'�(�* �''�*��� � ���%��	
�%&�� -��� � � D TUJ TUJ/
LOKKO OUH TBDIL DO�  TMO BOIMODKDKD� TEMT OEEJIIA JEKDLL NDKJE MJBIOUASAE ! BJVDMOOIIDMOUM"" UDEMOOSO

φ
SOUDVD �
UTTH DKJKID ITKD �� ITVDKIASO ! BJVDMOOIIDMOUM"" UDE OMKDTTL DKIO� W

����( � ,-+ ��� &)� (%'&� -� , ���()* �� � # �'&� ��(� &'��	� �� &�	� �� &����	��'��* -���� �� �
� D TUJ TUJL OKKO OUH TBDIL DO�  TMO BOIMODKDKD� TEMT OEEJIA U UO MTMTEODKUAMAMJBITDL DKJU UO !TU"ET/
LDU UO

P (x1, . . . , xn)
MTMTEODKUAMAETU UOMT@IDO �KTW K JU UODKDO  TET O

(m1, . . . ,mn) ∈ Zn �  TDU UO
P (m1, . . . ,mn) = 0

� W �EH JUL O TE BOIMJL OITE  T� MAE
n = 15

IOD VJH
(P ) = 4

W
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� �"��& 5 ;0e "��� �*"�& �# = )�#"�(( #&*%%& !'# ')) ')�(  ""  )/'�#$( # Z : '*  &&�$�"$ *'*'& #")�*� �#$( �$##* & !%#$$��"$% � $* #"#"# Z '&*' "� $'$$ ! # �# ; . %""% =)�#"�""% (�'8'""  �#$( �$##* & '&/�)( #�& � $*�(  $$'(��" '& '))�$ $�&&�$$� : ' `^8�)#& Z X+��Y+#& :  .��#&>/#& 0127>)�!�& $^#"$% )%+$#�& ; Pc  #&#$$ *''& *�#$�&*#& Z �$$% "�)) #"$�&  �#$( �$##* & *  !'>: �& Z : '#"" �"##&$== ! #& =+$��&) "*�:  :  "�����"!��$ #)�:  Z �# *��$') "*�:  6 &" ; b��",��/��> �#$( �$##* & 6 $'$��"'&/�)(  '& � $*� ! ;R
�'�(   )#�& *#�)$�& $�'�# "" �"##&$== ��&"  "$# � $*� (  $$'( # '&/�)( # ; ����  ! "" '&9#�&# $ �)�**' $==9#))#"$�& *#�)#'99#'&/�)( #�& � $*� !��8�"$ Z *�&  &&�$$�& '& *#�)#'9#$

G:  
G′

X+'( "*=& +#�� �*# & $#�$=)$% $ "')$ 
i
:  ( ��**#: '&'

w
; . �)�*'"" 

R ∼
[� $*� ! \ Z

E
∼

[�# � $*� ! \ Z
T ∼

[ #& $'$$ \ ;
. "'

i
Q

�&/�)(  Q '&*'
3 2 1 0

w ∈ L(G)? R R R E
L(G) = ∅? R R E E
L(G) = Σ∗? R E E E
L(G) = L(G′)? R E E E
L(G) ⊆ L(G′)? R E E E
L(G) ∩ L(G′) = ∅? R E E E
L(G)

"%%&&'))#&�&
? T E E E

L(G) ∩ L(G′)
$==99#%

i? T E T T

L(G)
$==99#%

i? T E T E

� �� � � �������� ���� ��������
� )*''&

M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, qijj , qklm ) (#�)#! )$ #&�& "$ &8 �8#(  ))#&�& .��#&/#& *'&� ; c %%�#>$�))%%& *'&��&
M

UOKM JL O TKDIIODKMASOAK P$ ; /0 AEMIDTR
fM : Σ∗ → Γ∗

"���  ! "$# Q

fM (x) =

{
u,

: '"
(q0, x) `

M

∗(q, uav)
: ')) *#&

q ∈ {qijj , qklm}, av ∈ Γ∗;(%%�#$$�)�( %$^& Z (��$�& ;
.'#"#& " &' �& Q *'&�

M
*�!  ( ��**#: '&'&

x ∈ Σ∗
"#))� ( ��**#: '&'))�

u ∈ Γ∗
Z : '* "#:  #$"��*'&��& & �+ 9%%& ! "�((  )) 9�')�&

M
Q& ) "*�&& & "=^$$��))%

x
9="%+$=�""% ; �'" ) "*�&$ "=^$$��))%

x
�# 9="%+8=Z *�! �*"�&  �!' 9#"$��""%

x
�# ')� ( %%�#$�)$=;

� "#$$ #"_�&*$#'
f : Σ∗ → A

'& TKDIIODKBJMABKDDSDE JE P�&/) ; 9 �$# ) ��Y��"#!�R Z : '" "� !'#8  &) "*� : ')) *#& .��#&/#& *'&��)) Z "' ; : '" '&
f = fM

: ')) *#&
M = (Q,Σ,Γ, . . . )

Z ( #""%
A ⊆ Γ∗

;
� "#$$ #"��*��"##! #_�&*$#'

f
'& �MTMTEODK/� BJMABKDDSDE JE Z : '" "� !'#8  & ) "*� : ')) *#& $'$  )#>"�)) .��#&/#& *'&��)) ; �*!#! )�&$#"$# !'#$ #"##& ( %%�#$�))% Z �$$% '"#$$ #"��*��"##!#_�&*$#'

f
'&��*��"##!#&�& Z : '" "�&  �!'

f(x)
'& ( %%�#$�)$= * #* #)) 

x
;
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����( � ,-�

�D� � DJUD
A ⊆ Σ∗

TE BJMABKDDSDE JE �  TK  O SODE  TK KJE MOBOMIJBDKIDE JE 0 AEMIDT

χA : Σ∗ → {0, 1}, χA(x) =

{
1,

 TK
x ∈ A;

0,
 TK

x /∈ A

TE BJMABKDDSDE JE 0 AEMIDTW
�DD� � DJUD

A ⊆ Σ∗
TE BJMABKDDSDK JKID EAL JBTDIASO�  TK  O SODE  TK TE

A = ∅
IOD TE TUJL OKKOBJMABKDDSDE JE 0 AEMIDT

g : {0, 1}∗ → Σ∗
�  TU UO

A = {g(x) | x ∈ {0, 1}∗}.

GTVDKIAK W �#!��$�$  & P(�$$ �# ! #*� R ;
2

� ��� � � �������� ���� ����������� � � �� ������������ � �����
� *"# ) "*�$$ !��"$�'�# & *�"*�#"#% $��( ':  '& '&/�)( #�& ! #*��"!��$ #)� ; � �%" $ 9 _'�(  )#"'#>8 #8� Z �$$% '&/�)(  

A
'& [+�)9 '(9#\ $ # [�&#&$%%& =+$% ! #*� \ *�#& '&/�)(  

B
P! "$  ! "$#

B
[!%+#&$%%& &##& ! #*� \ *�#&

A
R '& "���  ! ;

� )*' '$
A ⊆ Σ∗

Z
B ⊆ Γ∗

_'�(   )�:  *#�)#% ; a #�)#
A

!'#8  & ! OUOAIIOO BJMABKDDSDK JKID P�&/) ;��Y��"#!�)= (  &=>'&� ��8�Y�" $'R *#�)��&
B

Z ( ��*#$%%&
A ≤m B,

: '" '& ')�(  "" ��*��"##! #&�& _�&*$#'
f : Σ∗ → Γ∗

Z : ')) '& '( #& #"��" Q
x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B,

* #*#)) 
x ∈ Σ∗.

.'#"#& " &'�& Q ( #*% $ + &" '&/�)(  &
A

"=^$�
x

!'#8  & ��*��"##!#"�"$# (��&$  '&/�)(  &
B

"=^$$��*"#
f(x)

Z "#$�& �$$% ! "$ �" *="=(=*"��& ['&*'
x
Q))% '( #& #"��"

A
�\ '& " (  *�#&! "$ �" *="=(=*"��& ['&*'

f(x)
Q))% '( #& #"��"

B
�\b ) �$�"��)  $#')) 

≤m

'& "���  ! $ 9 ���"'( #& #"��8�$ Q
�(* * � � ,-� � ODMDU UO MDJUDU UN

A
�
B

�
C

TE STDL OKKO �
�D�

A ≤m A�
�DD�  TK

A ≤m B
 O

B ≤m C
� EDDE

A ≤m C �
�DDD�  TK

A ≤m B
 O

B
TE BJMABKDDSDK JKID EAL JBTDIASO� EDDE

A
TE BJMABKDDSDKJKID EAL JBTDIASO�

�DS�  TK
A ≤m B

 O
B

TE BJMABKDDSDE JE � EDDE
A

TE BJMABKDDSDE JE W
GTVDKIAK W

P#R ��)!% ; P] )#$  & 9 ) �$�"_�&*$#'*"#
f(x) = x

;R
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↓
x f(x)

↓
v

↓
f(x)# g(f(x))

↓

v′

h(x)x Mf MREW Mg

a�! 5 ;03 Q �+8#"$�$=& *�! �*"�& ) "*�! .��#&/#& *'&� ;

f(x)
MBx Mf MREW

a�! 5 ;05 Q a #�)�&
A

9 ) �$�"_�&*$#'&
f

:  *#�)�&
B

 !�)) $�&&#"$ ! .��#&/#& *'&� ;
P##R � )*' '&

f
9 ) �$�"_�&*$#'

A
Q"$ 

B
Q+�& :  

g
9 ) �$�"_�&*$#'

B
Q"$%

C
Q+�& ; P�=+=�"$#!'#8  & ( ��*#$%

f : A ≤m B
Z
g : B ≤m C

;R � "'#$�$  & Z �$$% =+8#"$�$$= _�&*$#'
h
Z

h(x) = g(f(x))
Z '& 9 ) �$�"

A
Q"$ 

C
Q+�& ;

. �* "$�$  & �&"#& Z �$$%
h

'& ��*��"##! #&�& ; � )*' '&
Mf

$'$  )#&�& .��#&/#& *'&� Z : '* ) "*��
f
Q& :  

Mg

$'$  )#&�& .��#&/#& *'&� Z : '* ) "*��
g
Q& ; � )�$�$  & *'&�

Mg

"�)) #"�*"# Z�$$% "� $=+: %( ��*#& � + ! #$�""  & $'#( ## " ( '#& *�#& )'99�( ��*#&
/

$ 9 �*"�"" ;
� )*' '& )#"%*"#

M���
.��#&/#& *'&� Z : '* *'�!  * #**# & �+ 9%%"$% '#*� ))� "#:  #$"�! $( ��*#$ $=+: %( ��*�#))% :  !#� & �+ 9%%& & �+ &  )*��& ; ��&*$#'

h
!'#8  & $%))^#& ) "*� *�! "" 5 ;03 �"#$�$=& * )$ #"�)) $'$  )#"�)) .��#&/#& *'&��)) ;

. �* "$�$  & !#�)% Z �$$% _�&*$#'
h

$%=$$%% 9 ) �$�"�+8'& Q
x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B ⇔ g(f(x)) = h(x) ∈ C.�#$�&

h : A ≤m C
;

P###R ZP#! R � )*' '&
f : A ≤m B

Z
MB

*'&� Z : '* $�&&#"$  *#�)�&
B

Z :  
Mf

*'&� Z : '* ) "*�� _�&*$#'&
f
; . %))^#& *�! "" 5 ;05 �"#$�$$= *'&� $�&&#"$  *#�)�&

A
Z :  '& )#"%*"# $'$  )#&�& : '"

MB'& ;
2

c��*#$%%& Q
��

= {
  **'"$'&

{0, 1}
��*��"##! #"�"$# &�( ��'#$�! $ *#�)�$

};
��X

= {
  **'"$'&

{0, 1}
��*��"##! #"�$ *#�)�$

}.a#�)#
A ⊆ {0, 1}∗

'& �� /IN"VJU UDE JE P�&/) ; �� >Y'(9)�$�R Z : '"
P#R

A ∈
�� :  

P##R
B ≤m A

* #*#)) 
B ∈

�� ;
�� >$%=8�))#"�$ *#�)�$ '! $ "##" [(  *"#(   )#"�& ! #*�#$ \ )�'* "" �� Z $ # $%"( %))#"�(( #& " >&'�& &� "#"%)$%!%$ [��*��"##! #"�"$# *''8 $$�#& \ $#�8'$ * #*#"$ )�'* & �� *#�)#"$% ;
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· TOT

· U

�� �63;E7885=76
�
D��� �63;E7885=76

���

· H· H̄
· Ū

· NE · NE

�
D��� ��

a�! 5 ;0n Q a #�)#)�'**#�& �� Z Y'>�� :  ��X "�+$��$ ;
����( � ,-� � DJUD

U
TE �� /IN"VJU UDE JE W

GTVDKIAK W � �"��& 5 ;5 9 ���"$��)) $#�8�$%%& Z �$$%
U ∈

�� ; . �* "$�))  & ( #�)#! )$ #"$ 
B ∈

�� h ')*''&
B = L(MB)

; . %))^#&
B

!'#8  & 9 ) �$$  
U

Q+�& _�&*$#')) 
f(x) = cMB

x
; . %( %_�&*$#' '& "�)!%"$# ��*��"##! #&�& Z :  "#))% '& '( #& #"��"

x ∈ B = L(MB) ⇔ f(x) = cMB
x ∈ U. 2

�(* * � � ,-� � UMTTE
A
�� /IN"VJU UDE JE MDJUD�

B ∈
��  O

A ≤m B
W GNU U.DE L ".K MDJUD

B
TE�� /IN"VJU UDE JE W

GTVDKIAK W �. ;
2

� �"��& 5 ;0n :  )�((  & 5 ;0� 9 ���"$��)) !'#8  & $'8�$ Z �$$% )�!�"" 5 ;n $ �* "$�)$� *#�)#<� '& (=^" �� >$%=8�))#&�& ; �� &#( #$$%#& *��)�� )�'**  & �� Z :  "���  ! _�&*$#'
f

'&9 ) �$�"
U ≤m NE

P!�$ ; ) �"��& 5 ;00 $'8#"$�"R Q
f(x) =

{
cMw ,

: '"
x = cMw;

ε,
: '"

x
�# ')� !  8#$$� (�'$' 

.d$"�  "# "" � #Y�& ) �"��& P) �"� 5 ;0�R $'8#"$�" '"'#$$  Z �$$% MODMMD .��#&/#& *'&�#8�& "�>(  &$$#"##& '( #& #"��*"##&
S

)##$$=!%$ *#�)�$ Y'8�" P
S
R Z : '#)) 

∅ /∈ S
:  Y'8�"

(S) ∈
�� '! $

�� >$%=8�))#"#% ; � )��&"%*#& &%=$$%% : '"$ *#& "=="$% ')�! & &##& Z �$$% * #**# [)�'&&'))#"�$\ ��>*��"##! #"�"$# &�( ��'#$�! $ Z �#>��*��"##! #"�$ *#�)�$ '! $ �� >$%=8�))#"#% ; .�'���$$#"�"$# !'#8  &*�#$�&*#& '"'#$$  "���  ! $�)'" P$'8#"$�" "#!��$�$  & R Q
����( � ,-� ����' � � ATMOKKO ��

−
�� ? TE MDJUDN�  TIMO JDSNI TUJ �� /IN"VJU UDKDN W

2

� "*�$$ !��"$�'�# & '"��8�& 9%%$$��*"# �"#$�))%%& !#�)% =*"# *%"#$� Q *'"* )�'** �� �# ')�"�): �$$� *'(9)�( �&$'#&&#& "�+$��& Z "#))% '& )�'&&'))#&�& 8�  )#)�'** Q
Y'>��

= {Ā | A ∈
��
}.

� �"��& 5 ;2 9 ���"$��)) '& ��
∩

Y'>��
=
��X ;

��'* "" Y'>�� !'#8  & ( %%�#$�))% $%=8�))#"�& *#�)�& *%"#$� " ( '#& *�#& )�'* "" �� Q *#�)#
A ⊆ {0, 1}∗

'& Y'>�� >$%=8�))#&�& Z : '"
A ∈

Y'>�� :  
B ≤m A

* #*#)) 
B ∈

Y'>�� ; d$"�  "# "" '& +�)99 ' $'8�$ Z �$$% *#�)#
A

'& Y'>�� >$%=8�))#&�& Z : '" :  ! #& : '" *#�)#
Ā

'& �� >$%=8�))#&�& ;a�! "" 5 ;0n '& �"#$�$$= *  !#' )�'**#�& �� Z Y'>�� :  ��X "�+$�#"$ ;c  #&#$  & $%=8�))#"==8�& !�'*"# ! #�)% 9 �# *�"*�#"$% ) "*�$$ !��"$�'�# & $�)'"$ #)(  &$'8#"$�*"# ;
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����( � ,�� � DJUD
G�G

= {c |
GABDEH DE MTEJ

Mc
! "KN@I"" MODMDU UO K".IIJDU UN}

JD MAAUA UATMMOOE �� JDMN UATMMOOE CT/�� W
2� &'$  & Z �$$% *#�)�$

A,B ⊆ {0, 1}∗
'! $ BJMABKDDSDKJKID DKTL TB� KDO P�&/) ; ��Y��"#!�)= #"'>( '�9+#YR Z : '" '& ')�(  "" ��*��"##!#&�& ,#: �*$#'

f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗
P$%))^#& (=^" *%%&$�#">_�&*$#'

f−1 '& !%)$$%( %$$% ��*��"##!#&�& R Z : ')) 
x ∈ A ⇔ f(x) ∈ B,

* #*#)) 
x ∈ Σ∗.

� �*��"##! #"�"$# #"'( '�� "�$ *#�)�$ '! $ "##" ( ��**#: '&': �& ��*��"##! #"$ ��8�))��&: %�: �"$%( #"$%)�*��&'$$ (  $$ [" (  $\ ;
����( � ,�- �# �� &))� � ODMMD �� /IN"VJU UDK JI MDJUJI TSOI BJMABKDDSDKJKID DKTL TB� KDOW

2
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.%""% ( '&#"$��"" *%"#$�))="$%  �$'(   $$#�& Z *#�)#'99#�& :  ) "*�$$ !��8�& $�'�# "$ '& $ �>: ')) (=^" )�*�#"# �&/) &&#&*#�)#"#% =)�#"�"#$=*"#% Z �"#( ��*#*"# "���  ! $ Q
� ; d ; - ; X'+�& Q �EIBTVACIDTE IT ?TL! AIJB G@ JTB"� �EV � VW �'+& � #)�= � �'&" Z<�� �'�* Z <� Z 0115 ;
� ; `�� �# Q �E �EIBTVACIDTE IT I@ J G@JTB" T0 ?TL! AIOIDTE W X'(9�$�� �Y#�&Y� b��"" Z
�' Y*!#))� Z c� Z 01�1 ;
���� 	

��� �
�� ��� �������� ����
∼����� �
������ ���
������ ��� ���� �
� ; � ; � '9 Y�'_$ Z � ; c '$� &# Z � ; � ; � ))(  & Q �EIBTVACIDTE IT �AITL OIO G@ JTB"�
�OEHAOH JK� OEV ?TL! AIOIDTE � �EV � VW -88#"'&>��")�=Z � � 8#&/ Z c- Z �77 0;
� ; a #&, �� Z X ; �( #$+ Q G@JTB" T0 ?TL! AIDEH � � �JEIUJ �EIBTVACIDTE W b��&$#Y�>�  )) Z
�99 �� � 88)� � #!�� Z <� Z �77 0;
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