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Lukijalle
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Luku 1

Matemaattisia peruskasitteita

1.1 Joukot

Joukko (engl. set) on kokoelma alkioita. Alkiot voidaan ilmoittaa joko luettelemalla, esimer-
kiksi

S ={2,3,57,11,13,17,19}
tai jonkin sddnnon avulla, esimerkiksi
S = {p | p on alkuluku, 2 < p < 20}.

Jos alkio a kuuluu joukkoon A, merkitédén a € A, pdinvastaisessa tapauksessa a ¢ A. Esimer-
kiksi edelld on 3 € S, 8 ¢ S.

Térked erikoistapaus on tyhja joukko (engl. empty set) (), johon ei kuulu yhtdan alkiota.

Jos joukon A kaikki alkiot kuuluvat my6s joukkoon B, sanotaan ettd A on B:n osajoukko
(engl. subset) ja merkitiin A C B.' Jos A ei ole B osajoukko merkitdsin A ¢ B. Siis
esimerkiksi edelld on {2,3} C S, mutta {1,2,3} € S. Triviaalisti on voimassa () C A kaikilla
A.

Joukot A ja B ovat samat, jos niissd on samat alkiot, so. joson A C B ja B C A. Jos
on A C B, mutta A # B, sanotaan ettd A on B:m aito osajoukko (engl. proper subset) ja
merkitdian A C B. Edelld olisi siis voitu kirjoittaa myos {2,3} C S ja () C A jos A # 0.

Joukon alkioina voi olla myds toisia joukkoja (tdlloin puhutaan usein joukkoperheestd),
esimerkiksi

X = {@, {1}’ {2}’ {1’ 2}}

Jonkin perusjoukon A kaikkien osajoukkojen muodostamaa joukkoperhetts sanotaan A:n po-
tenssijoukoksi (engl. powerset) ja merkitisin P(A):lla; esimerkiksi edelld on X = P({1,2}).2
Selvisti on A C B jos ja vain jos A € P(B).

Joukkoja voidaan kombinoida joukko-operaatioilla, joista tdrkeimmat ovat:

'Kirjallisuudessa esiintyy myds merkintd A C B.
*Koska n-alkioisen perusjoukon A potenssijoukossa on 2" alkiota, kiiytetiin kirjallisuudessa potenssijou-
kolle my6s merkintds, 2.
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(i) Yhdiste (engl. union)
AUB ={z |z € Atai z € B},
esimerkiksi {1,2,3} U{1,4} = {1,2,3,4}.
(ii) Leikkaus (engl. intersection)
ANB={z |z € Ajaxe B},
esimerkiksi {1,2,3} N {1,4} = {1}.
(iii) Erotus (engl. difference)
A-B={z|zeAjazx¢ B},
esimerkiksi {1,2,3} — {1,4} = {2,3}.3

Joukko-operaatioita koskevat tietyt laskulait, joista térkeimmé&t ovat yhdisteen ja leik-

kauksen liitanndisyys:
AU(BUC)=(AUB)UC, ANn(BNnC)=(AnB)NC
ja vaihdannaisuus:
AUB=BUA, ANnB=BNA

sekd naiden osittelulait:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).

Jos kaikki tarkasteltavat joukot ovat jonkin yhteisen perusjoukon U osajoukkoja, sanotaan
erotusta U — A joukon A komplementiksi (U:n suhteen) ja merkitdan A:lla. Yhdiste-, leikkaus-
ja komplementointioperaatioita yhdistavat tédrkeat de Morganin kaavat:

AUB=ANB, AnB=AUB.
Liséksi joukkojen erotus voidaan esittda leikkauksen ja komplementoinnin avulla seuraavasti:
A-B=ANB.

Jos joukkoperheen A jdsenet on indeksoitu, esim. A = {41, Aa,..., A, }, niin yhdisteelle
ja leikkaukselle voidaan kdyttda lyhennemerkintojé

UAi:AlLJAQU"'UAn
=1

3Joukkoerotukselle kiytetdzin kirjallisuudessa myds merkintis A\ B.
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ja
ﬂAi:AlmAzm---ﬂAn.

i=1

Samaan tapaan voidaan muodostaa my6s ddrettomien joukkoperheiden yhdisteitd ja leik-
kauksia. Jos esimerkiksi A = {A1, Ay, As, ...}, niin madritelldén

UAl:UAZ:{x|x€AZJollak1nz:1,2,}
i>1 i=1

ja
(Ai=[)A4i={z|z€A kaikillai=1,2,...}.
i>1 i=1

Indeksien ei yleisesséd tapauksessa tarvitse olla edes luonnollisia lukuja, vaan indeksijouk-
kona voi olla miki tahansa joukko I, so. A = {A4; |i € I'}. Télloin kdytetddn merkintoja

UAZ' ={z |z € A, jollakin i € I}
iel

ja

(A4 ={z |z € 4 kaikilla i € I}.
el

1.2 Relaatiot ja funktiot

Olkoot A ja B joukkoja. Alkioiden a € A ja b € B jarjestettyd paria (engl. ordered pair)
merkitddn (a,b). On huomattava, ettd joukkoina on aina {a,b} = {b, a}, mutta jos a # b, niin
jérjestettyins pareina on (a,b) # (b, a).* Kaikkien em. tyyppisten parien kokoelmaa sanotaan
joukkojen A ja B karteesiseksi tuloksi (engl. Cartesian product) ja merkitdén:

Ax B={(a,b) |ac Ajabec B}.
Niin ollen on esimerkiksi:
{1,2,3} x {1,4} = {(1,1),(1,4),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4)}.

Relaatio R joukolta A joukolle B on mielivaltainen kokoelma jérjestettyjd pareja (a,b),
missd a € A ja b € B, so. jokin karteesisen tulon A x B osajoukko:

R C A x B.

Jos relaation R lahtdjoukko (engl. domain) A ja maalijoukko (engl. codomain, range) B ovat
samat, so. R C A x A, sanotaan ettd R on relaatio joukossa A.

4Tasmillisesti, mutta epdintuitiivisesti voidaan jirjestetty pari miiritells joukkona (a,b) = {a, {a,b}}.
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Kuva 1.1: Relaatioiden R ja R o R graafit.

-
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0
)
Kuva 1.2: Osajoukkorelaation S graafi.

Jos (a,b) € R, niin merkitdan myds aRb ja sanotaan etté alkio a on relaatiossa (suhteessa)
R alkioon b. Em. infiz-merkintéd kdytetddn varsinkin silloin, kun relaation nimend on jokin
erikoismerkki, esimerkiksi <, <, = tai ~. (Onhan luontevampaa kirjoittaa esimerkiksi “a < ”
kuin “(a, b) €<".)

Olkoon R C A x B. Osajoukon A’ C A kuva (engl. image) relaatiossa R on

R[A|={be B|3d € A’ se. (d',b) € R}
ja osajoukon B’ C B alkukuva (engl. inverse image) on
R7B1={ac A|3 € B se. (a,b') € R}.
Relaation R C A x B kddnteisrelaatio (engl. inverse relation) on relaatio R™! C B x A,
Rt ={(b,a) | (a,b) € R}.

Relaatioiden R C A x B ja S C B x C yhdistetty relaatio (engl. composite relation) Ro S C
A x C maéritelldan:

RoS=1{(a,c)|3be Bs.e. (a,b) € R,(b,c) €S}

Relaatiota R C A x B on usein — varsinkin jos joukot A ja B ovat #érellisid — havain-
nollista tarkastella suunnattuna verkkona t. graafina, jonka solmuina ovat joukkojen A ja B
alkiot ja solmusta a € A on kaari (“nuoli”) solmuun b € B, jos ja vain jos (a,b) € R.

Olkoon esimerkiksi joukossa A = {a, b, ¢, d} méaritelty relaatio R C A x A,

R= {(a7 b)? (a7c)7 (b, d), (e, d)? (d, d)}
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Kuvassa 1.1 on esitetty relaatiota R ja yhdistettyd relaatiota R o R vastaavat graafit. Kuvas-
sa 1.2 puolestaan on esitetty potenssijoukossa X = P({1,2}) médriteltyd osajoukkorelaatiota

S={(AB)eX xX|AC B}

vastaava graafi.

Relaatio f C A x B on funktio, jos kukin a € A on relaatiossa f tdsmilleen yhden b € B
kanssa. Alkiota b sanotaan tilloin alkion a kuvaksi ja merkitdén f(a) = b. Jos halutaan
korostaa, ettd relaatio f on funktio, sille kiiytetdan merkintdd f: A — B. Funktioita koskee
kaikki mitd edelld yleisesti on todettu relaatioista, mutta historiallisista syistd funktioiden
yvhdistdminen merkitddn toisin pain kuin yleisten relaatioiden: jos f: A — B ja g: B — C
ovat funktioita, niin niiden yhdistetty funktio mééritellddn kaavalla (g o f)(a) = g(f(a)).

Funktio f: A — B on surjektio (engl. onto map), jos jokainen b € B on jonkin a € A
kuva, so. jos f[A] = B, ja injektio (engl. one-to-one map), jos kaikki a € A kuvautuvat eri
alkioille, so. jos a # o' = f(a) # f(d’) kaikilla a,a’ € A. Funktio f on bijektio, jos se on seki
injektio ettd surjektio, so. jos jokainen b € B on yhden ja vain yhden a € A kuva.

1.3 Ekvivalenssirelaatiot

Ekvivalenssirelaatiot ovat matemaattisesti tdsméllinen muotoilu sille yleiselle idealle, etta oliot
ovat keskenddn samankaltaisia jonkin kiinnostavan ominaisuuden X suhteen. Ominaisuuteen
X perustuva ekvivalenssirelaatio osittaa tarkasteltavien olioiden joukon ekvivalenssiluokkiin,
jotka vastaavat ominaisuuden X eri arvoja. (K&éntéden mielivaltainen olioiden joukon ositus
IT maaras tietyn abstraktin samankaltaisuusominaisuuden, nimittéin sen ettd oliot ovat sa-
mankaltaisia jos ja vain jos ne sijoittuvat samaan osituksen II luokkaan.)

Osoittautuu, ettd yleinen “samankaltaisuusrelaation” idea voidaan kiteyttdd seuraaviin
kolmeen ominaisuuteen.

Maiéritelmi 1.1 Relaatio R C A X A on:
(i) refleksiivinen, jos aRa kaikilla a € A;
(ii) symmetrinen, jos aRb = bRa kaikilla a,b € A;

(iii) transititvinen, jos aRb,bRc = aRc kaikilla a,b, c € A.

Miiritelmd 1.2 Relaatio R C A x A, joka toteuttaa edelliset ehdot (i)—(iii), on ekvivalens-
sirelaatio. Alkion a € A ekvivalenssiluokka (relaation R suhteen) on

Rla] = {z € A | aRz}.

Ekvivalenssirelaatioita merkitd&n usein R:n sijaan alkioiden samankaltaisuutta korostavilla
symboleilla ~, =, ~ tms.

Esimerkki. Maaritelldén perusjoukossa A = {kaikki 1900-luvulla syntyneet ihmiset} relaa-
tio ~ asettamalla ehdoksi, ettd a ~ b on voimassa, jos ja vain jos henkil6illd a ja b on sama
syntymévuosi. Télloin ~ on selvisti ekvivalenssi (tarkasta ehdot!), jonka ekvivalenssiluokat
koostuvat keskenddn samana vuonna syntyneistd henkilistd. Luokkia on 100 kappaletta —
olettaen ettd joka vuosi on syntynyt ainakin yksi ihminen — ja abstraktisti ne vastaavat
1900-luvun vuosia 1900, ... ,1999.
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Lemma 1.1 Olkoon R C A x A ekvivalenssirelaatio. Talloin on kaikilla a,b € A voimassa:
Rla] = R[b] joss aRb.

Todistus. Olkoot a ja b mielivaltaisia perusjoukon A alkioita. Oletetaan ensin, ettd R[a] =
R[b]. Relaation R refleksiivisyyden nojalla on aina voimassa ehto bRb, joten mééritelmén 1.2
mukaan on b € R[b] = R[a], ja siis my6s ehto aRb on voimassa.

Viitteen toisen suunnan osoittamiseksi oletetaan, ettd ehto aRb on voimassa. Relaation
R symmetrisyyden nojalla on t&lléin voimassa my6s bRa. Osoitetaan, ettd voimassa on sisél-
tyvyys Rla] C R[b]. Vaihtamalla paattelyssd a:n ja b:n roolit ndhdaan, etta talldin on myos
R[b] C RJal, ja siten itseasiassa R[a] = RJ[b].

Olkoon siis z € R[a] jokin ekvivalenssiluokan R|a] alkio. M&éritelmén 1.2 mukaan on
talléin aRx, ja koska bRa, niin R:n transitiivisuuden nojalla myds bRz, so. x € R[b]. Koska
em. padttely on voimassa mielivaltaisella x € R[a], on néin ollen R[a] C R[b]. 0

Lause 1.2 Olkoon R C A x A ekvivalenssirelaatio. Tdlloin R:n ekvivalenssiluokat muodosta-
vat A:n osituksen erillisiin epdtyhjiin osajoukkoihin, so.:

(i) Rla] # 0 kaikilla a € A;

(1) A=U,ca Rlal;
(iii) jos Rla] # RI[b], niin R[a] N R[b] = 0, kaikilla a,b € A.
Todistus.

(i) Selva, koska a € R|a].

(ii) Selvi, koska

A=|J{a} < |JRla C A

a€A acA

(iii) Olkoot a,b € A sellaiset, ettd R[a] N R[b] # 0. Osoitetaan, ettd talloin on R[a] = R[b].
Olkoon nimittdin ¢ jokin leikkauksen R[a] N R[b] alkio. M#dritelmén 1.2 mukaan on
talléin voimassa aRc ja bRe. Lemman 1.1 nojalla téstd seuraa, ettd R[a] = R[c] = RJ[b).
O

Kééntden jokainen perusjoukon A ositus erillisiin epétyhjiin luokkiin A;, ¢ € I, méarid vas-
taavan ekvivalenssirelaation:

a~b < ajabkuuluvat samaan luokkaan A;.

1.4 * Jarjestysrelaatiot

Kuten edelld samankaltaisuuden idea, voidaan moninaiset matematiikassa esiintyvat olioiden
“jarjestykset” kiteyttdd seuraavasti:

Maiédritelmi 1.3 Relaatio R C A X A on antisymmetrinen, jos kaikilla a,b € A on voimassa
ehto aRb,bRa = a = b.
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Maiédritelmi 1.4 Relaatio R C A x A, joka on refleksiivinen, antisymmetrinen ja transitiivi-
nen, on joukon A (osittainen) jarjestys (engl. (partial) order). Jérjestysrelaatioita merkitdan
usein R:n sijaan symboleilla <, < tms. Jos perusjoukossa A on méidritelty jarjestys =, sa-
notaan ettd A on jarjestetty joukko. Jos valittu jarjestys ei ole yhteydestéd selvd, kiytetdan
pelkdn A:n sijaan pitempédd merkintdd (A, <).

Jos jérjestetyn joukon (A, <) alkioilla a,b € A on voimassa a < b tai b < a, sanotaan
ettd a ja b ovat vertailtavia (engl. comparable). Jos edelleen kaikki perusjoukon A alkiot ovat
(pareittain) vertailtavia, jirjestys < on tdydellinen (kokonainen, lineaarinen) (engl. complete,
total, linear order), tai lyhyesti tdysjarjestys (kokonaisjarjestys, lineaarijéirjestys).
Jarjestetyn joukon (A, <) alkio a € A on:

(i) maksimaalinen, jos a < x = a = x kaikilla = € A;
(ii) minimaalinen, jos x < a = a = z kaikilla x € A4;
(iii) suurin alkio, jos x < a kaikilla z € A;

(iv) pienin alkio, jos a < x kaikilla z € A.

Jarjestetty joukko (A, <) on hyvin jarjestetty (engl. well-ordered) t. hyvinjdarjestys, jos jokainen
epatyhjd B C A siséltdd jarjestyksen < suhteen pienimmén alkion.

Lemma 1.3 Jokainen hyvinjdarjestys on taydellinen.
Todistus. Tarkastellaan pareja {a,b}. 0O
FEsimerkkeja.

(i) Luonnollisten lukujen joukko N varustettuna tavanomaisella lukujen suuruusjérjestyk-
selld, so. struktuuri (N, <) on hyvinjérjestys.

(ii) Sen sijaan kaikkien kokonaislukujen suuruusjérjestys, so. struktuuri (Z, <) on kylla tay-
dellinen, mutta ei hyvinjarjestys.

(iii) Olkoon X mielivaltainen joukko. T&lloin struktuuri (P(X),C) on jarjestys, mutta ei
taydellinen jos | X| > 2. (Vrt. kuva 1.2.)

iv) Olkoot m,n € N. Merkitdén:
m | n < m on nm tekija.
Struktuuri (N, |) on jarjestys, mutta ei tdydellinen.
Olkoon (A, <) jarjestetty joukko. M#dritellddn lyhennemerkinnét:

a<b & a=xba#b
a-b & b=<a
a>-b & arba#hb.

Alkio a € A on alkion b € A vdliton edeltdjd ja b on a:n véliton seuraaja, jos:
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5
| (1,2,3)
4 8 /!\
| |
3 4 6 9 10 UE} {31’3} 1{2’3}
2 il noow®
| ~ 1l T
1 1 0
({1,2,...,5},<) ({1,2,...,10},)) (P({1,2,3}),9)

Kuva 1.3: Kolmen jirjestyksen Hasse-kaaviot.

(i) a<bja
(ii) milldén alkiolla ¢ € A ei ole a < ¢ < b.

Jokainen #irellinen jérjestetty joukko (A, =) voidaan esittdd ns. Hasse-kaaviona, jonka
solmut vastaavat A:n alkioita, ja solmusta a € A on viivat “ylospédin” a:n kaikkiin vélittémiin
seuraajiin. Kuvassa 1.3 on tésté joitakin esimerkkeja.

Jarjestysrelaation Hasse-kaavio voidaan ndhdd myds relaation graafiesityksen “transitiivi-
sena reduktiona”, missé graafista on selkeyden vuoksi jatetty pois ne kaaret, joiden olemassa-
olo voidaan péaitelld graafissa esitettyjen kaarten ja tarkasteltavan relaation refleksiivisyyden
ja transitiivisuuden nojalla.

1.5 Induktioperiaate

Lause 1.4 Olkoon (A, =) hyvin jdarjestetty joukko ja P(a) jokin A:n alkioita koskeva vdite.
Jos voidaan osoittaa kaikilla a € A induktio-ominaisuus:

[P(z) tosi kaikilla = < a] = P(a) tosi, (%)
niin vaite P(a) on tosi kaikilla a € A.
Todistus. Oletetaan, ettd ominaisuus (*) on voimassa, mutta silti joukko
B ={a€ A| P(a) on epitosi }

on epatyhji. Koska A on hyvin jirjestetty, joukossa B on jéirjestyksen =< suhteen pienin alkio
b € B. Mutta talldin on voimassa:

[P(x) tosi kaikilla = < b],

joten oletuksen (x) mukaan pitéisi olla myds P(b) tosi. Saadusta ristiriidasta seuraa, ettd on
oltava B = (), ja siis P(a) tosi kaikillaa € A. O

Seuraus 1.5 (Luonnollisten lukujen vahva induktio) Olkoon P(k) jokin luonnollisten
lukujen ominaisuus. Jos on voimassa:
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(1) P(0) ja
(ii) kaikilla k > 0: [P(0)&P(V)& ... &P(k)] = P(k + 1),
niin P(n) on tosi kaikilla n € N.

Seuraus 1.6 (Luonnollisten lukujen heikko induktio) Olkoon P(k) jokin luonnollisten
lukujen ominaisuus. Jos on voimassa:

(i) P(0) ja
(ii) kaikilla k > 0: P(k) = P(k+ 1),

niin P(n) on tosi kaikillan e N.

Esimerkkiné induktioperiaatteen 1.6 soveltamisesta todistetaan oikeaksi seuraava:

Viite. Kaikilla n € N on voimassa kaava
Pn): (Q4+24---4n2=13+2%+...4+n

Todistus.

(i) Perustapaus: P(0): 0% =0.

(ii) Induktioaskel: Oletetaan, ettd annetulla & > 0 kaava

Pk): (Q+2+--+k2=134+234+... 4+
on voimassa. Télloin on myos:

1+---+/<:)2+2-(1+---+/<:)-(k+1)+(k+1)2
R 2.2 ShCe 1) (k1) + (4 1)

(
(1° +
= (13+---+/<:3)+/<:(k+1) + (k+1)°
(Bt + B+ (k+1) - (k+ 1)
= P+ 4+ + (k+1)°

(1424 +k+(k+1)? =

On siis todettu, ettd kaavan P(k) totuudesta seuraa kaavan P(k + 1) totuus, so. ettd
P(k) = P(k+1), kaikilla & > 0. Luonnollisten lukujen induktioperiaatteen 1.6 nojalla voidaan
nyt paatelld, ettd kaava P(n) on voimassa kaikillan € N.

1.6 Automaatit, aakkostot, merkkijonot ja kielet

Automaattiteoria tarkastelee diskreetin signaalinkésittelyn perusmalleja ja -menetelmid, tai
tietojenkésittelytermein ilmaistuna diskreettien I/O-kuvausten (syote/vaste-kuvausten) yleis-
td teoriaa. Perustilanne on kuvassa 1.4 esitetyn kaltainen: halutaan suunnitella mekanismi
tietyn I/O-kuvauksen toteuttamiseen, tai kdantden halutaan ymmértdsa millaisia kuvauksia
tietynlaisilla mekanismeilla voidaan toteuttaa. Yleisesti tarkasteltuna automaatin kisite on
matemaattinen abstraktio. Matemaattisin menetelmin suunniteltu automaatti voidaan toteut-
taa eri tavoin, vaikkapa sdhkopiirind, mekaanisena laitteena tai kaikkein tyypillisimmin tieto-
koneohjelmana.
Téassd monisteessa keskitytddn padosin automaatteihin, joiden:
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Syote Tulos
“r011”” | AUTOMAATTT | “OK”

Kuva 1.4: Automaatti.

(i) syotteet ovat adrellisia, diskreettejd merkkijonoja;
(ii) vasteet ovat yksinkertaisia bindériarvoja 1/0 (“syote OK”/’syote ei kelpaa”).

Téllaisen bindérivasteisen automaatin voidaan myos tulkita ratkaisevan jonkin sy6tteisiin liit-
tyvin péddtosongelman: se hyviksyy syotteet, joilla se antaa vasteen 1 ja hylkdd muut.® Eri
automaatit tietenkin ratkaisevat eri ongelmia, ja jonkin ennalta-annetun paatosongelman rat-
kaisuautomaatin 16ytdminen on yleensd epétriviaali tehtévi. Itse asiassa yksi automaatti-
teorian térkeistd teemoista on maarittda, minkad tyyppisilla paatosongelmilla ylipddtaan on
ratkaisuautomaatteja tietyissd automaattiluokissa.

Yleisemmin automaattiteoriassa tarkastellaan myos automaatteja, joiden sydtejonot ovat
adrettomid (tallaisia malleja tarvitaan esimerkiksi jatkuvatoimisia “reaktiivisia” systeemei-
td kuten kayttojarjestelmid, tietolitkenneohjelmistoja tai prosessinohjausjirjestelmid tarkas-
teltaessa) sekd automaatteja, jotka laskevat mutkikkaampia kuin binddriarvoisia funktioita.
Téssd tarkasteltavien perusmallien tuntemus muodostaa kuitenkin pohjan my6s ndiden rik-
kaampien mallien kasittelylle.

Peruskiisitteitd ja merkintdoja

Aakkosto (engl. alphabet, vocabulary) on miki tahansa &érellinen, epatyhji joukko alkeismerk-
kejd t. symboleita. Tarkeitd aakkostoja ovat esimerkiksi binddriaakkosto {0,1} ja latinalainen
aakkosto {A,B, ... Z}

Merkkijono (engl. string) on aarellinen jérjestetty jono jonkin aakkoston merkkejd. Esi-
merkiksi “01001” ja “0000” ovat bind&riaakkoston merkkijonoja ja “TKTP” ja “XYZZY” ovat
latinalaisen aakkoston merkkijonoja. Térked erikoistapaus on tyhji merkkijono (engl. emp-
ty string), jossa ei ole yhtddn merkkid. Havaittavuuden parantamiseksi tyhjan merkkijonon
paikka usein osoitetaan erikoismerkilla .

Merkkijonon z pituutta, so. sithen siséltyvien merkkien méarad, merkitaan |x|:11a. Esimer-
kiksi [01001| = [XYZZY| = 5, [0000| = |[TKTP| = 4 ja |¢| = 0.

Merkkijonojen vélinen perusoperaatio on katenaatio eli jonojen perdkkéin kirjoittaminen.
Katenaation operaatiomerkkind kiytetaén joskus selkeyden lisddmiseksi symbolia ~. Esimerk-
keja:

(i) KALA"KUKKO — KALAKUKKO;
(ii) jos x =00 ja y = 11, niin zy = 0011 ja yx = 1100;

(iii) kaikilla x on ze = ex = x;

SMasritelmésin sisiltyy eris tirked piilo-oletus: automaatin tulkitaan “hylkisvin” myos sellaiset sydtteet,
joilla se ei tuota minkddnlaista vastetta esimerkiksi laskennan padttyméattomyyden takia. Tdmé mahdollisuus
osoittautuu luvussa 6 esitettdvin yleisen laskettavuusteorian kannalta aivan keskeiseksi.
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(iv) kaikilla z, y, z on (zy)z = z(y2);
(v) kaikilla z, y on |zy| = |z| + |y|.

Aakkoston ¥ kaikkien merkkijonojen joukkoa merkitaan ¥*:lla. Esimerkiksi jos ¥ = {0, 1},
niin ¥* = {¢,0, 1,00, 01, 10, ... }.

Mielivaltaista merkkijonojoukkoa A C X* sanotaan aakkoston X (formaaliksi) kieleksi
(engl. formal language).

Automaatit ja formaalit kielet

Olkoon M edelld kuvatun kaltainen bin#érivasteinen automaatti, jonka syotteet ovat jonkin
aakkoston ¥ merkkijonoja. Merkitédén automaatin M sydtteelld x antamaa vastetta M (z):114.
(Oletuksen mukaan on siis M(z) € {0,1} kaikilla € ¥*.) Automaatin M hyviksymien
syotteiden joukkoa

Ay ={ze¥ | M(z)=1 C X*

sanotaan M:n tunnistamaksi kieleksi (engl. language recognised by M).

Automaattiteorian yksi perusidea on, ettd automaatin M rakenne heijastuu kielen Aps
ominaisuuksissa. Tai kddntden: oletetaan, ettd haluttaisiin toteuttaa jokin pdé&tdsongelma-
tyyppinen I/O-kuvaus 7: ¥* — {0, 1}. Tarkastelemalla kielt&

A ={z e ¥ |n(z) =1}

saadaan vihjeitd siitd, millainen automaatti tarvitaan kuvauksen 7 toteuttamiseen.

Vakiintuneita merkintdjia

Vaikka matemaattisille kisitteille kiiytetyt merkinnét ovatkin periaatteessa vapaasti valitta-
vissa, on esityksen ymmarrettdvyyden parantamiseksi tapana pitdytya tietyissé kiytannoissa.
Aakkostoihin ja merkkijonoihin liittyville késitteille ovat seuraavat merkintdtavat vakiintu-
neet:

o Aakkostot: ¥, I', ... (isoja kreikkalaisia kirjaimia).
Esimerkki: bindariaakkosto ¥ = {0,1}.

o Aakkoston koko (tai yleisemmin joukon mahtavuus): |X|.

o Alkeismerkit: a, b, ¢, ... (pienid alkupéén latinalaisia kirjaimia).
Esimerkki: olkoon ¥ = {ay, ... ,a,} aakkosto; télloin |X| = n.
e Merkkijonot: u, v, w, z, y, ... (pienid loppupéén latinalaisia kirjaimia).

e Merkkijonojen katenaatio: x”y tai vain xy.
e Merkkijonon pituus: |z|. Esimerkkeja:

(i) |abe| = 3;

(ii) olkoon & =aj...am, y = by ...by; talléin |zy| = m + n.

e Tyhjd merkkijono: €.
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e Merkkijono, jossa on n kappaletta merkkid a: a”. Esimerkkeja:
(i) a" =gaa...aq;
—
n kpl
(i) |a®bcF| =i+ j + k.
e Merkkijonon z toisto k kertaa: z*. Esimerkkeji:

(i) (ab)? = abab;
(i) |2 = Kla;
(iii) 2% =e.

e Aakkoston Y kaikkien merkkijonojen joukko: >*.
Esimerkki: {a,b}* = {e,a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,aab, ... }.

Merkkijonoinduktio

Automaattiteoriassa tehdddn usein konstruktioita “induktiolla merkkijonon pituuden suh-
teen.” Tamé tarkoittaa, ettd médritelldén ensin toiminto tyhjéin merkkijonon & (tai joskus
yksittdisen aakkosmerkin) tapauksessa. Sitten oletetaan, ettd toiminto on méaritelty kaikilla
annetun pituisilla merkkijonoilla u ja esitetdan, miten se télléin méaaritellddn yhtd merkkis
pitemmilld merkkijonoilla w = ua.

Esimerkki. Olkoon ¥ mielivaltainen aakkosto. Merkkijonon w € ¥* kddnteisjono (engl.
reversal) w’ médritellisin induktiivisesti siannoilli:

(i) e® =¢;

R _ ~ R

(ii) jos w on muotoa w = ua, missd u € X*, a € X, niin w a u't.

Tallaista induktiivista, tai kuten myds sanotaan “rekursiivista” méaritelmés voidaan tie-
tenkin kayttda laskujen perustana esimerkiksi seuraavaan tapaan:

(011)% = 17(01)F = 17(170%) = 117(07e®) = 1107 = 1107e = 110.

Tarkedmpéaa on kuitenkin konstruktioiden ominaisuuksien todistaminen maaritelmas noudat-
televalla induktiolla. Esimerkking todistetaan seuraava yksinkertainen kédnteisjonojen omi-
naisuus:

)R = gy

Viite. Olkoon ¥ aakkosto. Kaikilla z,y € ¥* on voimassa (xy Yt

Todistus. Induktio merkkijonon y pituuden suhteen.

(i) Perustapaus y = e. (ve)ft = of = a2l

(ii) Induktioaskel. Olkoon y muotoa y = ua, missi u € ¥*, a € X. Oletetaan, ettd viite on
voimassa merkkijonoilla z, u. T4lléin on:

(ay)t = (aua)?
= a (zu)ft [R:n méadritelmé]
= a (uffz®) [induktio-oletus]
= (a"uf)zlf [":n liitdnnaisyys|
= (ua)fz® [R:n méadritelmé]
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1.7 Numeroituvat ja ylinumeroituvat joukot

Miéidritelmad 1.5 Joukko X on numeroituvasti ddreton (engl. countably infinite), jos on ole-
massa bijektio f: N — X. Joukko on numeroituva (engl. countable), jos se on #drellinen tai
numeroituvasti &éreton. Joukko, joka ei ole numeroituva on ylinumeroituva (engl. uncoun-
table).

Intuitiivisesti sanoen joukko X on numeroituva, jos sen alkiot voidaan jérjestéd ja indeksoida
luonnollisilla luvuilla: joko X = {zg,z1,... ,2p—1} (jos X on n-alkioinen &&rellinen joukko)
tal X = {xo,x1,...} (jos X on numeroituvasti adretén joukko). On helppo osoittaa (HT),
ettd numeroituvan joukon kaikki osajoukot ovat my6s numeroituvia, mutta ylinumeroituvil-
la joukoilla on aina sekd ylinumeroituvia ettd numeroituvasti ddrettomid osajoukkoja. Siten
ylinumeroituvat joukot ovat jossain mielessd “isompia” kuin numeroituvat.

Lause 1.7 Minkd tahansa aakkoston X merkkijonojen joukko ¥X* on numeroituvasti ddreton.

Todistus. Muodostetaan bijektio f: N — ¥* seuraavasti. Olkoon ¥ = {ay,aq,... ,a,}. Kiin-
nitetddn >:n merkeille jokin “aakkosjirjestys”; olkoon se a1 < ag < --- < ap.

Joukon Y¥* merkkijonot voidaan nyt luetella valitun aakkosjirjestyksen suhteen kanoni-
sessa t. leksikografisessa jarjestyksessd (engl. canonical t. lexicographic order) seuraavasti:

(i) ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= ¢), sitten 1:n mittaiset (= aj, as,... ,an),
sitten 2:n mittaiset jne.;

(ii) kunkin pituusryhmén sisalld merkkijonot luetellaan aakkosjirjestyksessi.

Bijektio f on siis:

0 — ¢
— (11
2 = as

n+1 — aa;
n+2 — ajag
2n +— aian
2n+1 — asay

3n —  asay

n? +n — apan
n+n+1 — ajaia]
n+n+2 — a1a1as
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Mielenkiintoinen huomio on, ettd milld tahansa ohjelmointikielelld kirjoitetut ohjelmat ovat
oikeastaan vain kielen perusaakkoston (esimerkiksi C-kielessd ASCII-merkiston) merkkijono-
ja. Lauseen 1.7 mukaan minkd tahansa aakkoston merkkijonojen joukko on numeroituvasti
déreton, joten myos milld tahansa ohjelmointikielelld mahdollisten ohjelmien joukko on nu-
meroituva.

Seuraavan lauseen mukaan kuitenkin kaikkien formaalien kielten joukko on ylinumeroitu-
va. Formaaleja kielid on siis “enemmaé&n” kuin mahdollisia tietokoneohjelmia, ja siksi millddn
ohjelmointikielelld ei voida laatia tunnistusautomaatteja kaikille formaaleille kielille. Toisin
sanoen: on olemassa “periaatteessa mahdollisia” bin#dérivasteisia I/O-kuvauksia, joita ei voida
toteuttaa tietokoneella.

Lause 1.8 Minkd tahansa aakkoston % kaikkien formaalien kielten perhe on ylinumeroituva.

Todistus (ns. Cantorin diagonaaliargumentti). Merkitddn aakkoston ¥ kaikkien formaalien
kielten perhettd P(X*) = A. Oletetaan, ettd todistettavan véitteen vastaisesti olisi olemassa
kaikki ¥:n formaalit kielet kattava numerointi:

A= {Ag, A1, As,... ).

Olkoot X*:n merkkijonot kanonisessa jérjestyksessd lueteltuina zo,z1,zo,.... Mééritellddn
em. numerointeja kiyttden formaali kieli A:

Koska A € A ja A numerointi oletettiin kattavaksi, pitéisi olla A = A, jollakin k € N.
Mutta t&ll6in olisi A:n méadritelmén mukaan

kaA@xk¢Ak:A.

Saadun ristiriidan takia oletus, ettd perhe A on numeroituva, ei voi pitdéd paikkaansa. g

Kuvallisesti todistuksen idea voidaan esittdd seuraavasti. Muodostetaan kielten Ag, A1, Ao, ...
ja merkkijonojen g, x1,xo,... “insidenssimatriisi”, jonka rivin ¢ sarakkeessa j on arvo 1 jos
x; € Aj ja muuten 0. Téll6in kieli A poikkeaa kustakin kielestd Aj matriisin “diagonaalilla”

A
N A A Ay Az

Zo K) 0 0 1
0
zi| 0 A 0 0
0
w1 1 4 1

—_

5| 0 0 0 P
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1.8 * Ekskursio: Turingin pysidhtymisongelma

Edellisen kappaleen tulosten mukaan on siis olemassa formaaleja kielid (bindérivasteisia I/O-
kuvauksia, padtosongelmia), joita ei voida tunnistaa (toteuttaa, ratkaista) esimerkiksi C-
ohjelmilla. Mutta onko kyseessd vain Lauseen 1.8 eksistenssitodistuksen luoma matemaat-
tinen illuusio (“ongelma joka todistettavasti on olemassa vaikka kukaan ei ole sitd ndhnyt”),
vai voidaanko tdmantyyppisestd ratkeamattomasta padtosongelmasta antaa jokin konkreetti-
nen, mielenkiintoinen esimerkki?

Ensimméisen ja tunnetuimman téllaisen esimerkin esitti brittimatemaatikko Alan Turing
jo vuonna 1936. Ongelma koskee syOtteend annettujen, mielivaltaisten ohjelmatekstien pyséh-
tymistestausta. C-kielen formalismia kdyttden td&ma ns. Turingin pysdhtymisongelma voidaan
muotoilla seuraavasti.

Viite. Ei ole olemassa C-funktiota halt (p,x), joka saa sy6tteenddn mielivaltaisen C-funktion
tekstin p ja télle tarkoitetun syotteen x ja toimii seuraavasti:

halt (p,x) = , Jos funktion p laske'r'lta‘ syot"teella x pyséhtyy;

0, jos p:n laskenta x:114 ei pysdhdy.
Todistus. Oletetaan viitteen vastaisesti, ettd téllainen funktio halt voitaisiin laatia. Muodos-
tetaan titd kiyttden toinen funktio confuse:S

void confuse(char *p){
int halt(char *p, char *x){
... /* Funktion halt runko. */
}
if (halt(p,p) == 1) while (1);
}

Merkitadn edelld kuvattua funktion confuse ohjelmatekstid c:ll& ja tarkastellaan funktion
confuse laskentaa télla omalla kuvauksellaan. Saadaan ristiriita:

confuse(c) pysdhtyy < halt(c,c) == [funktion halt m&&ritelmé]
< confuse(c) el pysahdy [funktion confuse mééritelma).

Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua pysdhtymistestausfunktiota halt ei voi olla olemassa. [

Monisteen luvussa 6 tullaan ndkemaéén, ettd tdmantapaiset ratkeamattomat ongelmat ovat
itse asiassa tietojenkasittelytehtévissd hyvin tavallisia.

5Tssss on oletettu yksinkertaisuuden vuoksi, etts C-funktioiden rungot voisivat sisiltdd toisten C-
funktioiden méédrittelyja. Tarkkaan ottaen ANSI-standardin mukainen C-kielen syntaksi ei salli tdtd, mut-
ta todistuksen muotoilu tdsmélleen ANSI-C:n vaatimusten mukaiseksi hdmartdisi sen keskeisen idean. Jotkin
C-kaant&jat, esimerkiksi GNU C, sallivat téssd kiytetyn standardin laajennuksen.
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Luku 2

Adrelliset automaatit ja sdannolliset
kielet

2.1 Tilakaaviot ja tilataulut

Téassd monisteen toisessa luvussa tarkastellaan sellaisten yksinkertaisten tietojenkésittelyjar-
jestelmien kuvaamista ja ominaisuuksia, joilla on vain &arellisen monta mahdollista tilaa.
Téllaisen jarjestelmén toiminta voidaan kuvata ddrellisend automaatting t. ddrellisend tila-
koneena (engl. finite automaton, finite state machine). Asrellisilli automaateilla puolestaan
on useita vaihtoehtoisia esitystapoja, joista tilakaaviot (engl. state transition diagrams) lienee
havainnollisin.

Esimerkiksi kuvassa 2.1 on esitetty yksinkertaisen, neljainkymmenen sentin hintaista kah-
via tarjoavan kahviautomaatin toimintaa kuvaava tilakaavio. Kaavioesityksessd kaytettyja
merkint6jd on selostettu kuvassa 2.2. Automaatti ottaa vastaan syOtteend jonon 10 ja 20
sentin rahoja, ja “hyviksyy” sydtejonon, jos siihen sisédltyvien rahojen summa on véhintdin
neljdkymmenté senttid. Automaatti ei anna vaihtorahaa ja tarjoilee vain yhdenlaista kahvia.

Paatosongelmanikokulmasta voidaan ajatella, ettd kuvan 2.1 automaatti ratkaisee ongel-
man “riittévitko annetut rahat kahvin ostamiseen?” Airellisii automaatteja voidaan yleens-
kin kiyttdd yksinkertaisten pddtosongelmien ratkaisujen mallintamiseen. Automaattimallis-
ta on muitakin kuin bindarivasteisten jarjestelmien kuvaamiseen tarkoitettuja versioita (ns.
Moore- ja Mealy-automaatit), mutta niita ei kisitelld tassid monisteessa.

Kuva 2.1: Yksinkertaisen kahviautomaatin tilakaavio.
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Automaatin tila nimeltd g

. Alkutila

Lopputila: automaatti “hyvéksyy” syStejonon,
joss se jonon loppuessa on téllaisessa tilassa

a SyGtemerkin a aikaansaama siirtyma
tilasta ¢ tilaan ¢o

Kuva 2.2: Tilakaavioiden merkinnit.

Kuva 2.3: C-kielen etumerkittdmaéat reaaliluvut tunnistava automaatti.
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@ digit,

€rp, - >t~

Kuva 2.4: Airellisen automaatin varustaminen virhetilalla.

Toisena esimerkking tarkastellaan kuvassa 2.3 esitettyd automaattia, joka tutkii, onko syot-
teend annettu merkkijono C-kielen syntaksin mukainen etumerkitén reaaliluku (C-tyyppi “un-
signed double”). Automaatin esityksessé on kédytetty lyhennettd digit merkkijoukolle {0,1,... ,9}
ja lyhennettd ezp merkkijoukolle {E,e}.

Adjrellinen automaatti voidaan esittdi myos tilatauluna (engl. state transition table), joka
kuvaa automaatin uuden tilan vanhan tilan ja sy6temerkin funktiona. Esimerkiksi kuvan 2.3
automaatin tilatauluesitys olisi:

digit | . |exp |+ | —

— 4o q1 qr
q1 q1 q2 | q4

Q2 q3 q4

— 43 q3 q4
q4 de qs | g5
g5 de

— Qs de
qr7 a3

Tilataulun tyhjat paikat, tai vastaavasti tilakaavion “puuttuvat” kaaret, kuvaavat auto-
maatin virhetilanteita. Jos automaatti ohjautuu téllaiseen paikkaan, syStejono ei kuulu auto-
maatin hyviksyméin joukkoon. Muodollisesti voidaan ajatella automaatissa olevan erityinen
virhetila error, jota ei vain kaavion selkeyden vuoksi merkitd nékyviin. Esimerkiksi kuvan 2.3
automaatin tdydellinen kaavioesitys olisi télléin kuvan 2.4 mukainen, ja tauluesitys seuraa-
vanlainen:

digit . exp + -
— Qo 7l qr | error | error | error
q1 q1 q2 qs | error |error
— @s ge | error | error | error | error
error | error | error | error | error | error
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Kuva 2.5: Etumerkilliset kokonaisluvut tunnistava automaatti.

2.2 Adrellisiin automaatteihin perustuva ohjelmointi

Annetun dérellisen automaatin pohjalta on helppo laatia automaatin toimintaa vastaava ohjel-
ma. Esimerkiksi kuvan 2.3 automaatin perusteella voitaisiin laatia seuraavanlainen C-ohjelma
sen testaamiseksi, onko syOtteend annettu merkkijono C-kielen syntaksin mukainen etumer-
kittomaén reaaliluvun esitys:

#include <stdio.h>
#include <ctype.h>

int main(void) {

int q, c;
q=0;
while ((c = getchar()) != °\n’) { /* Funktio getchar() palauttaa */
switch (q) { /* syOtevirran seuraavan merkin. */
case 0:
if (isdigit(c)) q = 1; /* Funktio isdigit(c) testaa, */
else if (c == 2.?) q = 7; /* onko syGtemerkki numero. */
else q = 99;
break;
case 1:
if (isdigit(c)) q = 1;
else if (¢ == ?.?) q = 2;
else if (¢ == ’E? || ¢ == ’e?) q = 4;
else q = 99;
break;
case 99:
break;

}
if (@ =21l q==3 11 q==6)

printf ("SYOTE ON REAALILUKU.\n");
else

printf ("SYOTE EI OLE REAALILUKU.\n");

Adrellisten automaattien pohjalta laadittuihin ohjelmiin voidaan liittd4 “syntaktisen” merk-
kijonon oikeellisuuden testaamisen rinnalle myds “semanttisia” toimintoja. Laaditaan tdmé&n
tekniikan sovelluksena yksinkertainen ohjelma, joka muuttaa sy6tteena annetun luvun kahdek-
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sanjirjestelméstd kymmenjéirjestelméan, tai tarkemmin sanoen laskee ja tulostaa syotteend
annetun kahdeksanjirjestelméan luvun lukuarvon kymmenjirjestelmassa.

Ohjelman suunnittelun 1dhtSkohtana on kuvan 2.5 mukainen, etumerkillisid kahdeksan-
jarjestelmén kokonaislukuesityksid tunnistava &érellinen automaatti. (Kuvassa on kiytetty
lyhennysmerkintdd d merkkijoukolle {0,1,...,7}.) Tdm& automaatti voidaan toteuttaa C-
ohjelmana edellisen esimerkin tapaan:

#include <stdio.h>

int main(void) {
int q, c;
q=0;
while ((c = getchar()) != ’\n’) {
switch (q) {
case O:
if (¢ ==+’ || ¢ == 7-?) q = 1;
else if (0% <= c && c <= ’7?) q = 2;
else q = 99;
break;
case 1:
if (°0° <= ¢ && c <
else q = 99;
break;
case 2:
if (°0% <= c && ¢ <= ’7’) q =
else q = 99;
break;
case 99:
break;

}

)79) q

Il
N

|
N

}

if (q == 2)

{
printf ("SYOTE OK.\n");
exit(0);

}

else

{
printf ("VIRHEELLINEN KAHDEKSANJARJESTELMAN LUKU.\n") ;
exit(1);

}

}

T#hén toteutukseen voidaan nyt helposti liittda syotteend saadun luvun (desimaali)arvon
laskevat operaatiot (merkitty seuraavassa kommentilla /* SEM */):
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#include <stdio.h>

int main(void) {

int q, c;

int sgn, val; /* SEM: sgn = etumerkki, val = luvun itseisarvo */
sgn = 1; val = 0; /* SEM */

q=0;

while ((c = getchar()) != ’\n’) {
switch (q) {
case O:
if (¢ == +?) q = 1;
else if (c == ?-?) {
sgn = -1; /* SEM */
q=1;
}
else if (0’ <= c¢c && c <= ’7?) {
val = ¢ - ?07; /* SEM */
q=2;
}
else q = 99;
break;
case 1:
if (P0% <=c && c <= °7’) {
val = ¢ - ?07; /* SEM */
q=2;
}
else q = 99;
break;
case 2:
if (P0% <= c¢c && c <= °7’) {
val = 8 * val + (¢ - ?0?); /* SEM */
q=2;
}
else q = 99;
break;
case 99:
break;
}
}
if (q == 2)
{ printf("LUVUN DESIMAALIARVO ON %d.\n", sgn*val); /* SEM */
exit(0); }
else
{ printf ("VIRHEELLINEN KAHDEKSANJARJESTELMAN LUKU.\n");
exit(1); }
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n el e

syGtenauha: i
nauhapié:
Q=92
ohjausyksikko:
JansyEst q0
6

Kuva 2.6: Aidrellinen automaatti.

2.3 Adirellisen automaatin kiisitteen formalisointi

Jotta &direllisen automaatin késitteen tarjoamat mahdollisuudet voitaisiin tdysin hyodyntaa
ja sen rajoitukset saataisiin selville, kisite tdytyy formalisoida. Formalisointi perustuu seu-
raavaan mekanistiseen malliin automaatista ja sen toiminnasta (ks. kuva 2.6): dérellinen au-
tomaatti M koostuu &darellistilaisesta ohjausyksikdstd, jonka toimintaa sditelee automaatin
siirtymdafunktio 9, sekd merkkipaikkoihin jaetusta sydtenauhasta ja ndméi yhdistévistd nauha-
pddstd, joka kullakin hetkelld osoittaa yhtd syotenauhan merkki.!

Automaatti kiiynnistetddn erityisessa alkutilassa qo, siten ettd tarkasteltava syGte on kir-
joitettuna syotenauhalle ja nauhapédd osoittaa sen ensimmaéistd merkkié.

Yhdessd toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapédén kohdalla olevan sydtemerkin,
padttdd ohjausyksikén tilan ja luetun merkin perusteella siirtyméfunktion mukaisesti oh-
jausyksikon uudesta tilasta, ja siirtda nauhapdétd yhden merkin eteenpéin.

Automaatti pysahtyy, kun viimeinen syotemerkki on késitelty. Jos ohjausyksikon tila tal-
16in kuuluu erityiseen (hyvdksyvien) lopputilojen joukkoon, automaatti hyvaksyy syotteen,
muuten hylkdd sen. Automaatin tunnistama kieli on sen hyviksymien merkkijonojen joukko.

Tésmaéllisesti, mekanistisia rinnastuksia kiyttdméttd, ndméa kasitteet voidaan muotoilla
seuraavasti:

Masritelms 2.1 Adrellinen automaatti (engl. finite automaton) on viisikko
M =(Q.%,6,q0, F),
missé
e ( on automaatin tilojen (engl. states) dérellinen joukko;
e 3 on automaatin syoteaakkosto (engl. input alphabet);

J:Q x X — @ on automaatin sirtymdfunktio (engl. transition function);

e o € Q on automaatin alkutila (engl. initial state);

e F' C Q on automaatin (hyvaiksyvien) lopputilojen (engl. accepting final states) joukko.

! Adrellisen automaatin ydin on sen “ohjelma”, siirtyméfunktio 6. Edelld esitetyt tilakaaviot ja -taulut ovat
juuri tdman siirtymé&funktion vaihtoehtoisia esitystapoja.
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Esimerkiksi kuvassa 2.3 esitetyn etumerkittémid reaalilukuja tunnistavan automaatin for-
maali esitys olisi:

M = ({QO? aQ7a€7"7“07"},{0,1, :9,-,E,e:+:_}565q0,{QQaq3?q6})7

missd 0 on kuten sivun 19 tilataulussa on esitetty; esimerkiksi

5(@10,0) :6((10’1) = :6((10’9) = q1, 6((10,) = qr,
d(q0,E) = d(qo, e) = error,
6(q1,-) = q2, 6(q1,E) =6(q1,e) = qa, jme.
Automaatin tilanne (engl. configuration) on pari (¢, w) € @ x ¥*; erityisesti automaatin
alkutilanne sydétteelld x on pari (qo,x). Tilanteen (¢,w) intuitiivinen tulkinta on, ettd ¢ on
automaatin tila ja w on syotemerkkijonon jéljelld oleva, so. nauhapéaésté oikealle sijaitseva

osa.
Tilanne (q,w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢’,w’), merkitdin

(¢;w) - (¢, '),

M

joson w = aw’ (a € ¥) ja ¢’ = §(q,a). Tilloin sanotaan myds, ettd tilanne (¢',w’) on tilan-

teen (q,w) wvaliton seuraaja (engl. immediate successor). Relaation + intuitiivinen tulkinta
M

on, etti automaatti ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhalla olevan merkkijonon w = aw’
ensimmaiisen merkin a siirtyy tilaan ¢’ ja siirtdd nauhapéitid yhden askelen eteenpiin, jol-
loin nauhalle ji4 merkkijono w’. Jos automaatti M on yhteydesti selvi, relaatiota voidaan
merkitd yksinkertaisesti

(¢, w) = (¢, w").

Tilanne (q,w) johtaa tilanteeseen (¢',w’), tai tilanne (¢’,w’) on tilanteen (¢, w) seuraaja
(engl. successor), merkitdin

(g, w) F*(¢', "),
M
jos on olemassa valitilannejono (go, wo), (q1,w1), -+, (qn,wy), n > 0, siten ettéd

(q,w) = (go,wo) F (q1,w1) F - F (qn,wy) = (¢, 0").

M M M

Erikoistapauksena n = 0 saadaan (¢, w) (¢, w) milld tahansa tilanteella (q,w). Jélleen, jos
M

automaatti M on yhteydesta selvd, merkitdan yksinkertaisesti
(q,w) B (¢, w').
Automaatti M hyvdksyy (engl. accepts) merkkijonon z € ¥*, jos on voimassa
(qo, ) ;*(qf’g) jollakin g € F;

muuten M hylkid (engl. rejects) x:n. Toisin sanoen: automaatti hyviksyy x:mn, jos sen al-
kutilanne sy6tteelld x johtaa, syotteen loppuessa, johonkin hyviksyvdan lopputilanteeseen.
Automaatin M tunnistama kieli (engl. language recognized by M) mééritellaan:

L(M) ={x € ¥*| (qo,2) J\Ij[*(qu,z’:“) jollakin gy € F'}.
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Esimerkkiné tarkastellaan merkkijonon “0.25E2” kisittelyd kuvan 2.3 mukaisella reaalilu-
kuautomaatilla:

(go,0.25E2) F (q1,.25E2) F (go,25E2)
F (g3,5E2) F (g3,E2)
Fo (1, 2) = (g6:).

Koska ¢g € F' = {q2,q3,qs}, on siis 0.25E2 € L(M).

2.4 Adrellisten automaattien minimointi

Annetun dérellisen automaatin kanssa ekvivalentin (so. saman kielen tunnistavan), mutta tila-
médrdltddn minimaalisen automaatin muodostaminen on seké kiytdnnossad etté teoreettiselta
kannalta tarked tehtava.

Tehtdva voidaan ratkaista seuraavassa esitettévilla tehokkaalla menetelmalld. Menetelmén
perusideana on pyrkis samaistamaan keskendén sellaiset syGtteend annetun automaatin tilat,
joista ldhtien automaatti toimii tdsmaélleen samoin kaikilla merkkijonoilla.

Téasmallisemmin sanoen: olkoon

M:(Q72757QO7F)

jokin darellinen automaatti. Merkintojen yksinkertaistamiseksi laajennetaan automaatin siir-
tyméafunktio yksittiisistd syotemerkeistd merkkijonoihin: jos ¢ € @), z € ¥*, merkitdin

§*(q,x) = se ¢ € Q, jolla (q,x) ﬂI;*(q’,es).
Automaatin M tilat q ja ¢’ ovat ekvivalentit, merkitdin
q=d,
jos kaikilla x € ¥* on
5*(g,x) € F jos ja vain jos §*(¢,z) € F}

toisin sanoen, jos automaatti ¢:sta ja ¢':sta lihtien hyviksyy tédsmélleen samat merkkijonot.
Miééritelldin myos lievempi k-ekvivalenssiehto: tilat g ja ¢’ ovat k-ekvivalentit, merkitidin
k
1=,
jos kaikilla z € ¥*, || < k, on
5*(¢,x) € F jos ja vain jos 6*(¢,z) € F;

toisin sanoen, jos mikddn enintddn k:n pituinen merkkijono ei pysty erottamaan tiloja toisis-
taan.
Ilmeisesti on:

(i) g=¢ joss seki g ettd ¢’ ovat lopputiloja
tai kumpikaan ei ole; ja (2.1)
k
(i) ¢g=¢ joss ¢=¢ kaikillak=0,1,2,...
Seuraava minimointialgoritmi perustuu syOtteend annetun automaatin tilojen k-ekviva-

lenssiluokkien hienontamiseen (k + 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan téysi ekviva-
lenssi.
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Algoritmi 2.1 (A#rellisen automaatin minimointi)

Syéte: Asrellinen automaatti M = (Q, %, d, qo, F).

Tulos: M kanssa ekvivalentti ddrellinen automaatti M, jossa on minimimaéra tiloja.

Menetelmad:

1. |Turhien tilojen poisto.| Poista M:std kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa tilasta

qo milldan sydtemerkkijonolla.

. |0-ekvivalenssi.| Osita M:n jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: ei-lopputiloihin

ja lopputiloihin.

. [k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi.] Tarkastele M:n tilasiirtymien kéyttayty-

mistéd muodostetun osituksen suhteen: jos tilasiirtymét ovat tdysin yhteensopivia
osituksen kanssa, so. jos samaan luokkaan kuuluvista tiloista siirrytddn samoil-
la merkeilld aina samanluokkaisiin tiloihin, niin algoritmi pééttyy ja minimiauto-
maatin M tiloiksi tulevat muodostuneet M:m tilojen luokat. M siirtyméfunktio
saadaan M :n siirtyméfunktiosta, joka oletuksen mukaan on yhteensopiva synty-
neen luokituksen kanssa. M:m alku- ja lopputilat maardytyvat samoin M:m alku-
ja lopputilojen perusteella.

Jos taas osituksen luokat siséltavit keskenddn eri lailla kéyttaytyvia tiloja, hienon-
na ositusta edelleen jakamalla kunkin luokan sisélld erityyppiset tilat eri luokkiin.
Palaa suorittamaan askel 3 uudestaan; muista erityisesti toistaa tilasiirtymatarkas-
telu uuden osituksen suhteen.

On melko helppo osoittaa, ettéd askelen 3 (k + 1):nnen suorituskerran (k = 0,1,...) alus-

sa kaksi tilaa kuuluu samaan muodostetun osituksen luokkaan, jos ja vain jos ne ovat k-
ekvivalentteja. Téastd seuraa edelleen, ettd algoritmin suorituksen padttyessd, kun ositus ei
en#d hienone, muodostuneet tilaluokat ovat tdsmélleen M:m tilojen =-ekvivalenssiluokat (vrt.
ominaisuus (2.1.ii)). Algoritmin suoritus padttyy vélttdméttd aina, silld kullakin askelen 3
suorituskerralla, viimeistd lukuunottamatta, véhintdan yksi tilaluokka ositetaan pienemmék-

si.

Esimerkkiné algoritmin toiminnasta tarkastellaan kuvan 2.7 automaatin minimointia. En-

simmaisessd vaiheessa automaatista poistetaan tila 6, johon ei padstd millddn merkkijonolla.
Toisessa vaiheessa ositetaan automaatin tilat 1-5 ei-lopputiloihin (luokka I) ja lopputiloihin
(luokka II), ja tarkastetaan siirtymien kdytt&ytyminen osituksen suhteen:

a b

I: — 1|21 3,1
4,11 | 2,1
312,11 3,1

II: « 43,715,111
— 5| 1,141
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Kuva 2.8: Minimiautomaatti ]\/4\ .

Luokassa I on nyt kahdentyyppisia tiloja ({1,3} ja {2}), joten ositusta téytyy hienontaa
ja tarkastaa siirtyméat uuden osituksen suhteen:

a b

I: — 1| 2,11 | 3,1
2,11 | 3,1

IT: 2| 4,1IT | 2,11

II: « 4| 3,1 |51II
— 5| 1,1 |4,10I

Nyt kunkin luokan siséltdmaét tilat ovat keskenddn samanlaisia, joten minimointialgoritmi
paattyy; saatu minimiautomaatti on esitetty tilakaaviona kuvassa 2.8.

Todistetaan vield Algoritmin 2.1 oikeellisuutta koskeva keskeinen tulos:

Lause 2.1 Algoritmi 2.1 muodostaa annetun ddrellisen automaatin M kanssa ekvivalentin

adrellisen automaatin M, jossa on minimimadadrd tiloja. Tadma automaatti on tilojen nimed-
mistda paitsi yksikdsitteinen.

* Todistus. Sivuutetaan suoraviivainen ekvivalenssitarkastelu ja keskitytddn muodostetun au-
tomaatin minimaalisuuteen ja yksikdsitteisyyteen.
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Olkoon siis algoritmin tuottama automaatti
M = (Qazagﬁcjoﬁﬁ)’
ja olkoon
M = (Q,%,5,4y, F)
toinen M:m kanssa ekvivalentti automaatti, jolla |Q| < |Q|. Automaatin M minimaalisuus ja

(rakenteellinﬁn) yksikasitteisyys tulee todistetuksi, jos voidaan muodostaa tilojen vastaavuus-
kuvaus f : Q — @, jolla on se ominaisuus, etté kaikilla § € Q, a € X on

f(8(3,a)) = 8(f(d), a). (2.2)

Téllainen kuvaus on valttdméatta surjektio, koska M:ssa ei ole saavuttamattomia tiloja,?
ja koska se on surjektio ja |Q] < |Q], se on myds injektio; siis bijektio ja isomorfismi.

Muodostetaan kuvaus f yksinkertaisesti seuraavasti: olkoon § € Q jokin automaatin M tila
ja x € ¥* jokin merkkijono, jolla § = 6*({o, ). (Voidaan olettaa, et mydskiin automaatissa
M ei ole saavuttamattomia tiloja.) Asetetaan

f(q) = 0"(do, x);
“jaljitelladan” siis tilan ¢ saavuttamista M ssa.

On osoitettava, ettd kuvaus f on hyvin médritelty, so. ettd eri merkkijonot tilan ¢ saa-
vuttamiseen M:ssa eivit johda eri tiloihin M:ssa. Tehd&ddn vastaoletus, ettd olisi x,y € X%,

x # vy, joilla
5*@07 .%') = S*(QNOv y)?
mutta

5*(@0,33) 7£ 3*(9?0’y) (23)

Koska Mm tilat vastaavat alkuperdisen automaatin M tilojen =-ekvivalenssiluokkia, eh-
to (2.3) merkitsee ettd M:m tilat

4z = 0"(qo, %) ja gy = 6" (g0, ¥)
eivit ole ekvivalentteja, so. ettd on olemassa merkkijono z € ¥*, jolla
0*(qu,2) € F ja 6"(qy,2) ¢ I

(tai toisinpéin). Siten automaatti M hyviksyy merkkijonon zz, jos ja vain jos se hylkdd
merkkijonon yz. .

Mutta koska merkkijonot z ja y johtavat automaatin M samaan tilaan, se hyviaksyy merk-
kijonon zz, jos ja vain jos se hyviaksyy merkkijonon yz. Siis M ei olekaan ekvivalentti M:n
kanssa. Saadusta ristiriidasta seuraa, ettd vastaoletus on véird, ja kuvaus f on hyvin maari-
telty.

Lopuksi on helppo tarkastaa, ettd kuvaus f tdyttaa isomorfiachdon (2.2). Olkoon nimittain
G = 0*(Go, ), jolloin siis f(q) = 6*(gy, x). Tallsin on

0(f(@),a) = 6(6* (o, ), a) = 8" (do. wa) = f(8*(do, za)) = f(5(6" (dp, 2), @) = f(6(q,a)).
O

?Kuvauksen f surjektiivisuus seuraa tdstd, koska jos tila ¢ € @ voidaan saavuttaa tilasta 4, merkkijonolla
x ja merkitddn ¢ = 6*(gy, z), niin on ¢ = f(q).
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a a
b

Kuva 2.9: Yksinkertainen epadeterministinen automaatti.

b

2.5 Epadeterministiset darelliset automaatit

Tarkastellaan seuraavaa, esimerkiksi tekstinkésittelyjarjestelmien toteutuksessa esiintyvaa teh-
tavad: on laadittava automaatti, joka tutkii esiintyyko syotteend annetussa, aakkoston {a,b}
merkkijonossa osajonoa aba. Ensimmaéinen ratkaisuyritys tdhan tehtévain voisi olla kuvan 2.9
tapainen. Téssd muuten luontevassa automaatissa on kuitenkin tilasta qg kaksi siirtymda mer-
killd o (tiloihin go ja q1) — automaatti on epideterministinen.

Téllainen epddeterminismi ei ole edelld esitetyn automaattiformalismin mukaan sallittua,
eikd péallisin puolin katsoen oikein jarkevddkddn: miten automaatti voisi “tietdd”, kumpaa
vaihtoehtoista siirtymdd kulloinkin ldhted seuraamaan? Esimerkki antaa kuitenkin viitteen
siitd, ettd vaikka epddeterministisid automaatteja ei voikaan sellaisinaan toteuttaa ohjelmal-
lisesti, ne ovat joissakin tilanteissa kdteva kuvausformalismi.

Seuraavassa esitettavit lahemmat tarkastelut vahvistavat tdmén: paitsi ettd ovat sellaise-
naankin hyodyllinen kisite, epddeterministiset automaatit auttavat rakentamaan tarkean yh-
teyden tavallisten determinististen dérellisten automaattien ja ns. sdannollisten lausekkeiden
vilille (luku 2.7).

Epéddeterministiset automaatit ovat siis muuten samanlaisia kuin deterministisetkin, mut-
ta niiden siirtyméfunktio § ei liitd automaatin vanhan tilan ja sy6temerkin muodostamiin
pareihin yksikésitteistd uutta tilaa, vaan joukon mahdollisia seuraavia tiloja. Epddeterminis-
tinen automaatti hyvaksyy syotteensa, jos jokin mahdollisten tilojen jono johtaa hyviaksyvadn
lopputilaan.

Esimerkiksi kuvan 2.9 automaatti hyviaksyy syotejonon aaba, koska sen on mahdollista
edetd seuraavasti:

(qo, aaba) & (qo,aba) & (q1,ba) - (g2,a) F (g3, €).
Automaatin olisi tosin mahdollista padtyd my06s hylkddvadn tilaan:
(g0, aaba) & (qo, aba) & (qo,ba) & (g0, a) = (g0, €),

mutta tdstd mahdollisuudesta ei tarvitse valittdd — voidaan ajatella, ettd automaatti osaa
“ennustaa” ja valita aina parhaan mahdollisen vaihtoehdon.

Téasmallisesti ottaen asetetaan seuraavat médritelmét: merkitédén joukon A potenssijouk-
koa P(A):lla; siis

P(A) = {B| B C A}.

Miéritelmé 2.2 Epddeterministinen ddrellinen automaatti (engl. nondeterministic finite au-
tomaton) on viisikko

M = (QazaéaQOaF)a

missi
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Q on &arellinen tilojen joukko;

Y. on sydteaakkosto;

e §:QxX— P(Q) (huom.!) on automaatin (joukkoarvoinen) siirtymdafunktio,
e gy € Q on alkutila;

e F' C Q on (hyviksyvien) lopputilojen joukko.

Esimerkiksi kuvan 2.9 automaatin siirtyméfunktio voitaisiin esittdé seuraavana taulukko-
na:

a b

— qo | {901} | {ao}
q1 0 {(J2}
| {sy | 0

— g3 | {as} | {as}

Taulukosta voidaan lukea, etté esimerkiksi d(qo,a) = {qo,q1} ja 6(q1,a) = 0. (Epédeterminis-
tisissd automaateissa voidaan virhetilanteen ilmaisemiseen kéyttéé erityisen virhetilan sijaan
tyhjda seuraajatilajoukkoa.)

Muut epddeterministisiin automaatteihin liittyvat méaaritelmét ovat yhtd poikkeusta lu-
kuunottamatta samat kuin deterministisillikin automaateilla. Poikkeuksen muodostaa suoran
johtamisen, tai tilanteen vilittoméan seuraajan maaritelma, jossa sallitaan useita seuraajavaih-
toehtoja: epideterministisen automaatin tilanne (g, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢, w'),
merkitdan

(g, w) I (¢’ w),

josonw = aw' (a € ¥) jaq € d(¢q,a) (huom.!); télloin sanotaan myds, ettd tilanne (¢', w’) on
tilanteen (g, w) mahdollinen vdlitén seuraaga.

Useamman askelen mittaiset tilannejohdot, merkkijonojen hyvéiksyminen ja hylkd&minen
ym. kéisitteet méadritellddn aivan samoin sanoin kuin aiemminkin, mutta koska perustava yhden
askelen johdon méaritelmé nyt on toinen, niiden sisélté muovautuu hieman erilaiseksi.

Koska deterministiset dérelliset automaatit ovat epddeterminististen erikoistapaus, on sel-
vaa, ettd kaikki edellisilld tunnistettavat kielet voidaan tunnistaa myos jalkimmaéisilla. Téarked
ja yllattava tulos on kuitenkin, ettd myos kédnteinen viite patee: deterministiset ja epideter-
ministiset adrelliset automaatit ovat yhtd vahvoja.

Lause 2.2 Olkoon A = L(M) jonkin epideterministisen ddrellisen automaatin M tunnistama
kieli. Talloin on olemassa myds deterministinen ddarellinen automaatti M, jolla A = L(M).

Todistus. Olkoon A = L(M), M = (Q,%,6,qo, F). Todistuksen ideana on laatia determi-
nistinen #érellinen automaatti 1 , joka simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin hetkelld
mahdollisissa tiloissa rinnakkain.

Formaalisti tdmé toteutetaan siten, ettd automaatin M tilat vastaavat M:n tilojen jouk-
koja:
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b m a ma a
/@ qo0, 91 q0, q2 40,92, q3

Kuva 2.10: Determinisoitu automaatti ]\//.7 .

Kuva 2.11: Minimoitu ja uudelleennimetty deterministinen automaatti.

= (Q.,%,6,4, F),
missa
Q = PQ={S]|5CQ}
~ F = {SCQ| S sisiltad jonkin q; € F}, '
6(S,a) = Uuesd(q,a).

Esimerkki. Ennen todistuskonstruktion oikeellisuuden tarkastamista tarkastellaan esimerk-
king kuvan 2.9 automaatin M determinisointia.

Muodollisesti M:n deterministisen vastinautomaatin M tiloja olisivat kaikki osajoukot
S C {40,491, 92, g3}, mutta useimpia néistd ei ole mahdollista saavuttaa alkutilasta milld&n
syotejonolla, eikd yksinkertaisuuden vuoksi mydskéén tapana kirjoittaa nakyviin. Kaytannossa
automaattia M muodostettaessa lahdetaan liikkeelle sen alkutilasta {qo} ja tarkastetaan ensin,
mihin tiloihin tdstd on siirtymid tarkasteltavan syoteaakkoston merkeilld a ja b. Syotemerkilld
a voi epideterministinen automaatti M joko pysyd alkutilassa go tai siirtyd tilaan ¢i: siten
automaattiin M kirjataan saavutettava tila {qo,q1} ja siihen johtava siirtymé 6({go},a) =
{qo, q1}. Toisaalta syotemerkﬂla b automaatti M pysyy aina alkutilassa qg, joten automaattiin
M kirjataan siirtyms 6({qo},b) = {qo}. (Vrt. kuva 2.10.)

Seuraavassa vaiheessa siirrytddn tarkastelemaan automaatin M saavutettavaksi todettua
tilaa {qo, q1} ja sithen liittyvid siirtymié. Sy6tteelld a automaatti M voi siirtyé tilasta gy tilaan
qo tai qp; toisaalta tilasta g; automaatilla M ei ole syotteelld ¢ mitddn jatkomahdollisuuksia.
Kaikkiaan saadaan siis automaattiin M siirtyma 5({q0,q1},a) = {qo,q1}. Syodtteelld b taas
automaatti M tilasta gg ldhtiessddn pysyy siind ja tilasta g 1dhtiessdan siirtyy aina tilaan gs.
Niitd mahdollisuuksia vastaten kirjataan automaattiin M uusi saavutettava tila {qo,q2} ja
sithen johtava siirtymé & ({qo,q1},b) = {90, ¢2}-
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T&han tapaan jatkaen, niin kauan kuin automaattista M paljastuu uusia saavutettavia
tiloja, paadytddn lopulta kuvan 2.10 mukaiseen lopputulokseen. Minimoimalla automaatti
luvun 2.4 menetelmélla voidaan edelleen todeta, ettd sen kolme lopputilaa voidaan yhdistaa
yhdeksi. Nime&dmélla vield minimiautomaatin tilat uudelleen saadaan kuvassa 2.11 esitetty
deterministinen automaatti.

* Todistus jatkuu. Tarkastetaan sitten yleisesti, ettd kaavan (2.4) kuvaamalla tavalla epéde-
terministisestd automaatista A/ muodostettu deterministinen automaatti M todella on ekvi-
valentti M:n kanssa, so. ettd L(M) = L(M). (Jatkossa tyydytdén yleensd esittamédn todis-
tuksista vain peruskonstruktio ja jattdmédn tdménkaltaiset oikeellisuustarkastukset lukijalle.)

Palautetaan mieleen, ettd méaritelmien mukaan on

x € L(M) joss (qo,x) ﬂI;*(qf,f-:) jollakin ¢y € F
ja
x € L(M ) joss ({qo}, ) ;*(S, €) ja S siséltdd jonkin g5 € F.
Siten kielten ekvivalenssi seuraa, kun todistetaan kaikilla x € 3* ja ¢ € @ viite:
(q0, ) Il;*(q,s) joss ({qo}, ) ;*(S, £)jagqé€eSs. (2.5)
Viite voidaan todistaa induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen:
(1) Tapaus |z| = 0: (q0, ) F-"(g, ) joss ¢ = qo; samoin ({go},) 7(5¢€) joss 5 = {qo}.
(#1) Induktioaskel: Olkoon x = ya; oletetaan, ettéd viite 2.5 patee y:lle. Télloin:

(0, 2) = (a0, ya) I-"(q €) joss

3 € Q se. (a0,ya) | (da) a (¢ a) - (4.9) joss

3¢’ € Q s.e. (qo, ) ( 'e) ja(d,a) y (q,€) joss (ind.ol.)
¢ € Q s.e. ({qo}, y) (S e)jaq €85 jaqed(d,a) joss
({qo0}, y) (SI,E) ja Hq €5 se qed(d,a) joss

({q0}, y) (5',6) ja q € Uyes 0(q',a) = 0(S',a) joss
({qo0}, ya) (S',a) jagqed(s,a) =S joss

({0}, ya) (',a) a (5',a) E(8,e) ja g € 5 joss
({ao}.) = ({ao}. ya) (5, DingeS. o

e-automaatit

Jatkossa tarvitaan vield sellaista epddeterminististen darellisten automaattien mallin laajen-
nusta, jossa automaatti voi sisdltda e-siirtymid, so. siirtymié, joissa se ei lue yhtdan syote-
merkkid. Esimerkiksi kuvassa 2.12 on esitetty c-automaatti, joka tunnistaa kielen {aa, ab}.
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—~(O—0

—~(0—0

Kuva 2.12: Kielen {aa, ab} tunnistava e-automaatti.

Formaalisti e-automaatti voidaan madritelld viisikkona M = (Q, X, 0, qo, F'), missé siirty-
maéfunktio § on kuvaus
§:Q x (ZU{e}) = P(Q).
Automaattimalliin liittyvat muut mééritelmét ovat samat kuin tavallisilla epddeterministisilla

ddrellisilla automaateilla, paitsi suoran tilannejohdon méaritelmé: e-automaattien tapauksessa
relaatio

(g, w) £ (¢, )
M
on voimassa, jos on
(i) w=aw (a €X)jaq €d(qa); tai
(i) w=w"jaq €d(qe).

Lemma 2.3 Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Tdlloin on olemassa myos e-
stirtymdton epadeterministinen automaatti M, jolla A = L(M).

Todistus. Olkoon M = (Q, X, d, qo, F') jokin e-automaatti. Automaatti M toimii muuten aivan

samoin kuin M, mutta se “harppaa” e-siirtymien yli suorittamalla kustakin tilasta lahtien vain

ne “aidot” siirtymat, jotka ovat siité késin jotakin e-siirtyméjonoa pitkin saavutettavissa.
Formaalisti méaaritelldén annetun tilan ¢ € Q e-sulkeuma €*(q) automaatissa M kaavalla

e*(q) ={d' € Q| (q,¢) ;*(Q',a)},

so. joukkoon €*(¢) kuuluvat kaikki ne automaatin M tilat, jotka ovat saavutettavissa tilasta g
pelkilld e-siirtymilld. Tata merkintdd kayttden voidaan automaatin M siirtyméasaannot kuvata
seuraavasti:

— N ~

M =(Q,%,9,q,F),
missé
og,a) = |J d(d,a);
q'€e*(q)
F = {geQ|(@nF+#0}

Esimerkking konstruktiosta on kuvassa 2.13 esitetty erds e-automaatti M, ja kuvassa 2.14
vastaava epddeterministinen automaatti M, josta e-siirtymét on poistettu em. menettelylla.

d
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Kuva 2.14: “Aito” epédeterministinen automaatti M.

2.6 Saannolliset lausekkeet ja kielet

Seuraavassa esitetddn edeltévistd automaattimalleista paéllisin puolin huomattavasti poikkea-
va tapa kuvata yksinkertaisia kielid. Naitd ns. sddnndllisii lausekkeita (engl. regular expres-
sions) kiytetddn esimerkiksi UN*X-kiyttojirjestelmien komentokielessd kuvaamaan toimin-
non (grep, sed tms.) kohdistumista tietyt ominaisuudet omaaviin merkkijonoihin.

Maééritellddn ensin joitakin perusoperaatioita kielten yhdistelemiseen. Olkoot A ja B aak-
koston ¥ kielid. Talloin:

(i) A:mn ja B:n yhdiste (engl. union) on kieli
AUB={z € X" |z € Atai z € B};

(ii) Am ja B:n katenaatio (engl. (con)catenation) on kieli
AB={zyeX*|z € A, y € B};

(iii) A:n potenssit (engl. powers) A* k> 0, misritelldsin iteratiivisesti:

A" = {e},
AP = AAR =z x| €A Vi=1,... ,k} (k>1);

(iv) Am (Kleenen) sulkeuma t. tihti (engl. (Kleene) closure, star) on kieli

A= JA ={ar o | k>0, 3 €A Vi=1,... k)
k>0
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Esimerkiksi jos A = {aa,b} ja B = {ab}, niin

AUB = {aa,b,ab},
AB = {aaab,bab},
BA = {abaa,abb},
A? = {aaaa,aab,baa,bb},
A* = {e,aa,b,aaaa,aad,baa, bb, acaaaa, aaaab, . .. }.
On huomattava tyhjin merkkijonon € ja tyhjin kielen () ero. Kielessé {e} on yksi merkkijono,

nimittdin e, se ei siis ole tyhja: {e} # (). Kleenen t#hti -operaation erikoistapauksena saadaan
kuitenkin:

0* = {e}.

Maiiritelmi 2.3 Aakkoston ¥ sdannolliset lausekkeet méaaritelladn induktiivisesti seuraavilla
saannoilla:

(i) 0 ja e ovat X sdénnollisid lausekkeita,
(ii) @ on X:n sddnndllinen lauseke kaikilla a € 3;

(iii) jos r ja s ovat Y siddnnollisii lausekkeita, niin (rUs), (rs) ja r™* ovat ¥:n s#finnollisid
lausekkeita;

(iv) muita ¥:n saannollisid lausekkeita ei ole.

Kukin ¥:n séénnoéllinen lauseke r kuvaa tietyn kielen L(r), joka madritelldén:

(i) L(@) =0;

Esimerkiksi seuraavat ovat aakkoston {a, b} sdannollisia lausekkeita:
r1 = ((ab)b), 72 = (ab)*, r3=(ab*), r4= (a(bU (bb)))*.
Lausekkeiden kuvaamat kielet ovat:

(r) = ({a}{b}{b} = {ab}{b} = {abb};

(ro) = {ab}* = {e,ab,abab,ababab, ...} = {(ab)’ | i > 0};
L(r3) = {a}({b})* = {a,ab,abb,abbb, ...} = {ab" | i > 0};

(ry) = ({a}{b,bb})" = {ab,abb}* = {e, ab, abb, abab, ababb, ...}
= {z € {a,b}" | jos x # ¢, niin = alkaa a-kirjaimella ja

kutakin a-kirjainta z:ssé seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }.
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Sulkumerkkien vidhentémiseksi sovitaan operaattoreiden prioriteettisdénnéiksi, ettd sul-
keumaoperaattori (*) sitoo vahvemmin kuin katenaatio, joka puolestaan sitoo vahvemmin
kuin yhdiste. Lisdksi huomataan, ettd yhdiste- ja katenaatio-operaatiot ovat assosiatiivisia,
S0.

L(((rus)ut)) = L((rU(sWt))),  L(((rs)t)) = L((r(st))),

joten perakkaisid yhdisteita ja katenaatioita ei tarvitse suluttaa.

Tapana on myos kirjoittaa lausekkeet tavanomaisilla kirjasimilla, mikéli sekaannuksen vaa-
raa kuvattujen kielten merkkijonoihin ei ole.

Edelld olevat esimerkkilausekkeet kirjoitettaisiin siis ndiden sdéntdjen mukaan yksinker-
taisemmin:

r1 = abb, 1o = (ab)*, r3=ab", r4= (a(bUbD))".

Vield yksi esimerkki: C-kielen etumerkittomat reaaliluvut, joita tarkasteltiin jo luvussa 2.1,
voidaan kuvata lausekkeella®

number = (dd*.d* U .dd*)(e(+ U — Ue)dd* Ue) U (dd"e(+ U — Ue)dd"),
missd d on lyhennemerkintd lausekkeelle
d=(0U1U2U3U4UBUBUTUBUY)
ja e on lyhennemerkinté lausekkeelle
e=(EUe).

Maiidritelmd 2.4 Kieli on sddnndollinen (engl. regular), jos se voidaan kuvata sdannélliselld
lausekkeella.

Saidnnollisten lausekkeiden sieventidminen

Annettu sdannoéllinen kieli voidaan yleensd kuvata sddnnollisend lausekkeena useilla eri ta-
voilla. Esimerkiksi sdénnolliset lausekkeet a*b* U (a U b)*ba(a U b)*, (a*b*)* ja (a U b)* ku-
vaavat kaikki samaa kieltd. Lausekkeiden sieventdmisen tavoitteena on 16ytad annetun kielen
vaihtoehtoisista kuvaustavoista jossakin mielessd yksinkertaisin: esimerkiksi edelld kolmante-
na esitetty lauseke lienee vaihtoehdoista selkein. Sieventédmisen tavoite ei tosin aina ole hyvin
médritelty, silld eri esitystapoihin voidaan paatyd myos vain tarkastelemalla kuvattavaa kieltéa
hieman eri tavoin: jos tavoitteena on kuvata vaikkapa bind#riaakkoston kaikki merkkijonot,
jotka sisdltdvat vahintdan yhden ykkosen, voidaan kuvauksessa nostaa esiin jonon ensimmai-
nen, viimeinen, tai ylipdénsa vain jokin ykkonen. Eri tarkastelukulmat johtavat tdssa tapauk-
sessa lausekkeisiin 0*1(0 U 1)*, (0 U 1)*10* ja (0U 1)*1(0 U 1)*, joista mikddn ei liene muita
oleellisesti sievempi.

3Usein esiintyvii lausekemuotoa r* merkitéin joskus lyhyemmin 71 :lla. Vastaavasti kielestd A johdettua
kielts, AA* merkitdin A™:lla ja sanotaan A:n aidoksi sulkeumaksi (engl. proper closure). Esimerkin lauseke
voitaisiin siis kirjoittaa myds: (dtd* U.d")(e(+U—Ue)dT Ue) U (dTe(+U—Ueg)d™).
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Sanotaan, ettd sddnnélliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit ja merkitddn r = s, jos
L(r) = L(s). (Korrektimpi, mutta kompelémpi merkintd olisi » = s.) Séénnollisten lausekkei-
den ekvivalenssin testaaminen on epéatriviaali ongelma, joka voidaan kuitenkin periaatteessa
ratkaista mekaanisesti seuraavassa luvussa esitettdvad sddnnollisten lausekkeiden ja ddrellisten
automaattien vastaavuutta hyvaksi kiyttden. Yksinkertaisissa tapauksissa ekvivalenssi on silti
helpompi todeta suoraan tunnettujen ekvivalenssisdéntdjen avulla tai lausekkeiden kuvaamia
kielid tarkastellen.

Seuraavassa on joitakin yksinkertaisia sddnnollisten lausekkeiden ekvivalenssisdantoja:

rU(sut) = (rUs)ut
r(st) = (rs)t
rus = sUr
r(sUt) = rsuUrt
(rus)t = rtUst
rr = r
rufd = r
er = r
br = 0
r* = eUr®r
r* = (eUr)”

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd mikd tahansa voimassa oleva sddnnoéllisten lausekkeiden
ekvivalenssi voidaan johtaa né#istd laskulaeista, kun niihin vield lisdtdan péadttelysdanto: jos
r=rsUt, niin r = ts*, edellyttden ettd € ¢ L(s).

Kahden lausekkeen ekvivalenssin toteamiseksi kannattaa usein paitelld erikseen kumman-
kin kuvaaman kielen siséltyminen toiseen. Merkitdén, jalleen hieman epétarkasti, ettd r C s,
jos L(r) C L(s); talloin on voimassa r = s, jos ja vain jos r C s ja s C r.

Esimerkiksi kappaleen alussa mainittujen ekvivalenssien toteamiseksi on ensinnakin selvié,
ettd (a*b*)* C (aUb)* ja a*b* U (a Ub)*ba(a Ub)* C (aUb)*, koska lauseke (a U b)* kuvaa
kaikkia aakkoston {a,b} merkkijonoja. Toisaalta, koska selvisti on (a U b) C a*b*, on myds
(aUb)* C (a*b*)*. Vain hieman mutkikkaampi tarkastelu tarvitaan sen toteamiseen, etté jos
aakkoston {a,b} mielivaltainen merkkijono ei ole muotoa a*b*, niin se sisiltdd osajonon ba,
ja on siis muotoa (a U b)*ba(a U b)*; siten on my6s (a Ub)* C a*b* U (a U b)*ba(a U b)*.

2.7 Adrelliset automaatit ja sdannolliset kielet

Téassé kappaleessa todistetaan sdanndllisten kielten teorian perustulos: kieli on sddnnollinen,
jos ja vain jos se voidaan tunnistaa ddrelliselld automaatilla. Vaitteen molempien suuntien
todistukset sisdltavat tarkeitd konstruktioita, joten ne esitetéddn erikseen.

Lause 2.4 Jokainen sddnnéllinen kieli voidaan tunnistaa ddrelliselld automaatilla.

Todistus. Kuvassa 2.15 on esitetty induktiivinen konstruktio, jonka avulla voidaan mieli-
valtaisen sddnnollisen lausekkeen r rakennetta seuraten muodostaa e-automaatti M,., jolla
L(M,) = L(r). Tasta automaatista voidaan sitten poistaa e-siirtymét lemmassa 2.3 esitetylla



38

LUKU 2. AARELLISET AUTOMAATIT JA SAANNOLLISET KIELET

Kuva 2.15: Lauseketta r vastaavan c-automaatin M, muodostaminen.
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Kuva 2.17: Lauseketta r = (a(b U bb))* vastaava e-siirtyméton automaatti.

tavalla, ja tarvittaessa voidaan néin syntyvé epédeterministinen automaatti edelleen determi-
nisoida lauseen 2.2 konstruktiolla. Kuvan 2.15 konstruktion oikeellisuudesta vakuuttautumi-
seksi on syytd huomata, ettd siind muodostettavissa s-automaateissa on aina yksikésitteiset
alku- ja lopputila, ja ettei lauseketta r vastaavan automaatin M, lopputilasta ldhde eiké al-
kutilaan tule yhtd&n automaatin M, sisdista siirtyméa.
Esimerkiksi lausekkeesta r = (a(bUbb))* nédiden sddntdjen mukaan muodostettu e-automaatti

on esitetty kuvassa 2.16. Automaatti on selvisti hyvin redundantti; e-siirtymien poistaminen,
automaatin determinisointi ja minimointi jitet#sn lukijalle.*

Kuvan 2.15 sddnnoissé on tavoiteltu ennen muuta mahdollisimman yksinkertaista ja me-
kaanista todistuskonstruktiota. Késin automaatteja muodostettaessa ei sddntoja useinkaan
kannata seurata aivan tunnollisesti; esimerkiksi lausekkeesta r = (a(bU bb))* on helppo muo-
dostaa suoraan kuvan 2.17 yksinkertainen e-siirtymé&ton automaatti.

Lause 2.5 Jokainen ddrelliselld automaatilla tunnistettava kieli on sddnnéllinen.

Todistus. Méaritelldan vield yksi darellisten automaattien laajennus: lausekeautomaatissa voi-
daan siirtymien ehtoina kiyttdd mielivaltaisia sddnnollisid lausekkeita.

Vaikka tdmé yleistys ei ole késitteellisesti juuri sen vaikeampi kuin e-automaatitkaan, sen
tdsmaéllinen formulointi on hieman hankalampaa. Paapiirteissaén formulointi kuitenkin sujuu
vanhaan tapaan.

Merkitadn aakkoston 3 sddnnollisten lausekkeiden joukkoa REs:lla. Lausekeautomaatti
voidaan t&lloin madritelld viisikkona M = (Q, X, 6, qo, F'), missé siirtyméfunktio ¢ on &arelli-
nen kuvaus

§:Q x REy, — P(Q)

4T4ssd kohden voi olla syyts huomauttaa, etts luvussa 2.4 esitetty minimointialgoritmi koskee vain deter-
ministisid dadrellisid automaatteja, ja ettd annetulla sddnnolliselld kielelld voi olla useita erilaisia epddetermi-
nistisid minimiautomaatteja.
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Kuva 2.18: Lausekeautomaatin lopputilojen yhdistdminen.

(i):
DOE - O
(ii):

) t
O - O—=—
q; q q; = q; q;

Kuva 2.19: Tilan poistaminen lausekeautomaatista.

(so. 0(q,7) # 0 vain aérellisen monella parilla (¢,7) € @ x REy). Yhden askelen tilannejohto
médritellddn nyt:

(g,w) 1= (' w)

jos on ¢’ € d(q,r) jollakin sellaisella r € REy, ettd w = zw’, z € L(r). Muut mééritelmét
ovat samat kuin aiemmin.

Todistetaan vaadittua tulosta ndennéisesti vahvempi véite: jokainen lausekeautomaatilla
tunnistettava kieli on sdanndéllinen.

Olkoon M jokin lausekeautomaatti. Sddnnoéllinen lauseke, joka kuvaa M:n tunnistaman
kielen, voidaan muodostaa seuraavasti:

1. Tiivistetddn M seuraavilla, tunnistettavan kielen siilyttavilld automaattimuunnoksilla
lausekeautomaatiksi, jossa on enintddn kaksi tilaa:

r
rJs
= qi qj
S

Kuva 2.20: Rinnakkaisten siirtymien yhdistdminen lausekeautomaatissa.
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@i): r
— =

) ,

(ii) ml ry ﬁe,
%m = rira(rs Urgrire)*

T4

Kuva 2.21: Sdannollisen lausekkeen muodostaminen redusoidusta lausekeautomaatista.

(a) Jos M:ssi on useampia kuin yksi lopputila, ne korvataan yhdelld kuvan 2.18 osoit-
tamalla tavalla.

(b) Niin kauan kuin M:ssé on muita tiloja kuin alku- ja lopputila, ne poistetaan yksi
kerrallaan seuraavasti. Olkoon ¢ jokin M:n tila, joka ei ole alku- eikd lopputila;
tarkastellaan kaikkia “reittejd”, jotka M:ssd kulkevat ¢:n kautta. Olkoot ¢; ja ¢; ¢:n
véliton edeltédja- ja seuraajatila jollakin téllaisella reitilld (mahdollisesti on ¢; = g¢;).
Poistetaan g reitiltd ¢; — ¢; tekemaélld kuvan 2.19 (i) esittdmé automaattimuunnos,
jos tilasta ¢ ei ole siirtymad itseensd, ja kuvan 2.19 (ii) esittdméa automaattimuun-
nos, jos tilasta ¢ on siirtymé itseensd. Rinnakkaiset siirtymét voidaan tarvittaessa
vhdistad kuvan 2.20 esittamallé tavalla.

2. Tiivistyksen péddttyessd automaatissa on jdljelld vain alku- ja lopputila, jotka voivat
olla sama. Automaatin tunnistaman kielen kuvaava sddnnollinen lauseke saadaan ku-
van 2.21 esittdmalld tavalla: vaihtoehdon (i) mukaan, jos alku- ja lopputila ovat sama,
ja vaihtoehdon (ii) mukaan, jos ne ovat eri tiloja.

Kuvassa 2.22 on esimerkki konstruktion soveltamisesta.

2.8 Saannollisten kielten rajoituksista

Koska minké tahansa aakkoston formaaleja kielid on ylinumeroituva ja sdannéllisia lausekkeita
vain numeroituva maéré (lauseet 1.7 ja 1.8), eivit kaikki kielet mitenkddn voi olla saannollisia.
Milt4 ei-sddnnolliset kielet siis “néyttavat”’?

Esimerkkejé ei-sdannollisista kielistd on itse asiassa helppo 16ytda: sddnnollisten kielten
luokka riittad kdytannosséd vain hyvin rajoitettuihin tarpeisiin. Esimerkiksi ohjelmointikielten
perusalkiot (lukuesitykset, muuttujan- ja kiskynnimet) ovat tyypillisesti rakenteeltaan sdan-
nollisid, mutta mutkikkaammat konstruktiot (aritmeettiset lausekkeet, rakenteiset lauseet)
eivit.

Sadnnollisten kielten perusrajoitus aiheutuu siité, ettéd aarellisilld automaateilla on vain
rajallinen “muisti”. Siten ne eivit (likim&4rin sanoen) pysty ratkaisemaan ongelmia, joissa
vaaditaan mielivaltaisen suurten lukujen tarkkaa muistamista. Arellisilli automaateilla ei
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aa

- O T

ab ’ ba
aaUb
= (aa U b)(ba)*(bbU a)
bbUa C/
ab ba ab
abU - § .
(aa UDb)(ba)*(bbU a) (ab U (aa U b)(ba)*(bbU a))

Kuva 2.22: Sdannollisen lausekkeen muodostaminen darellisestd automaatista.
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Kuva 2.23: Merkkijonon x = uvw € A pumppaus.

esimerkiksi pystytd tunnistamaan tasapainoisten sulkujonojen muodostamaa kieltéd
Lmatch = {(k)k ‘ k > 0}7

eiké siten myo6skddn yleisemmin mielivaltaisia hyvinmuodostettuja aritmeettisia lausekkeita.

Seuraava apulause, ns. “pumppauslemma’” formalisoi tdmén rajallisen muistin idean kayt-
tokelpoiseen muotoon. Lemman nimi tulee siité, ettd se osoittaa mité tahansa annetun saén-
nollisen kielen riittdvin pitkdd merkkijonoa voitavan “pumpata” keskeltd, ilman ettd kielen
tunnistava darellinen automaatti huomaa muutosta.

Lemma 2.6 (Pumppauslemma) Olkoon A sddnnéllinen kieli. Tdlléin on olemassa sellai-
nen n > 1, ettd mikd tahansa © € A, |x| > n, voidaan jekaa osiin © = uvw siten, ettd
luv| < n, [v] > 1, ja www € A kaikilla £ =0,1,2,. ..

Todistus. Olkoon M jokin A:n tunnistava deterministinen &arellinen automaatti, ja olkoon n
M:n tilojen maara. Tarkastellaan automaatin 1apikdymié tiloja sen tunnistaessa merkkijonoa
x € A, |x| > n. Koska M jokaisella x:n merkilla siirtyy tilasta toiseen, sen tédytyy kulkea
jonkin tilan kautta (ainakin) kaksi kertaa — itse asiassa jo xn m:dd ensimméistd merkkid
kasitellessdan. Olkoon ¢ ensimmainen tila, jonka automaatti toistaa x:84 kéasitellessdén.

Olkoon u M:n kisittelemd x:n alkuosa sen tullessa ensimmadisen kerran tilaan ¢, v se u:ta
seuraava osa x:std jonka M kasittelee ennen ensimmadistd paluutaan ¢:hun, ja w loput x:sta
(kuva 2.23). Tallgin on |uv| < n, |v] > 1, ja www € A kaikilla £ = 0,1,2,... O

Pumppauslemma on perustyokalu kielten ei-sdédnnoéllisyyden osoittamiseen. Esimerkki-
néd sen soveltamisesta tarkastellaan sulkulausekekieltd Lpatch. Selvyyden vuoksi merkitdén
‘(" = a, ‘)’ = b; kieli on siis

L = Lpaten = {a*0F | k > 0}.

Oletetaan, ettd L olisi sdanndllinen. Talloin pitdisi lemman 2.6 mukaan olla jokin n > 1,
jota pitempid L:n merkkijonoja voidaan pumpata. Valitaan = a™b", jolloin |z| = 2n > n.
Lemman mukaan x voidaan jakaa pumpattavaksi osiin z = uvw, |uv| < n, |v| > 1; siis on
oltava

u=d,v=ad, w=a" DY missii<n-—1, j>1.

Mutta esimerkiksi “0-kertaisesti” pumpattu merkkijono uv’w = alan Ty = gn=ipn e
kuulu kieleen L. Siten L ei voi olla sddnndllinen.

Pumppauslemman kiytto formaalin kielen ei-sd&nnéllisyyden todistamiseen vaatii huolel-
lisuutta. Yksi tavallinen virhe on valita merkkijonosta pumpattavaksi jokin yksinkertainen,
todistajalle “mieluinen” osajono. Tamé& on kuitenkin vi#rin: pumppauslemman mukaan jo-
kaista sddnnollisen kielen A riittdvan pitkdd merkkijonoa voidaan pumpata jostakin kohden
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sen ensimmaisten n merkin alueelta. Jos siis halutaan todistaa, ettd A ei ole sd&nnollinen,
pitda osoittaa, ettd jotakin vihintdan n-merkkistd merkkijonoa ei voida pumpata mistddn sen
n-merkkisen alkuosan kohdasta.

Esimerkiksi edell kielen L = Lyatcn tapauksessa ei voitaisi padttda valita pumpattavaksi
jonon a™b™ ensimmiist# a-merkkii ja piitelld, ettd koska a™b™ € L ja a™ 1" ¢ L, niin L ei ole
sdannollinen. Péteva todistus todella vaatii ylla esitetyn yleisen tarkastelun. Em. “oikaistun”
todistuksen virheellisyyden huomaa esimerkiksi tarkastelemalla kielen L sijaan sddnnéllisen
lausekkeen (aa)*(bb)* kuvaamaa kieltd L;. Jos valittu n on parillinen, niin talldkin kielelld
on voimassa a"b" € Li ja a"t'b" ¢ Li, mutta kuitenkin L; on miiritelminsi mukaan
sdannollinen.

On syytd huomata myo0s, ettéd vaikka pumpattavuus on sdannollisten kielten tyyppiominai-
suus, on olemassa myds joitakin pumpattavia ei-sadnnollisié kielid. (Ja siksi pumppauslemmaa
mm. ei voida kdyttdd kielten sadannollisyyden osoittamiseen.) Esimerkiksi kieli

A={c"d"" | r>1,k>0}U{d® | k,1>0} (2.6)

tayttdd Lemman 2.6 ehdot — yhdisteen ensimmaiseen komponenttiin kuuluviin jonoihin voi
pumpata c-merkkié ja toiseen osaan kuuluviin a:ta tai b:td — mutta A ei silti ole sddnnéllinen,
kuten seuraavassa todetaan.

Tilanteet, joissa pumppauslemman suora soveltaminen kielen ei-sdénndllisyyden osoitta-
miseen on vaikeaa tai peréti mahdotonta, voidaan usein palauttaa helpommin hallittaviksi
saannollisten kielten sulkeumaominaisuuksien avulla seuraavasti: oletetaan, ettd tarkasteltava
kieli A olisi sddnnollinen; padtellddn téstd sdanndllisten kielten tunnettujen ominaisuuksien
perusteella, ettd jonkin A:sta johdetun kielen B tulisi télléin my6s olla sddnnéllinen; tode-
taan (esim. pumppauslemman avulla) ettd B ei kuitenkaan voi olla sdénnéllinen; saadusta
ristiriidasta seuraa, ettd myoskddn alkuperédinen kieli A ei voinut olla séédnndéllinen.

Esimerkiksi kaavan (2.6) méadrittelemé kieli A sisdltdd ensimmaéiseen komponenttiinsa
“Upotettuna” aiemmin ei-sidinnélliseksi todetun kielen L = {a*b* | k& > 0}. Tétd havain-
toa voidaan kdyttaa hyviksi, kun tiedetdén ettd (i) kahden sa@nnollisen kielen leikkaus on
aina sddnnollinen (HT), ja ettd (ii) jos aakkoston {a,b,c} kieli B on sddnnollinen, niin myds
kieli B|{a,b}, joka saadaan poistamalla B:n jonoista kaikki c-merkit, on sannollinen (HT).

Jos nimittéin nyt kaavan (2.6) méérittelema kieli A olisi sdédnnollinen, niin ominaisuuden
(1) nojalla pitdisi my6s kielen

B = AN L(cc*a*b*) = {"a*b* | r > 1,k > 0}
olla sddnnollinen, ja samoin edelleen ominaisuuden (ii) nojalla kielen
L = Bl{a,b} = {a"b* | k > 0}.

Koska kuitenkin L tiedetéddn ei-sdannolliseksi, seuraa saadusta ristiriidasta, ettei mydskaan
kieli A voi olla sdannéllinen.



Luku 3

Yhteydettomat kieliopit ja kielet

3.1 Kieliopit ja merkkijonojen tuottaminen

Kieliopilla (engl. grammar) tarkoitetaan yleisesti tietynlaista muunnossysteemis merkkijo-
nojen (kielen “sanojen”) tuottamiseen maaratystd ldhtojonosta alkaen, osajonoja toistuvasti
annettujen sddntojen mukaan uudelleenkirjoittamalla.

Kielioppi on yhteydeton (engl. context-free), jos kussakin uudelleenkirjoitusaskelessa kor-
vataan yksi erityinen muuttuja- t. vdlikesymboli jollakin siihen liitetylld korvausjonolla, ja kor-
vaus voidaan aina tehdd symbolia ympér6ivin merkkijonon rakenteesta riippumatta. (Ylei-
sempiin kielioppeihin palataan lyhyesti luvussa 5.)

Yhteydettomilld kieliopeilla on runsaasti sovelluksia erilaisten rakenteisten tekstien (esi-
merkiksi ohjelmointikielten BNF-syntaksikuvaukset, XML-kuvauskielen DTD /Schema-mé&&-
rittelyt) tai yleisemmin rakenteisten “olioiden” kuvaamisessa (esimerkiksi ns. syntaktisen hah-
montunnistuksen menetelmissi).

Esimerkkiné kielioppikuvauksesta tarkastellaan jilleen tasapainoisten sulkujonojen muo-
dostamaa kieltd

Lmatch = {(k)k | k> 0}'

Kuten edellisen luvun lopussa todettiin, tdma kieli ei ole sdénndllinen, so. sitd ei voida kuvata
millddn sddnnolliselld lausekkeella. Kieli voidaan kuitenkin maérittda seuraavilla yksinkertai-
silla muunnossddnnoillé, joita toistuvasti soveltamalla voidaan mikd tahansa tasapainoinen
sulkujono tuottaa ldhtésymbolista S alkaen:

(i) S —(5)
(i) S —e.

Esimerkiksi merkkijono ((())) voidaan tuottaa muunnosjonolla:

S = (8) = ((9) = (((5))) = (((£))) = ((O))-

Téssd on kolmessa ensimmaéisessd muunnoksessa sovellettu sdéntoéd (i) ja neljainnessi sdéntoa
(ii).

Toisena esimerkkiné tarkastellaan kielioppia yksinkertaisen ohjelmointikielen aritmeettis-
ten lausekkeiden rakenteen kuvailuun. Kielioppia on yksinkertaistettu ottamalla mukaan vain

45
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yhteen- ja kertolaskuoperaatiot ja merkitsemé&lld mielivaltaista alkeisoperandia (lukuvakiota,
muuttujaa tms.) pelkélld a:lla. Vilikesymboleita on kolme: F (“expression”), T' (“term”) ja F'
(“factor”); naistd E on ldhtosymboli, josta lausekkeen tuottaminen aloitetaan. Muunnossiin-
nét ovat seuraavat:!

E — T ’ E+T
T — F | TxF
F — a | (E).

Esimerkiksi lauseke (a + a) * a voidaan n#itd sddntoja kdyttden tuottaa seuraavasti (kussakin
muunnosaskelessa korvattava vilike on alleviivattu):

E = T = TxF = FxF
= (E)* = (E+T)+«F = (T+T)xF
= (F+T)*F = (a+D)*xF = (a+LE)*F
= (a+a)=* = (a+a)*a

Miiritelmd 3.1 Yhteydeton kielioppi (engl. context-free grammar) on nelikko
G=(V,%,P,S9),
missi
e I/ on kieliopin aakkosto;

e 3 C V on kieliopin padtemerkkien (engl. terminal symbols) joukko; sen komplementti
N = V—X on kieliopin vilikemerkkien t. -symbolien (engl. nonterminal symbols) joukko;

e P C N x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden (engl. rules, productions) joukko;
e S € N on kieliopin ldéhtosymboli (engl. start symbol).

Produktiota (A,w) € P merkitdan tavallisesti A — w.

Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan (engl. derives directly) merkkijonon v € V*
kieliopissa GG, merkitdan

=
'YG'Y

jos voidaan kirjoittaa v = aAfS, v = awp (a, f,w € V*, A € N), ja kieliopissa G on produktio

A — w. Jos kielioppi G on yhteydesté selvi, relaatiota voidaan merkitd yksinkertaisesti v =
/

v -
Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa (engl. derives) merkkijonon ' € V* kieliopissa G,
merkitdan

* I

=
'YG’Y

1S4sntdjen esityksesss on téssi kiytetty lyhennysmerkintiis “A — w1 | wa | ... | wy” kuvaamaan joukkoa
samaan vilikesymboliin A liittyvid vaihtoehtoisia sdéntji {A — w1, A — w2, ... A — wi}.
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jos on olemassa jono V:m merkkijonoja yo,v1,... , v (n > 0), siten ettd
=== ... > =7

Y= G 71 e G Tn =7

Erikoistapauksena n = 0 saadaan -y =G>*’y milld tahansa v € V*. Jalleen, jos kielioppi G on

yhteydesti selvi, merkitdin yksinkertaisesti v =* +/.
Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos (engl. sentential form), jos on S ?*7.

Pelkistddn padtemerkeistd koostuva G:n lausejohdos € ¥* on G:n lause (engl. sentence).
Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli (engl. language generated by G) koostuu G:n lauseis-
ta; madritellddn siis:

LG)={xzeX*|S ?*x}
Formaali kieli L C ¥* on yhteydeton (engl. context-free), jos se voidaan tuottaa jolla-

kin yhteydettomaélla kieliopilla. Esimerkiksi tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen
Luaten = {(F)¥ | k > 0} tuottaa kielioppi

Gmatch = ({S’ (,)},{(,)},{S —¢e5— (S)}’S)’

ja yksinkertaisten aritmeettisten lausekkeiden muodostaman kielen Leypr tuottaa kielioppi
Gexpr = (V. X, P, E),
missa

V - {E,T,F,a,+,*,(,)},

% o= {a,+,%0)h
P = {E—-T, FE—-FE+T,T—FT—TxF F—a, F—(E)}

Toinen kielioppi kielen Leypy tuottamiseen on

Glre = (V,X, P, E),

expr

missa

V. = {E7a7+7*7(7)}7

E - {a7+7*7(7)}7
P = {E-E+E E—FE«E, E—a, E— (E)}.

Vaikka kielioppi ngpr paallisin puolin néyttdd yksinkertaisemmalta kuvaukselta kielelle Leypr
kuin kielioppi Gexpr, sen haittapuolena on ns. rakenteellinen moniselitteisyys joka on monissa
tilanteissa ei-toivottu ominaisuus (ks. sivu 53).

Kielioppien suunnittelusta

Annetun yhteydettomén kielen kielioppikuvauksen laatimiseen ei ole mitddn mekaanisesti so-
vellettavaa menetelméd; kielioppeja oppii kirjoittamaan tutustumalla esimerkkeihin ja harjoit-
telemalla. Joidenkin tyypillisten kielioppikonstruktioiden tunteminen voi kuitenkin helpottaa
opiskelua.
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Merkitaén seuraavassa mielivaltaisesta vilikkeestd T johdettavissa olevien péddtejonojen
joukkoa L(T):114, ja oletetaan ettd on jo laadittu produktiokokoelma P, joka vilikkeestd B
lahtien tuottaa kielen L(B) ja vilikkeestd C' lahtien kielen L(C'). Oletetaan lisdksi, ettd Pm
produktioissa ei esiinny vilikettd A. Télloin saadaan kielioppi yhdisteelle L(B) U L(C') lisaa-
mélld P:hen produktiot “A — B | C”, tai tdsmaéllisemmin sanoen on tdydennetyn produk-
tiokokoelman P’ = PU{A — B | C} suhteen voimassa L(A) = L(B) U L(C). Vastaavasti
saadaan kielioppi katenaatiolle L(B)L(C) lisaamélla P:hen produktio “A — BC”, so. pro-
duktiokokoelmaa P’ = P U {A — BC'} kiyttden on voimassa L(A) = L(B)L(C).

Kielen L(B) Kleenen sulkeuma saadaan tuotettua lisadmaélla kielioppiin joko sa&nnét
“A — BA | & (ns. oikea rekursio) tai “A — AB | €” (vasen rekursio). Molemmissa ta-
pauksissa on voimassa L(A) = L(B)* ={z1...2 | k>0, z1,...,2 € L(B)}.

Yhteydettomille kieliopeille ominainen konstruktio, joka yleensd johtaa ei-sdannollisiin
kieliin, on valikkeiden keskeisupotus. Esimerkiksi produktioiden “A — BAC' | &” lisddminen
produktiojoukkoon P tekee mahdolliseksi tuottaa vilikkeestd A sellaiset jonot, joiden lopussa
on tadsmélleen yhtd monta C-muotoista osajonoa kuin alussa on B-muotoisia osajonoja:

L(A):{xl...xkyk...yl\kZO, xl,...,xkeL(B), yl,...,ykeL(C)}.

Kuten aiemmin todettiin, merkkijonojen mielivaltaisen pituisten osajonojen tarkan vastaavuu-
den testaaminen ei onnistu dérelliselld automaatilla, ja siten keskeisupotusta kdyttden kuvatut
kielet eiviit yleensd ole sdannollisid. On kuitenkin mahdollista, ettd keskeisupotuksen maaraa-
mét vastaavuudet hukkuvat kieliopin tarjoamiin muihin johtomahdollisuuksiin. Niin kiy esi-
merkiksi kieliopissa {S — aSb | aS | Sb | €}, joka keskeisupotuksestaan huolimatta tuottaa
saannollisen kielen a*b*. (Selkedmpi kielioppi télle kielelle olisi {S — aS | T, T'— bT | €}.)
Liite: Vakiintuneita merkintatapoja

Kielioppeihin liittyville kisitteille ovat seuraavat merkintakiytdnnot vakiintuneet:

e Vilikesymboleita: A, B,C,... ,S,T.

e Pidtemerkkeja: kirjaimet a,b,c,... ,s,t; numerot 0,1,...,9; erikoismerkit; lihavoidut
tai alleviivatut varatut sanat (if, for, end, ... ).

e Mielivaltaisia merkkejd (kun vélikkeitd ja péadtteitd ei erotella): X, Y, Z.
e Piitemerkkijonoja: u, v, w, x,y, 2.
e Sekamerkkijonoja: «, 3,7,... ,w.
e Produktiot, joilla on yhteinen vasen puoli A, voidaan kirjoittaa yhteen: joukon
A—w, A—>wy, ...A—> wyg
sijaan kirjoitetaan

A—>w1]w2] ]wk.
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o Kielioppi esitetdan usein pelkkénd sdantéjoukkonas:

A1 — W11 | e | wlkl
A2 — W21 ’ e ‘ kaQ
Am —  Wml ’ e ‘ Wmkyy, -

Télloin padtellddn valikesymbolit edellisten merkintédsopimusten mukaan tai siité, etté
ne esiintyvét sddntdjen vasempina puolina; muut esiintyvit merkit ovat padtemerkkejé.
Lahtosymboli on talloin ensimmdisen sdannon vasempana puolena esiintyvé vélike; tissa
siis Al.

3.2 Saannolliset kielet ja yhteydettomat kieliopit

Edella on jo todettu, ettd yhteydettomilld kieliopeilla voidaan kuvata joitakin ei-sdannéllisia
kielid (esimerkiksi kielet Lmatch ja Lexpr). Seuraavassa ndhdéén, ettd myo6s kaikki sdannolliset
kielet voidaan kuvata yhteydettomilld kieliopeilla. Yhteydettomat kielet ovat siten sddnnol-
listen kielten aito yliluokka.

Yhteydeton kielioppi on oikealle lineaarinen (engl. right linear), jos sen kaikki produktiot
ovat muotoa A — ¢ tai A — aB, ja vasemmalle lineaarinen (engl. left linear), jos sen kaikki
produktiot ovat muotoa A — ¢ tai A — Ba.? Osoittautuu, etti seki vasemmalle ettd oikeal-
le lineaarisilla kieliopeilla voidaan tuottaa tdsmaélleen saénndlliset kielet, minks takia niité
kielioppeja nimitetddn myos yhteisesti sddnndllisiksi. Todistetaan tdssd viite vain oikealle li-
neaarisille kieliopeille; vasemmalle lineaarisia kielioppeja koskeva todistus sujuu hyvin samaan
tapaan.

Lause 3.1 Jokainen sadnndllinen kieli voidaan tuottaa oikealle lineaarisella kieliopilla.

Todistus. Olkoon L aakkoston ¥ sdannollinen kieli, ja olkoon M = (Q, 3, 9, qo, F’) sen tunnista-
va (deterministinen tai epddeterministinen) dérellinen automaatti. Seuraavalla konstruktiolla
voidaan muodostaa kielioppi Gy, jolla on L(Gp) = L(M) = L.

Kieliopin G s padteaakkosto on sama kuin M:n sytteaakkosto ¥, ja sen vilikeaakkostoon
otetaan yksi vilike A, kutakin M:n tilaa ¢ kohden. Kieliopin 18htdsymboli on A, ja sen
produktiot muodostetaan M:n siirtymié jiljitellen seuraavaan tapaan:

(i) kutakin M:n lopputilaa ¢ € F' kohden kielioppiin otetaan produktio A, — &;

(ii) kutakin M:m siirtymid ¢ — ¢ (so. ¢ € 6(q,a)) kohden kielioppiin otetaan produktio
Ay — aAy.

Konstruktion oikeellisuuden tarkastamiseksi merkitdin vélikkeestd A, tuotettavien padtejo-
nojen joukkoa

L(4y) = {z € T | A, 3> "2},

2Usein sallitaan oikealle ja vasemmalle lineaaaristen kielioppien miéritelmissi myds muotoa A — a olevat
produktiot. On helppo todeta, ettd tdma laajennus ei muuta kielioppien kuvausvoimaa.
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Kuva 3.1: Yksinkertainen darellinen automaatti.

Induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen voidaan osoittaa, ettd kaikilla ¢ on

x € L(Ay) joss (q,x)+"(qs,€) jollakin ¢f € F.

M

Erityisesti on siis

L(Gy) = L(Agy) = {z€¥*|(q,x) " (qy,¢) jollakin q5 € F'}

M
= L(M)=L. o
Esimerkiksi kuvan 3.1 automaattia vastaava kielioppi on:

Al — aA; | bA; | bAy
A2 — E‘bAQ.

Lause 3.2 Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kieli on sddannéllinen.

Todistus. Olkoon G = (V,X, P, S) oikealle lineaarinen kielioppi. Muodostetaan kielen L(G)
tunnistava epddeterministinen ddrellinen automaatti Mg = (Q, X, d, gs, F') seuraavasti:

e Automaatissa Mg on yksi tila kutakin G:n vélikettd kohden:

Q={qu|AcV-x}

Mg alkutila on G:n ldhtésymbolia S vastaava tila g¢g.

M syoteaakkosto on sama kuin G:n padteaakkosto X.

e Mg siirtyméfunktio § jiljittelee G:n produktioita siten, ettd kutakin produktiota A —
aB kohden automaatissa on siirtyméi ¢4 — ¢ (s0. ¢ € 5(qa,a)).

Mg lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin vilikkeisiin liittyy G:sséd e-produktio:

F={qg1€Q|A—ec P}

Konstruktion oikeellisuus voidaan jélleen tarkastaa induktiolla kieliopin GG tuottamien ja au-
tomaatin Mg hyviksymien merkkijonojen pituuden suhteen.
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3.3 Yhteydettomien kielioppien jisennysongelma

Jotta yhteydettomistd kieliopeista kuvaustekniikkana olisi merkittavaa hyotya, olisi toivotta-
vaa pystyd maarittdméaan, kuuluuko annettu merkkijono tietyn kieliopin kuvaamaan kieleen.
Tarvitaan siis menetelmé seuraavan jasennys- t. tunnistusongelman (engl. parsing problem,
recognition problem) ratkaisemiseen:

“Annettu yhteydeton kielioppi G ja merkkijono x. Onko = € L(G)?”

Tille ongelmalle ja sen erikoistapauksille, missd GG on jotakin rajoitettua muotoa, on ke-
hitetty useita ratkaisumenetelmis, jasennysalgoritmeja. Mikddn tunnetuista menetelmisté ei
kuitenkaan ole yksiselitteisesti paras, vaan eri algoritmit sopivat erilaisiin tilanteisiin.

Seuraavassa esitelldan yhteydettomien kielten jasentédmisen perustana olevaa késitteistoa,
tavoitteena parin suhteellisen yksinkertaisen jisennysmenetelméan esittely.

Jidsennysten esittdminen: johdot ja jisennyspuut

Olkoon v € V* kieliopin G = (V, X, P, S) lausejohdos, so. merkkijono, jolla S=G>*’y. Lahto-

symbolista S merkkijonoon - johtavaa suorien johtojen jonoa
S=vw=mn= " =Mm=7

sanotaan vy:n johdoksi (engl. derivation) G:ssd. Johdon pituus on siithen kuuluvien suorien
johtojen maédra; edelld siis n.

Lausejohdoksella on tavallisesti useita johtoja; esimerkiksi lause a + a voidaan johtaa
kieliopissa Gexpr (s. 47) seuraavilla kolmella tavalla, ja muillakin:

i) F = E+T = T+T = F+T = a+T = a+F = a+a
i) £ = E+4+T = E+F = T+F = F+F = F+a = a+a
(ii) £ = EF+T = E+F = EFE+a = T+H+a = F+4+a = a+a.

Kahdenlaiset johtotavat ovat erikoisasemassa: johto v =* 4/ on vasen johto (engl. leftmost
derivation), merkitaan

!
Wfrf*%

jos kussakin johtoaskelessa on produktiota sovellettu merkkijonon vasemmanpuoleisimpaan
vilikkeeseen: esimerkiksi edelld johto (i) on vasen johto. Vastaavasti méaaritelladan oikea johto
(engl. rightmost derivation). Tétd merkitdén

v ="
esimerkiksi edelld (iii) on oikea johto. Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitddn v = ~'
Im
jay=7+".
Suurin osa vaihtoehtoisten johtotapojen eroista muodostuu vain vilikkeiden laventami-
sesta eri jirjestyksessd: esimerkiksi edelld johdot (i) — (iii) ovat kaikki “pohjimmiltaan” sa-
manlaisia. Esitystapa, jossa ndmé epéoleelliset erot on abstrahoitu pois, on lausejohdoksen

jasennyspuu (syntaksipuu, johtopuu) (engl. parse tree, syntax tree, derivation tree). Jasen-
nyspuu kertoo ainoastaan, miten vilikkeet on lavennettu, ei missd jdrjestyksessd lavennukset
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E
TN
E + T
T F
F a

a

Kuva 3.2: Lauseen a + a jasennyspuu kieliopissa Gexpr-

on tehty. Esimerkiksi kaikkia kolmea edelld esitettyd johtoa vastaa sama, kuvassa 3.2 esitetty
jdsennyspuu.

Tésmallisemmin voidaan mééritelld seuraavasti: olkoon G = (V, X, P, S) yhteydeton kie-
lioppi. Kieliopin G mukainen jisennyspuu on jirjestetty puu (siis puu, jossa kunkin solmun
jalkeldisten kesken on mééritelty jarjestys vasemmalta oikealle), jolla on seuraavat ominaisuu-
det:

(i) puun solmut on nimetty joukon V U {e} alkioilla siten, ettd sisdsolmujen nimet ovat
valikkeitd (so. joukosta N =V — X)) ja juurisolmun nimené on lahtésymboli S;

(ii) jos A on puun jonkin sisdsolmun nimi, ja X1,... , X} ovat sen jalkeldisten nimet jérjes-
tyksessd, niin A — X; ... X} on G:n produktio.

Jésennyspuun 7 tuotos (engl. yield) on merkkijono, joka saadaan liittamalld yhteen sen leh-
tisolmujen nimet esijirjestyksessé (“vasemmalta oikealle”). Esimerkiksi kuvan 3.2 puun tuotos
on merkkijono “a + a”.

Johtoa

S=vn=mn= " =>m=7
vastaava jasennyspuu muodostetaan seuraavasti:
(i) puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole muita solmuja; muuten

(ii) jos ensimmaisessd johtoaskelessa on sovellettu produktiota S — X3 X5 ... Xk, niin juu-
relle tulee £ jilkeldissolmua, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Xi, Xo,... , Xi;

(iii) jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota X; — Y1Y5...Y}, niin juuren i:nnelle
jalkelaissolmulle tulee [ jélkeldistd, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Y7, Yo, ..., Y};
ja niin edelleen.

Konstruktiosta huomataan, ettd jos 7 on jotakin johtoa S =* ~ vastaava jisennyspuu, niin
T tuotos on 7.
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Jasennyspuu: Solmut esijarjestyksessa:
LR E\ExT>Frar + TiFaas
By + T
. Vasen johto:
,\\‘7—‘2 2%

E¢E+T¢T+TéF+T

Im Im

éaJrTéanLFéaqLa

Im Im Im

ai

Kuva 3.3: Vasemman johdon muodostaminen jdsennyspuusta.

Olkoon 7 kieliopin G mukainen jisennyspuu, jonka tuotos on paidtemerkkijono x. Télléin
7:sta saadaan vasen johto x:lle kilymalla puun solmut 1api esijarjestyksessi (“ylhéélté alas, va-
semmalta oikealle”) ja laventamalla vastaan tulevat vilikkeet jérjestyksessd puun osoittamalla
tavalla (ks. kuva 3.3). Oikea johto saadaan kdymélld puu lépi kddnteisessé esijarjestyksessi
(“ylhaéaltd alas, oikealta vasemmalle”). Muodostamalla annetusta vasemmasta johdosta S :> x

ensin jidsennyspuu edelld esitetylld tavalla, ja sitten jadsennyspuusta vasen johto, saadaan ta-
kaisin alkuperdinen johto; vastaava tulos patee myos oikeille johdoille.
Naiiden tarkastelujen perusteella voidaan esittdé seuraava térked lause:

Lause 3.3 Olkoon G = (V, X, P, S) yhteydetin kielioppi. Tdlloin:

(i) jokaisella G:n lausejohdoksella v on G:n mukainen jisennyspuu T, jonka tuotos on y;

(i) jokaista G:n mukaista jisennyspuuta T, jonka tuotos on padtemerkkijono x, vastaavat
yksikdsitteiset vasen ja oikea johto S ="z ja S :> x.

Im

Seuraus 3.4 Jokaisella G:n lauseella on vasen ja oikea johto.

Yhteydettomén kieliopin tuottamien lauseiden jasennyspuut, vasemmat ja oikeat johdot
vastaavat siis yksikésitteisesti toisiaan.? Kieliopin G jésennysongelman ratkaisuun katsotaan
usein kuuluvan pelkén padtésongelman “Onko x € L(G)?” ratkaisemisen lisdksi jonkin n#ista
jasennysesityksistd tuottaminen kieleen kuuluville lauseille x.

Kieliopin moniselitteisyys

Lauseella voi olla kieliopissa useita jadsennyksii, joskin tdméa on yleensa kieliopilta ei-toivottu
ominaisuus. Esimerkiksi lauseella a + a * a on kieliopissa Gy, (5. 47) kuvan 3.4 esittdmét

3Vastaavuus ei pide mielivaltaisille “keskeneriisille” lausejohdoksille: kaikilla lausejohdoksilla on jisennys-
puu, mutta ei vilttdméttd vasenta eikd oikeaa johtoa (esimerkiksi lausejohdokset 7'+ F ja F + F sivun 51
johtoesimerkin kohdassa (ii)).
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AN AN
AN AN

a a a a

Kuva 3.4: Lauseen a + a * a kaksi erilaista jisennysta.

kaksi jasennysta.

Yhteydeton kielioppi G on moniselitteinen (engl. ambiguous), jos jollakin G:n lauseella
x on kaksi erilaista G:n mukaista jasennyspuuta. Muuten kielioppi on yksiselitteinen (engl.
unambiguous). Yhteydeton kieli, jonka tuottavat kieliopit ovat kaikki moniselitteisié, on luon-
nostaan moniselitteinen (engl. inherently ambiguous).

Esimerkiksi kielioppi ngpr on moniselitteinen, kieliopit Gexpr ja Gmatcn yksiselitteisid.
Kieli Lexpr = L(Gexpy) €l ole luonnostaan moniselitteinen, koska silld on myds yksiselitteinen
kielioppi Gexpr- Luonnostaan moniselitteinen on esimerkiksi kieli

{a't/ | i = j tai j =k},

mutta tdmén vaitteen todistus on suhteellisen mutkikas ja sivuutetaan téssa.

3.4 Osittava jisentidminen

Yksi (yleisessé muodossa tehoton!) tapa etsid vasenta johtoa, tai yhtépitévasti jasennyspuu-
ta, annetun kieliopin G mukaiselle lauseelle x on aloittaa G:n 1ahtosymbolista ja generoida
systemaattisesti kaikki mahdolliset vasemmat johdot (jésennyspuut), samalla sovittaen muo-
dostetun lausejohdoksen péidtemerkkejd (puun lehtid) z:n merkkeihin. Ei-yhteensopivuuden
ilmetessd peruutetaan viimeksi tehty produktiovalinta ja kokeillaan jérjestyksessd seuraavaa
vaihtoehtoa.

Téllaista lauseenjdsennystapaa sanotaan osittavaksi, koska siind tarkasteltu lause yrite-
tddn johtaa kieliopin lahtosymbolista osittamalla se valittujen produktioiden mukaisiin ra-
kenneosiin ja yrittdmalld néin, tarvittaessa toistuvasti edelleen osittamalla, sovittaa kieliopin
tuottamaa rakennetta yhteen lauseen osajonojen kanssa.

Tarkastellaan esimerkiksi seuraavaa yksinkertaista, pelkistaén yhteen- ja vihennyslaskuja
sisdltdvid aritmeettisia lausekkeita tuottavaa kielioppia G:

E — T+E|T-E|T
T = al(E).

Esimerkiksi lauseen a — a osittava jésennys kieliopin G suhteen etenee seuraavasti, kun
kunkin vilikkeen vaihtoehtoiset produktiot kokeillaan yll& annetussa jérjestyksessd systemaat-
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tisesti vasemimalta oikealle:

E = T+E = a+ T [ristiriita; peruutetaan]|
= (E)+T  |[ristiriita; peruutetaan|
Im
= T—-E = a—F a—T+FE = a—a+FE ristiriita; peruutetaan|

Im Im Im Im

= a—(E)+FE

Im

ristiriita; peruutetaan|

Im Im

= a—(E)-FE

Im

= a-T = a—a

Im Im

[
[

= a-T—-F = a—a—F [ristiriita; peruutetaan]
[ristiriita; peruutetaan|
[

OK]

On huomattava, ettd tdtd menetelm#d yksinkertaisimmillaan kiytettdessd kielioppi ei
saa olla vasemmalle rekursiivinen, so. milladdn véilikkeelld A ei saa olla mahdollista johtaa
A =7 A~. Vasen rekursio voi johtaa osituksen ikuiseen silmukkaan, ellei siihen jollain tavoin
varauduta.

LL(1)-kieliopit ja niiden jisentdminen

Osittava jasennystekniikka saadaan huomattavasti tehokkaammaksi, jos kieliopilla on sellai-
nen ominaisuus, ettd jasennyksen joka vaiheessa médrdd tavoitteena olevan lauseen seuraava
merkki yksikésitteisesti sen, mikd lavennettavana olevaan vilikkeeseen liittyva produktio on
valittava. Kielioppia, jolla on timi ominaisuus, sanotaan LL(1)-tyyppiseksi.*

Esimerkiksi kielioppi G voidaan muokata LL(1)-muotoon “tekijoimélla” valikkeen E pro-

duktiot (ks. s. 59). Niin saadaan G:n kanssa ekvivalentti, so. saman kielen tuottava kielioppi
G’

E — TF
E - +E| —E|6
T — al(E).

Kieliopin G’ tuottamille lauseille on helppoa muodostaa vasemmat johdot suoraan ja pe-
ruuttamatta lahtosymbolista E alkaen. Esimerkiksi lauseen a — a jésentéaminen sujuu seuraa-
vasti:

Vuorossa ole-

va merkki: a - a (eof)

Vasen johto: FE = TE' = aF’ = a—FE = a—TE' = a—akb' = a—a.

LL(1)-tyyppiselle kieliopille voidaan kirjoittaa osittava jasennysohjelma suoraan kielio-

pin rakennetta noudattelevina rekursiivisina proseduureina. Esimerkiksi kieliopin G’ pohjalta
voidaan muodostaa seuraava C-kielinen funktiokokoelma, joka sydtejonon jésennyksen yh-
teydessd tulostaa sen tuottavan vasemman johdon produktiot jérjestyksessd. (“Todellisessa”
jasennysohjelmassa tietenkin produktioiden tulostamisen sijaan tehtiisiin jotakin tuottavaa
tyota, esimerkiksi koodingenerointia tai laskentaa.)

4Lyhenne LL(1), tai yleisemmin LL(k), tulee jisennysprosessin englanninkielisests kuvauksesta: “left-to-
right scan, producing a left parse, with k£ symbol lookahead”. Jonkin verran laajempi tehokkaasti jisennettivien
kielioppien luokka ovat ns. LR(k)-kieliopit (“left-to-right scan, right parse”). Niiden jisennysalgoritmit ovat
kuitenkin sen verran mutkikkaampia etta niitd ei kasitells téssi.
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#include <stdio.h>

int next;
void E(void); void Eprime(void); void T(void);

void ERROR(char *msg)
{ printf("%s\n",msg); exit(1); }

void E(void)

{
printf("E -> TE’\n");
T(); Eprime();

}
void Eprime(void)
{
if (next == ’+’) {
printf ("E’ -> +E\n");
next = getchar();
EQ;
}
else if (next == ’-?) {
printf ("E’ -> -E\n");
next = getchar();
EQ;
}
else
printf ("E’ -> \n");
}

void T(void)
{
if (next == ’a’) {
printf("T -> a\n");
next = getchar();
}
else if (next == 2(?) {
printf ("T -> (E)\n");
next = getchar();
EQ;
if (next !'= ?)?)
ERROR(") expected.");
next = getchar();
}
else ERROR("T cannot start with this.");
}
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int main(void)

{
next = getchar();
EQ;
exit (0);

}

Esimerkiksi sy6tejonoa a- (a+a) kisitellessddn ohjelma tulostaa seuraavat rivit:

T ->TE?
T ->a
E> -> -E
T ->TE?
T -> (E)
T ->TE?
T ->a
E’ -> +E
T ->TE?
T ->a
E> ->

E> ->

Tama tulostus vastaa vasenta johtoa:

E = TE =aeF =a-E=a-TE =a— (E)E =a— (TE"E
= a—(aE")E'=a—-(a+E)E =a—(a+TE)E = a— (a+aE")E
= a—(a+a)E = a—(a+a).

* LL(1)-kielioppien yleinen muoto

Yleisessi tapauksessa LL(1)-kieliopit voivat olla hieman edelld esitettyd mutkikkaampia: li-
sapiirteitd tuovat produktiot, joiden oikeat puolet alkavat vilikkeelld, ja tyhjentyvdt (engl.
nullable) vilikkeet: sellaiset A, joilla A =* ¢.

Tarkastellaan esimerkkiné seuraavaa, sadnnollisen lausekkeen a*b U ¢*d kuvaaman kielen
tuottavaa kielioppia:

S — Ab | Cd
A — adA |
C — cC |

Jos tata kielioppia kdytettdessd jasennettavi lause alkaa a:lla tai b:114, pitdd ensin soveltaa
produktiota S — Ab, jos taas c:lla tai d:ll4, niin produktiota S — Cd. Kielioppi on siten
LL(1)-tyyppinen, vaikka alussa sovellettavaa produktiota ei voidakaan péitelld pelkéstaan
S:n produktioiden perusteella.

Taménkaltaisten tilanteiden késittelemiseksi méaritellidn seuraavat annetun kieliopin G =
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(V,%, P, S) vilikkeisiin liittyviit pafitemerkkijoukot:?

FIRST(A) = {a€¥X|A="ax jollakin z € ¥*}
U{e| A="¢}
= {A:sta johdettavien paitejonojen ensimmaiiset merkit}
U {e, jos A voi tyhjentyi};
FOLLOW(A) = {ae€X|S =" adaf joillakin o, 3 € V*}
U{e| S =" ad jollakin a € V*}
= {ne pddtemerkit, jotka voivat seurata A:ta jossakin G:n lausejohdoksessa}

U {e, jos A voi sijaita lausejohdoksen lopussa}.

Esimerkiksi edellisen esimerkkikieliopin tapauksessa saadaan:

FIRST(S) = {a,b,c,d}, FIRST(A) = {a,e}, FIRST(C) = {c,e}
FOLLOW(S) = {e},  FOLLOW(A4) = {b}, FOLLOW(C) = {d}.

Laajennetaan FIRST-joukkojen mééritelmé mielivaltaisille merkkijonoille seuraavasti:

FIRST(e) = {e};

FIRST(a) = {a} kaikilla a € ¥;

FIRST(X,)U... UFIRST(X;) — {e},
jos e € FIRST(X)),... ,FIRST(X;_;), e ¢ FIRST(X;);
jos & € FIRST(X;) kaikillai = 1,... , k.

FIRST(X; ... X;)

Vield tarvitaan médritelmén suoraviivainen laajennus yksittéisiltd merkkijonoilta merkkijo-
nojoukkoihin:

FIRST(L) = ] FIRST(w).
weL

Kieliopin LL(1)-ehto voidaan nyt ilmaista tdsméllisesti seuraavasti: kielioppi on LL(1)-
muotoinen, jos sen milld tahansa kahdella samaan vélikkeeseen A liittyvalld produktiolla A —
w1 ja A — w9, w1 # wsy, ON voimassa:

FIRST({w; }FOLLOW (A4)) N FIRST ({w> }FOLLOW (A)) = 0.

LL(1)-kieliopin osittava jésentdjd muodostetaan yleisessi tapauksessa seuraavan kaavan
mukaan (esitys selkeyden vuoksi syntaksiltaan Pascal-ohjelmointikieltd muistuttavalla pseu-
dokoodilla):

Apurutiinit:

function getnext : token; {Seuraavan p#dtesymbolin selaus
— voi olla > 1 kirjainmerkkia. }
procedure ERROR(msg: text); {Virheiden kisittely; parametri msg

5Tarkkaan ottaen joukot voivat sisiltis yksittiisten paditemerkkien lisiksi my6s tyhjin merkkijonon e.
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sisdltdd virheilmoitustekstin.}
Vilikettd A vastaava proseduuri:

procedure A; {Am produktiot A — w; | ... | wp}
begin
if next in [a11,... ,a1m,] then {FIRST ({w1 }FOLLOW (A)) = {a11,- .- ,Q1m, }}
begin {produktio A — w}
parse(wy)
end else

if nert in [ap1,... ,anm,| then  {FIRST({w, }FOLLOW(A)) = {an1,--. , anm, }}
begin {produktio A — w,}
parse(wy,)
end else
ERROR(’A cannot start with this.’)
end;

Téssé lyhennemerkinté “parse (w;)” tarkoittaa seuraavalla tavalla muodostettavaa kdskyjonoa:

parse(Xq ... Xg) parse(X1);... ;parse(Xy), missé,

parse(a) if next # a then ERROR('a expected.’);
next := getnext, kun a on péddtemerkki;
parse(B) = B, kun B on vilike.

* Kielioppien muokkaaminen LL(1)-muotoon

LL(1)-kieliopit ovat teoriassa suppea, mutta kiytdnnossd sangen hyddyllinen kielioppiluokka.
Seuraavassa esitetddn kaksi kielioppimuunnosta, joilla “melkein” LL(1)-muotoisia kielioppeja
voidaan muuntaa tdhdn muotoon.

1. Vasen tekijointi

Kielioppi, jossa on produktiot
A — afy | afs, aFe, b # B

ei voi téyttdi LL(1)-ehtoa.® Téllainen ongelmapaikka voidaan kuitenkin korjata ottamalla
kiyttoon uusi vilike A’ ja korvaamalla em. produktiot produktioilla:

A — A
A — B Be.

Téasséd on oletettu, ettd o on afi:n ja af:m pisin yhteinen alkuosa, so. ettd jonot (51 ja [o
alkavat eri tavalla.
Esimerkiksi kieliopissa G (s. 55) korvattiin produktiot

EST+E|T-E|T

SPaitsi siins poikkeuksellisessa tapauksessa, etts ainoa a:m tuottama piitejono on .
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tekijoidylla esitykselld
E — TF
E — +E| -F|e.

2. Vilittomén vasemman rekursion poistaminen
Kielioppi on vasemmalle rekursiivinen, jos jollakin vélikkeelld A ja merkkijonolla v on
A=T Ay,

missd merkintd o =1 3 tarkoittaa, etti a:sta voidaan johtaa [ johdolla, jonka pituus on
vahintdan yksi askel.

Vasemmalle rekursiivinen kielioppi ei voi tiyttd# LL(1)-ehtoa.” Viliton vasen rekursio, so.
suorat johdot A = A<, voidaan kuitenkin vilttd4 korvaamalla produktiot

A= ABla, B#e

produktioilla

A — ad
A — BA e

Muotoa A — A olevat produktiot, jos sellaisia on, voidaan yksinkertaisesti jatt&a pois.
Esimerkiksi produktioista

E —- E+T|E-T|T
voidaan poistaa viliton vasen rekursio korvaamalla ne produktioilla

E — TE
E — +TE | -TE'|e.

Vasemman rekursion poisto on periaatteessa mahdollista yleisemminkin. Jokainen yhtey-
deton kielioppi voidaan nimittdin muuntaa ns. Greibachin normaalimuotoon (engl. Greibach
normal form), missé kaikki produktiot ovat muotoa

A—aBi...B,, k>0,

tai S — £, missé a on padtemerkki, By,... , By valikkeitd ja S 1dhtosymboli.

* FIRST- ja FOLLOW-joukkojen laskeminen

Annetun kieliopin G = (V, X, P, S) vilikkeisiin liittyvit FIRST- ja FOLLOW-joukot voidaan
muodostaa systemaattisesti seuraavalla menetelmalla.
Ensin lasketaan FIRST-joukot:

"Paitsi siind tapauksessa, ettd rekursiivinen johto on vilikkeelle A ainoa mahdollinen — mutta silloin A:sta
ei voida johtaa mitdin pditejonoa, ja se voidaan poistaa kieliopista tuotettua kieltd muuttamatta.
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1. Asetetaan aluksi kaikille kieliopin péaatteille a € X:
FIRST(a) := {a},
ja kaikille vilikkeille A € V — 3

FIRST(A) := {a€X|A— af on G:n produktio}
U{e| A — ¢ on G:n produktio}.

2. Kéydéan sitten kieliopin produktioita 1&pi jossakin jirjestyksessd ja toistetaan seuraa-
vaa, kunnes FIRST-joukot eivit en#é kasva: kullekin produktiolle A — X7 ... X} asete-
taan:

FIRST(4) := FIRST(A) U
({FIRST(X;) | 1 <i <k, e € FIRST(X;) kaikilla j < i}
U {¢ | e € FIRST(X;) kaikilla j = 1,... , k}.

FOLLOW-joukot méaritetdan sitten FIRST-joukkojen avulla seuraavasti:

1. Asetetaan aluksi kaikille vilikkeille B € V — X:
FOLLOW (B) := | J{FIRST(8) — {c} | A — aBj on Gn produktio},
ja lahtosymbolille S lisdksi:

FOLLOW (S) := FOLLOW(S) U {e}.

2. Sitten toistetaan, kunnes FOLLOW-joukot eivit en&é kasva: kullekin produktiolle A —
aBf, missi € € FIRST(f), asetetaan:

FOLLOW (B) := FOLLOW (B) U FOLLOW (A).

3.5 * Ekskursio: Attribuuttikieliopit

Kateva tapa liittda yhteydettomiin kielioppeihin yksinkertaista kielen semantiikan kuvausta
ovat ns. attribuuttikieliopit (engl. attribute grammars).

Ideana téssé on, etté kukin kieliopin mukaisen jasennyspuun solmu, jonka nimens on sym-
boli X, ajatellaan “tietueeksi”, joka on “tyyppid” X. “Tietuetyyppiin” X kuuluvia “kenttid” sa-
notaan X:n attribuuteiksi (engl. attributes) ja merkitdan X.s, X.t jne. Kussakin X-tyyppisessé
jdsennyspuun solmussa ajatellaan olevan X:n attribuuteista eri ilmentymdt (engl. instances).

Kieliopin produktioihin A — Xj ... X} liitetdén sitten attribuuttien evaluointisddntdja
(engl. evaluation rules), jotka ilmaisevat miten annetun jésennyspuun solmun attribuutti-
ilmentymien arvot méaardytyvit sen isd- ja jalkeldissolmujen attribuutti-ilmentymien arvois-
ta. S&8nnot voivat olla periaatteessa minkélaisia funktioita tahansa, kunhan niiden argu-
mentteina esiintyy vain paikallisesti saatavissa olevaa tietoa. Tarkemmin sanoen: produktioon
A — Xi... X liitettdvissd sddnnoissd saa mainita vain symbolien A, Xi,... , X attribuut-
teja.
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Kuva 3.5: Attributoitu jadsennyspuu.

Esimerkiksi seuraavassa on etumerkillisia kokonaislukuja tuottavaan yhteydettoméaéan kie-
lioppiin liitetty attribuutit ja niiden evaluointisddnnot kieliopin tuottamien lukujen arvojen
médrittdmiseen. Kuhunkin jasennyspuun X-tyyppiseen vilikesolmuun liitetdan attribuutti-
ilmentymé X.v, jonka arvoksi tulee X:std tuotetun numerojonon lukuarvo; erityisesti juuri-
solmun v-ilmentymén arvoksi tulee koko puun tuotoksena olevan numerojonon lukuarvo.

Produktiot: Fuvaluointisddnndt:

I — +U Tv = Uw

I — -U ITv = —Uw

I — U T = Uw

U — D U = Duw

U — UD Uwvw = 10xUsv+ Dw
D — Dv = 0

D — 1 Dv = 1

D — 9 Dv = 9

Produktioon U — U D liittyvissd evaluointisdénnossé on téssd kaytetty indeksimerkintaa
saman vélikkeen eri esiintymien erottamiseen: U; tarkoittaa ensimmaistd produktiossa esiin-
tyvad U:ta, U, toista jne. Téssd tapauksessa U; viittaa produktion vasemman puolen ja Us
oikean puolen U:hun.

Kuvassa 3.5 on esitetty evaluointisdantojen mukainen attributoitu jasennyspuu kieliopin
tuottamalle lauseelle “-319”. Kuvaan on selvyyden vuoksi merkitty katkoviivoilla nékyviin
attribuutti-ilmentymien véliset evaluointiriippuvuudet.

Attribuuttikieliopin attribuutti ¢ on synteettinen (engl. synthetic), jos sen kuhunkin pro-
duktioon A — Xj ... X} liittyvd evaluointisddnté on muotoa A.t := f(A, Xq,... ,Xx). Tdmi
merkitsee sitd, ettd jisennyspuussa kunkin solmun mahdollisen ¢-ilmentymé&n arvo riippuu
vain solmun omien ja sen jilkeldisten attribuutti-ilmentymien arvoista; esimerkiksi edelld att-
ribuutti v on synteettinen. Muunlaiset attribuutit ovat periytyvid (engl. inherited).

Attribuuttisemantiikan kuvauksessa pyritddn kiyttdmain p#adasiassa synteettisid attri-
buutteja, koska ne voidaan evaluoida helposti yhdelld jasennyspuun lehdistd juureen suun-



3.5. * EKSKURSIO: ATTRIBUUTTIKIELIOPIT 63

I 4=-319

Kuva 3.6: Positiokerrointa kiyttéden attributoitu jasennyspuu.

tautuvalla lapikdynnilld. Mitdan periaatteellista estettd myOs perittyjen attribuuttien kayt-
t6on ei kuitenkaan ole — kunhan attribuutti-ilmentymien riippuvuusverkkoihin ei tule sykle-
ja. Esimerkiksi edelld olevaan, etumerkillisi& kokonaislukuja tuottavaan kielioppiin voitaisiin
liittda lukujen arvot maarittdva semantiikka myoOs seuraavasti, periytyvdd “positiokerroin’-
attribuuttia s ja synteettistd “arvo’-attribuuttia v kiyttéen:

Produktiot: FEvaluointisiannot:

I - +U Us = 1, Iv = Uw

I — -U Us = 1, v = -Uw

I — U Us = 1, T = Uw

Uu — D Uv = (Dw)x*(U.s)

U — UD Uy.s = 10% (Uy.s), Uyv = Usw+ (D) * (Uy.s)
D — 0 Dv =0

D — 1 Dv =1

D — 9 Dv =9

Kuvassa 3.6 on esitetty tdmén semantiikan mukainen attributoitu jasennyspuu lauseelle
“319”.

Attribuutti-ilmentymien arvot voidaan usein laskea suoraan jdsennysrutiineissa, tarvitse-
matta muodostaa jédsennyspuuta eksplisiittisesti. Esimerkkind tdstd on seuraavassa ohjelma,
joka muuntaa syGtteend annettuja aritmeettisia lausekkeita ns. postfir-esitykseen.

Aritmeettisen lausekkeen postfix-esityksessi kirjoitetaan ensin operandit, sitten operaat-
tori; esimerkiksi lauseke “(a + b) * ¢” kirjoitettaisiin “ab 4 c«”. Téllaisen esityksen etu tavan-
omaiseen infiz-esitykseen verrattuna on, ettd postfix-esityksessé ei milloinkaan tarvita sulkuja
operaatioiden suoritusjarjestyksen ilmaisemiseen. (Tésté syystd postfix-laskujarjestysta kay-
tetddn mm. erdissé taskulaskimissa.)

Seuraavassa on tavanomaiseen, yksinkertaisia aritmeettisia lausekkeita tuottavaan kieliop-
piin liitetty yksi synteettinen, merkkijonoarvoinen attribuutti pf; kuhunkin vélikkeeseen X
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liittyvén attribuutti-ilmentymén X.pf arvo on X:std tuotetun alilausekkeen postfix-esitys.

Produktiot: Fvaluointis@anndt:

E — T+E Evpf = (T.pf) (Eapf) (+)
EFE — T E.pf = T.pf

T — FxT Tipf = (Fpf) (To.pf) (¥)
T — F T.pf = F -pf

F — a Fpf = 'd

F — (F) Fpof = Eupf

Kieliopille voidaan néiden evaluointiséddntdjen pohjalta suhteellisen suoraviivaisesti laa-
tia seuraava C-kielinen osittava jdsent#jd, jossa attribuutti-ilmentymien arvot evaluoidaan
suoraan jisennyksen yhteydessi:®

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#define MAXLEN 80 /* Maks. lausekkeenpituus */
int next;
char *pf; /* Tuloslauseke */

void E(char #*); void T(char *); void F(char *);

void ERROR(char *msg)
{

printf ("%s\n", msg); exit(1);
}

/* Produktiot: E -> T+E | T */
void E(char *pf)
{

char *pfl, *pf2;

pfl = malloc(MAXLEN+1);

pf2 = malloc(MAXLEN+1);

T(pfl); /* pfl = T.pf */
if (next == ’+?) {
next = getchar();
E(pf2); /* pf2 = E(2).pf */
sprintf(pf, "Yskshs", pfl, pf2, "+"); /x E.pf = pf1~pf2~(°+’)  */
}
else sprintf(pf, "%s", pfl); /* E.pf = T.pf x/
free(pfl); free(pf2);

®Kieliopin saattaminen LL(1)-muotoon edellyttiisi tarkkaan ottaen vilikkeiden F ja T produktioiden va-
semman tekijéinnin. Tekijointi voidaan kuitenkin sisdllyttdd implisiittisesti jdsennysrutiineihin esimerkistd
ilmenevalld tavalla.
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/* Produktiot: T -> FxT | F */
void T(char *pf)
{

char xpfl, *pf2;

pfl = malloc (MAXLEN+1);

pf2 = malloc (MAXLEN+1);

F(pfl);

if (next == %?) {
next = getchar();
T(pf2);

sprintf (pf, "Yshskhs", pfl, pf2, "x");
}
else sprintf(pf, "%s", pfl);
free(pfl); free(pf2);

/* Produktiot: F -> a | (E) */
void F(char xpf)
{
if (next == ’a’) {
sprintf (pf, "a");
next = getchar();
}
else if (nmext == *(?) {
next = getchar();
E(pf);
if (next != ?)?)
ERROR(") expected.");
next = getchar();
}
else ERROR("F cannot start with this.");
}

int main(void)

{
next = getchar();
pf = malloc(MAXLEN+1);
E(pf);
printf ("%s\n", pf);
free(pf);
exit (0);

/* pft

/* pf2
/* T.pf

/* T.pf

/* F.pf

/* F.pf

F.pf

T(2).pf
pfl~pf2~(’%?)

F.pf

JaJ

E.pf

*/
*/

*/

*/

*/
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3.6 Eras yleinen jisennysmenetelmi

Osittava jasentdminen on selked ja tehokas jasennysmenetelméd LL(1)-kieliopeille: n merkin
mittaisen syotemerkkijonon késittely sujuu ajassa O(n). LL(1)-kieliopit ovat kuitenkin pe-
riaatteessa melko suppea kielioppiluokka (joskin kiytadnnossd moniin tarkoituksiin riittava),
eikd mielivaltaisen yhteydettomaén kieliopin jdsennysongelman tehokas ratkaiseminen ole aivan
yvhté helppoa.

Periaatteessa, ja tietyin kieliopin muotoa koskevin varauksin, ongelma voitaisiin ratkaista
esimerkiksi soveltamalla yleistd (peruuttavaa) osittavaa jasennystd, mutta kiytdnnossa vai-
keudeksi muodostuu erilaisten kokeiltavien johtovaihtoehtojen suuri méaéré. Jokaisessa epatri-
viaalissa yhteydettoméssa kieliopissa on nimittdin n askelen mittaisia johtoja eksponentiaali-
nen mééré, so. O(c") kappaletta jollakin ¢ > 2, ja pahimmassa tapauksessa yleinen osittava
jasennys joutuu kokeilemaan ne kaikki selvittddkseen jonkin n merkin mittaisen syotteen kie-
liopinmukaisuuden.

Seuraavassa esitetddn tdmén ldhestymistavan tehokkaaksi vaihtoehdoksi erds yleinen me-
netelmé, ns. Cocke—Younger—Kasami- t. CYK-algoritmi, mielivaltaisen yhteydettomén kielio-
pin tuottamien merkkijonojen tunnistamiseen. Menetelm# toimii ajassa O(n?), missid n on
tutkittavan merkkijonon pituus.

CYK-algoritmia varten kisitellddn ensin joitakin kielioppimuunnoksia.

e-produktioiden poistaminen
Olkoon G = (V, %, P, S) yhteydeton kielioppi. Vilike A € V —3 on tyhjentyvi (engl. nullable),

jos A="¢.
G

Lemma 3.5 Mistd tahansa yhteydettomdstd kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti kie-
lioppi G', jossa enintddn lihtosymboli on tyhjentyuvd.

Huom. Léhtésymbolin tyhjentymisté ei voida vélttad, jos e € L(G).
Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S). Selvitetaan ensin G:n tyhjentyvit vilikkeet seuraavasti:
(i) asetetaan aluksi

NULL:={A €V —X | A— ¢ on G:n produktio};

(i) toistetaan sitten seuraavaa NULL-joukon laajennusoperaatiota, kunnes joukko ei endé
kasva:

NULL := NULL U
{AeV —-%¥|A— Bj...B; on G:n produktio, B; € NULL kaikilla i = 1,... , k}.

Taman jalkeen korvataan kukin G:n produktio A — X; ... X} kaikkien sellaisten produktioi-
den joukolla, jotka ovat muotoa

X; jos X; ¢ NULL;

A—ar o missi ;= { X; taie, jos X; € NULL.
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Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — ¢ olevat produktiot. Jos poistettavana on my6s pro-
duktio S — ¢, otetaan muodostettavaan kielioppiin G’ uusi 1dhtésymboli S’ ja sille produktiot
S —SjasS —e [0

Esimerkki e-produktioiden poistamisesta:

S — A|B

A — aBale — (NULL = {4, B, 8}
B — bAb|e

S — A|B|e

A — aBalaale =

B — bAb|bb|e

S — Se

S — A|B

A — aBalaa

B — bAb | bb.

Yksikk6produktioiden poistaminen

Produktio muotoa A — B, missd A ja B ovat vilikkeitd, on yksikkoproduktio (engl. unit
production).

Lemma 3.6 Mistd tahansa yhteydettomdstd kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti kie-
lioppi G', jossa ei ole yksikkoproduktioita.

Todistus. Olkoon G = (V, X, P, S). Selvitetaan ensin G:n kunkin vilikkeen “yksikkdseuraajat”
seuraavasti:

(i) asetetaan aluksi kullekin A € V' — 3:
F(A):={Be€V —-%X| A— B on Gn produktio};
(i) toistetaan sitten seuraavia F-joukkojen laajennusoperaatioita, kunnes joukot eivit enéd
kasva:
F(A):=F(A)U U{F(B) | A— B on G: produktio}.
Tamén jilkeen poistetaan G:sté kaikki yksikképroduktiot ja lisdtdén niiden sijaan kaikki

mahdolliset produktiot muotoa A — w, missd B — w on G:n ei-yksikk6produktio jollakin
BeF(A). 0O

Esimerkkiné poistetaan yksikkoproduktiot edelld saadusta kieliopista

S — Se
S —- A|B
A — aBal|aa
B — bAb| bb.
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Vilikkeiden yksikkoseuraajat ovat: F(S') = {S, A, B}, F(S) = {4, B}, F(A) = F(B) = 0.
Korvaamalla yksikképroduktiot edelléd esitetylld tavalla saadaan kielioppi

S" — aBa|aa|bAb|bb]|e

S — aBalaa|bAb| bb

A — aBal|aa
B — DbAb| bb.

(Huomataan, ettd vilike S on nyt itse asiassa “turha”, so. se ei voi esiintyd minkadan kielio-
pin mukaisen lauseen johdossa. Myo6s turhat véilikkeet voidaan haluttaessa poistaa kieliopista
samantapaisella algoritmilla (HT).)

Chomskyn normaalimuoto

Yhteydeton kielioppi G = (V, X, P, S) on Chomskyn normaalimuodossa (engl. Chomsky nor-
mal form), jos sen vilikkeistd enintddn S on tyhjentyvd, ja mahdollista produktiota S — ¢
lukuunottamatta muut produktiot ovat muotoa A — BC tai A — a, missd A, B ja C ovat
valikkeitd ja a on padtemerkki. Lisdksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd ldhtésymboli
S el esiinny minkd#in produktion oikealla puolella.

Lause 3.7 Mistd tahansa yhteydettomdastd kieliopista G voidaan muodostaa ekvivalentti Choms-
kyn normaalimuotoinen kielioppi G'.

Todistus. Olkoon G = (V, X, P,.S). Mikéli 1ldhtésymboli S esiintyy G:ssi jonkin produktion
oikealla puolella, otetaan kdyttéon uusi lahtosymboli S’ ja lisdtédén G:hen produktio S’ — S.
Poistetaan sitten G:std e-produktiot ja yksikkdproduktiot lemmojen 3.5 ja 3.6 konstruktioilla.
Témaén jilkeen kaikki G:n produktiot ovat muotoa A — a tai A — Xy... X, k > 2 (tai
S —e/S —e).

Lisétadn nyt kielioppiin kutakin péatemerkkid a varten uusi vilike C, ja sille produktio
C, — a. Korvataan sitten kussakin muotoa A — X;i...Xg, k > 2, olevassa produktiossa
ensin kaikki paatemerkit em. uusilla véilikkeilld, ja sitten koko produktio produktiojoukolla

A — X4,
A — XA,

Ap_o — X1 Xy,

missd Aq,..., Ap_o ovat jilleen uusia valikkeita.
(Tarkkaan ottaen uusi produktiojoukko on siis oikeastaan
A — X{Al
A — XéAQ

/ /
Ap—2 — X1 Xp,
misséa

Y X, jos X; eV -3
Ul Cuy jos X;=a€X) O
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Esimerkiksi sovellettaessa konstruktiota kielioppiin

S — aBCd | bbb
B — b
C — ¢

saadaan tuloksena kielioppi

o

S — (O85!
st — BS]
st ey
S — 5%
52 W0,
B — b
cC — ¢
C, — a
C, — b

N

_

Cocke—Younger—Kasami-algoritmi

Olkoon G = (V,%, P, S) yhteydeton kielioppi. Lauseen 3.7 nojalla voidaan olettaa, ettd G
on Chomskyn normaalimuodossa. Kysymys, kuuluuko annettu merkkijono x kieleen L(G)
voidaan tdlloin ratkaista seuraavasti:

e Jos x = ¢, niin x € L(G) joss S — € on G:n produktio.

e Muussa tapauksessa merkitd&in « = aj ... a, ja tarkastellaan x:n eri osajonojen tuotta-
mista.

Merkitddn N;i:lla niiden vélikkeiden A joukkoa, joista voidaan tuottaa z:n positiosta 4
alkava, k merkin mittainen osajono z;x = a;...a;+k—1:

Selvésti on © € L(G) joss S € Nyy,.

Joukot N, voidaan laskea taulukoimalla lyhyistd osajonoista pitempiin seuraaviin ha-
vaintoihin nojautuen. Ensinndkin on kaikilla vélikkeilld A ja kullakin ¢ = 1,... ,n voi-
massa A € N;1, jos ja vain jos G:ssd on produktio A — a;. Osajonopituuksilla k& > 2
huomataan, ettd koska G on Chomskyn normaalimuodossa, niin vilikkeestd A voidaan
johtaa jono z;r = a;...a;1%—1, jos ja vain jos jono xz;; voidaan jakaa kahteen lyhyem-
pa&n osaan Tij = d; . .. Qi+j—1 Ja T(iyj)(k—j) = Qitj - Citk—1,J = 1, ... ,k—1, niin etta
jostakin vélikkeestd B voidaan johtaa alkuosa x;;, jostakin vdlikkeestd C' voidaan johtaa
loppuosa (i j)k—j), ja G:ssé on ndmé vilikkeet yhdistdvd produktio A — BC. Tama
paattely johtaa seuraavaan taulukointimenettelyyn joukkojen N;;. muodostamiseksi:



70 LUKU 3. YHTEYDETTOMAT KIELIOPIT JA KIELET

17—
Nip| 1:b | 2:a [3:a|4:b]5:a
1 B AC |AC| B |AC
2 S, A B |S5C|SA| -
k|l 3 0 B B | -
4 0 S,AC| —
5 |SAC| -

Kuva 3.7: CYK-algoritmin laskentataulukko.

=

C
B A B C
]

b

—

Kuva 3.8: Erds CYK-taulukon mukainen jisennyspuu.

Joukkojen Ny laskeminen:
(1) Asetetaan aluksi kaikilla i =1,... ,n:
Niyi = {Ae€V -%¥|A— a; on G produktio}.
(ii) Maaritetadn sitten kaikilla osajonopituuksilla & = 2,... ,n ja kullakin & kaikilla

mahdollisilla alkukohdilla ¢ = 1,... ,n — k + 1 joukon N;; vilikkeet seuraavan
kaavan mukaan:

k—1
Ny = U {AeV —% | G:ssion produktio A — BC, missi
i=1
B e Nl'j jaC € Ni+j,k—j}- O

Esimerkkind CYK-algoritmin soveltamisesta tarkastellaan Chomskyn normaalimuotoista kie-
lioppia

S — AB | BC
A — BA ’ a
B — CC | b
C — AB | a
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Kuva 3.9: CYK-algoritmin laskentajérjestys.

sybtenauha: ’i‘n ‘p ‘u ‘t ‘

nauhapdé:
=92
ohjausyksikko: o ?
3 C|
A
pino T
(ty6nauha): ?

Kuva 3.10: Pinoautomaatti.

ja syotemerkkijonoa x = baaba. Algoritmin laskenta etenee tdssd tapauksessa kuvan 3.7 tau-
lukon esittamallé tavalla. Téassa tapauksessa ldhtosymboli S kuuluu joukkoon Nis, joten paé-
tellddn, ettd = kuuluu kieliopin tuottamaan kieleen. Taulukkoon 3.7 on merkitty ndkyviin
my6s yksi lahtosymbolin S € N5 “perusteluketju”, joka téssd tapauksessa vastaa syotejonon
baaba kuvan 3.8 mukaista jasennyspuuta.

Yleisesti ottaen CYK-algoritmin laskentajérjestys on sellainen, ettd jotakin joukkoa NV;; m&a-
ritettdessd edetddn indeksin j kasvaessa arvosta 1 arvoon k — 1 samanaikaisesti sarakkeessa
N;j joukkoa Njj “kohti” ja diagonaalia NN;;;—; pitkin siitd “poispdin” (kuva 3.9).

3.7 Pinoautomaatit

Samaan tapaan kuin séénnélliset kielet voidaan tunnistaa dérellisilld automaateilla, saadaan
yhteydettomille kielille automaattikarakterisointi ns. pinoautomaattien (engl. pushdown au-
tomata) avulla.

Intuitiivisesti pinoautomaatti on &arellinen automaatti, johon on lisétty yksi potentiaali-
sesti aareton tyonauha (kuva 3.10). Tyonauhan kdytto ei kuitenkaan ole rajoittamatonta, vaan
tieto on silld organisoitu pinoksi: automaatti voi lukea ja kirjoittaa vain nauhan toiseen paa-
hén, ja padstikseen lukemaan aiemmin kirjoittamiaan merkkejé sen taytyy pyyhkié viimeisin
merkki pois. Formaalisti tdmé& idea voidaan kuvata seuraavasti:
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Miéritelmé 3.2 Pinoautornaatti (engl. pushdown automaton) on kuusikko
M= (Q,%,T,6,q,F),
missé
e () on tilojen aérellinen joukko;
e X on sydteaakkosto;

e I' on pinoaakkosto;

J:Qx (BU{e}) x (Tu{e}) = P(Q x (' U{e})) on (joukkoarvoinen) siirtymdfunktio,
e gy € Q on alkutila;
e F' C Q on (hyviksyvien) lopputilojen joukko.

Siirtymafunktion arvon

6(q,0,7) = {(q1,m), - » (@, )}

tulkinta on, ettd ollessaan tilassa g ja lukiessaan sydtemerkin o ja pinomerkin v automaat-
ti voi siirtyd johonkin tiloista qi,... ,qr ja korvata vastaavasti pinon péallimmaéisen merkin
jollakin merkeistd ~1,... ,7. (Pinoautomaatit ovat siis perusméairitelménsd mukaan epdde-
terministisid.) Jos o = £, automaatti tekee siirtymén syotemerkkis lukematta; vastaavasti jos
v = g, automaatti ei lue pinomerkkis ja uusi kirjoitettu merkki tulee pinon péélle vanhaa
paallimmaéistd merkkid poistamatta (“push”™operaatio). Jos pinosta luettu merkki on v # € ja
kirjoitettavana on v; = €, pinosta poistetaan sen pééllimméinen merkki (“pop”-operaatio).

Automaatin tilanne on kolmikko (¢, w, ) € Q x ¥* xI'*; erityisesti automaatin alkutilanne
sydtteelld x on kolmikko (qo, z, ). Tilanteen (g, w, ) intuitiivinen tulkinta on, ettd automaatti
on tilassa ¢, syotemerkkijonon késittelemdton osa on w ja pinossa on ylhdaltd alas lukien
merkkijono a.

Tilanne (¢, w, ) johtaa suoraan tilanteeseen (¢’,w’, '), merkitdin

(Q’ w? a) ]'Q (q/? wl’ al)?
jos voidaan kirjoittaa w = ow’, a =08, o/ =+'8 (lo], ||, |7/| < 1), siten ettd
(d'7") € 6(g,0,7).
Tilanne (q,w, ) johtaa tilanteeseen (¢',w',a’), merkitdén
(Q’ w? a) l_*(q,’ w,? a,)?
M
jos on olemassa tilannejono (qg, wg, g 1, W1, Q1), ... ns Wn, Oy ), N > 0, siten ettd
.] .] q ) 7 ) q 7 ) 7 7 q b b ) )
(q’ w, a) = (QOa wo, Oéo) F ((h, wiy, al) FF (Qna Wnp, an) = (ql’ wl, O/)'
M M M
Pinoautomaatti M hyvdiksyy merkkijonon x € X*, jos

(g0, ,€) F*(qf, €, ) joillakin ¢y € F' ja o € ',
M
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b, A/e

Kuva 3.11: Kielen {a*b* | kK > 0} tunnistava pinoautomaatti.

siis jos se syotteen loppuessa on jossakin hyviksyvisséd lopputilassa; muuten M hylkdd x:n.
Automaatin M tunnistama kieli on:

L(M) ={x € ¥*| (q0,®,€) F*(qf, €, ) joillakin gy € F' ja o € T'*}.

M

Esimerkiksi ei-sdinnollinen yhteydeton kieli {a*b* | k& > 0} voidaan tunnistaa seuraavanlai-
sella pinoautomaatilla:

M = ({q0, 91,92, a3}, {a, b}, {A, A}, 6,90, {q0, a3}),

(g0, a,e) = {(q1,4)},
6(q,a,6) = {(q1,A)},
6(q1,0,4) = {(g2,9)},
6(q1,0,4) = {(gs,8)},
6(q2,0,4) = {(q2,9)}
6(q2,0,4) = {(gs,8)},
5q,o0v) = 0 muilla (g, 0,7).

Esimerkiksi syotteelld aabb automaatti M toimii seuraavasti:

(q0, aabb,e) + (q1,abb,A) + (q1,bb, AA)
+ (q27baé) [ (q37€7€)'

Koska g3 € F' = {qo, q3}, on siis aabb € L(M).

Myés pinoautomaateille voidaan kehittdd kaavioesitys dérellisten automaattien tilasiirty-
mékaavioita suoraviivaisesti yleistdmallé. Esimerkiksi edellinen automaatti M voitaisiin esit-
tdd kuvan 3.11 mukaisena kaaviona.

Pinoautomaateilla on yhteydettomien kielten teoriassa ja uusien jasennysmenetelmien ke-
hittelyssa erittdin térked asema, joka perustuu niiden vastaavuuteen yhteydettémien kieliop-
pien kanssa:

Lause 3.8 Kieli on yhteydeton, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa (epideterministiselld)
pinoautomaatilla. [
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Kuva 3.12: Kielioppia {S — aSbS | bSaS | ¢} vastaava pinoautomaatti.

Q o B/X1 . X O

R

a, B/ Xy \/5’ e/ X1

e, e/X1 i :

Kuva 3.13: Merkkijonon painaminen pinoon.

Lauseen 3.8 todistus sivuutetaan téssd, mutta periaatteena annettua kielioppia G vastaavan

pinoautomaatin M toiminnassa on, ettd Mgm pinon kiyttdytyminen syotteelld x noudat-

telee G:n mukaisen vasemman lausejohdon S ="z etenemisti: jos pinon pééllimméisenéd on
1

valikemerkki, sovelletaan jotain G:n produktiotnz; ja lisdtddn pinon pinnalle vastaavat merkit;
jos pinon péadllimmaisend on pédtemerkki, se sovitetaan yhteen seuraavan sydtemerkin kanssa.

Esimerkiksi kielioppia {S — aSbS | bSaS | ¢} vastaa kuvan 3.12 mukainen pinoauto-
maatti. (Piirroksen selventamiseksi on kuvassa 3.12 kiytetty kuvan 3.13 mukaista luonnollista

lyhennemerkintéa.)

Esimerkiksi syotteelld abab on kuvan 3.12 automaatilla seuraava hyvaksyva laskenta:

(qo, abab, €)

T T T T T T

(q, abab, S#) F* (g, abab, aSbS#)
(q.bab, SbS#)  +* (g, bab, bSaShS#)
(q,ab, SaSbS#) +  (q,ab,aSbS#)

(g, b, SbS#) F o (q,b,bS#)
(¢,¢,S#) (g6 #)

(Qfa &, 6)

Tamé vastaa annetun kieliopin mukaista lauseen abab vasenta johtoa:

S = aSbS = abSaSbS = abaSbS = ababS = abab.
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Pinoautomaatti M on deterministinen, jos jokaisella tilanteella (g, w, ) on enintdén yksi
mahdollinen seuraaja (¢’,w’, o), jolla

(¢, w,0) E (¢, 0, )
M

Ehkd hieman ylldttden ddrellisten automaattien peruslauseen 2.2 (s. 30) vastine ei pinoauto-
maattien kohdalla ole voimassa, vaan epddeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vahvem-
pia kuin deterministiset. Esimerkiksi kieli {ww® | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa epideter-
ministiselld, mutta ei deterministiselld pinoautomaatilla. (Todistus sivuutetaan.)

Yhteydeton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnistaa jollakin deterministisell&
pinoautomaatilla. Determinististen kielten luokka on yhteydettémien kielten jasennysteoriassa
keskeinen, sill sithen kuuluvat kielet voidaan jasentad oleellisesti tehokkaammin kuin yleiset,
mahdollisesti epddeterministisen automaatin vaativat yhteydettomét kielet.

3.8 * Yhteydettomien kielten rajoituksista

Yhteydettomilla kieliopeilla voidaan kuvata suurin osa esimerkiksi ohjelmointikielten syntak-
sin piirteistd. Joitakin ei-yhteydettomié syntaksin piirteitd siséltyy ohjelmointikielissé tyypil-
lisesti ohjelman eri osien yhteensopivuusvaatimuksiin: jos esimerkiksi vaaditaan ettd kaikki
muuttujat on esiteltdva ennen kiyttod, tai ettd ohjelman tulee siséltédd kaikkien siind kutsut-
tujen funktioiden maarittelyt.

Keskeinen tyokalu annetun kielen osoittamiseen ei-yhteydettoméaksi on sddnnéllisten kiel-
ten pumppauslemman (Lemma 2.6, s. 43) vastine, yhteydettomien kielten pumppauslemma.
Erona sdannollisten kielten tapaukseen on se, ettd nyt merkkijonoa on pumpattava samanai-
kaisesti kahdesta paikasta. Muotoilunsa takia tulos tunnetaan myos “vvwaxy-lemman” nimella.

Lemma 3.9 (uvwxy-lemma) Olkoon L yhteydeton kieli. Talloin on olemassa sellainen
n > 1, ettd mika tahansa z € L, |z| > n, voidaan jakaa osiin z = uvvwzy siten, ettd

(1) vx[ > 1,
(i) |vwz| < n,

(iii) w'lwa'y € L kaikilla i = 0,1,2,. ...

Todistus. Olkoon G = (V, %, P, S) Chomskyn normaalimuotoinen kielioppi L:lle. Télloin mis-
sd tahansa G:n jasennyspuussa, jonka korkeus (= pisimmén juuresta lehteen kulkevan polun
pituus) on A, on enintéisin 2" lehted. Toisin sanoen, minks tahansa z € L jokaisessa jésennys-
puussa on polku, jonka pituus on vidhintdén log, |z|.

Olkoon k = |V — X| kieliopin G vilikkeiden misrs. Asetetaan n = 28!, Tarkastellaan
jotakin z € L, |z| > n, ja sen jotakin jasennyspuuta.

Edellisen nojalla puussa on polku, jonka pituus on > k + 1; télla polulla on siis jonkin
vélikkeen toistuttava. Itse asiassa on jonkin vilikkeen A toistuttava jo tdmén polun k + 2
alimman solmun joukossa. Merkkijono z voidaan nyt osittaa kuvan 3.14 esittdmallé tavalla
z = uvwry, missd w on A:n alimmasta ilmentyméstd tuotettu osajono ja vwx seuraavaksi
ylemmistd A:mn ilmentymaéstd tuotettu osajono; osajonot saadaan johdosta

S =" uAy = wAzry =" uwvwzy.
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S S

Kuva 3.14: Yhteydettomén kielen merkkijonon pumppaus.

Koska siis § =* udy, A =* vAzx ja A =" w, osajonoja v ja x voidaan “pumpata” w:n
ymparilla:

S =* udy =" wilzy =% w?Az’y =* ... =" widArly =F wiwaly.

Siten wv'wz'y € L kaikilla i = 0,1,2,....

Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja A =* vAz, on oltava |vz| > 1.
Koska edelleen vilikkeen A valinnan perusteella sen toiseksi ylin ilmentymé& on enintédén kor-
keudella k£ + 1 jasennyspuun lehdistéd, on tdhén ilmentym&aan juurtuvan alipuun tuotokselle
voimassa pituusraja [vwz| < 28F =n. g

Esimerkkini lemman 3.9 soveltamisesta osoitetaan, ettd kieli L = {a*bFcF | & > 0} ei
ole yhteydetén. Oletetaan nimittéin, ettd L olisi yhteydeton; valitaan parametri n lemman
mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a™b"c" € L. Lemman mukaan z voidaan jakaa
pumpattavaksi osiin

z = wowry, lvz| > 1, lvwz| < n.

Viimeisen ehdon takia merkkijono vz ei voi sisdltdd sekd a:ta, b:td ettd c:td. Merkkijonossa
uvwa’y = vwy on siten ylijadmai jotakin merkkis muihin merkkeihin nihden, eiki se voi olla
kielen L maaritelméssd vaadittua muotoa, vaikka lemman mukaan pitéisi olla uwy € L.



Luku 4

Turingin koneet

4.1 Kielten tunnistaminen Turingin koneilla

Seuraavassa esitettédvin automaattimallin kehitti brittimatemaatikko Alan Turing vuosina
1935-36 — siis noin 10 vuotta ennen ensimmaisten tietokoneiden kehittdmistd — pohtiessaan
mekaanisen laskennan rajoja. Néenndisestd yksinkertaisuudestaan huolimatta tdmé& Turin-
gin automaattimalli on huomattavan voimakas. Ns. Churchin—-Turingin teesin mukaan periti
mika tahansa mekaanisesti (lue: tietokoneella) ratkeava ongelma voidaan ratkaista Turingin
koneella.

Churchin-Turingin teesid ei voi muodollisesti todistaa oikeaksi, koska “mekaanisesti ratkea-
va ongelma” on intuitiivinen késite, jonka kaikkia tulevia ilmentymié on mahdoton ennustaa.
Viitettd voi kuitenkin perustella silld, ettd hyvin monet, riippumattomasti kehitetyt ja pe-
ruslahtokohdiltaan hyvinkin erilaiset mekaanisen laskennan formalisoinnit ovat lopulta osoit-
tautuneet laskentavoimaltaan ekvivalenteiksi Turingin koneiden kanssa: esimerkkeind mainit-
takoon Godelin ja Kleenen rekursiivisesti madaritellyt funktiot (1936), Churchin A-kalkyyli
(1936), Postin (1936) ja Markovin (1951) merkkijonomuunnossysteemit, sekd kaikki nykyiset
ohjelmointikielet.

Tdmén monisteen tavoitteiden kannalta Turingin koneita voidaan ajatella hyvin yksin-
kertaisena ohjelmointiformalismina, jolla voidaan ilmaista kaikki mitd vahvemmillakin ohjel-
mointikielilld — tosin kdmpelosti. Turingin koneiden etu on siind, ettd juuri yksinkertaisuu-
tensa takia niitd on helppo kiyttd4 mekaanisen laskettavuuden (so. ohjelmoitavuuden) rajoja
koskevissa yleisissé tarkasteluissa.

Intuitiivisesti Turingin kone on kuin &irellinen automaatti, jolla syétenauhan sijaan on
toiseen suuntaan loputtoman pitkd tyonauha, jota kone pystyy nauhapédin vélitykselld luke-
maan ja kirjoittamaan merkin kerrallaan (kuva 4.1). Nauhan alussa on erityinen alkumerkki
‘>’ ja sen kdytettyd osaa seuraa loppumerkki ‘<’. Kone pystyy lukiessaan havaitsemaan nadmé
merkit, mutta se ei pysty kirjoittamaan niitd. (Tarkemmin sanoen: alkumerkin tilalle kone ei
saa kirjoittaa mitd&in muuta merkkid, ja loppumerkki siirtyy automaattisesti eteenpéin sita
mukaa kuin kone kirjoittaa nauhalle lisdd merkkeji.)

Tarkastellaan ensin Turingin koneiden kdyttdmistd formaalien kielten tunnistamiseen;
myShemmin késitellidn my6s funktioiden laskemista niilld automaateilla. Kielten tunnis-
tamista varten on kussakin Turingin koneessa kaksi lopputilaa, hyviksyvd gacc ja hylkdava
grej- Annetun merkkijonon tarkastamiseksi se kirjoitetaan koneen nauhalle sen vasempaan lai-
taan (alkumerkkid lukuunottamatta), nauhapii sijoitetaan osoittamaan jonon ensimméista

7
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nauha: > | T|U|R|T[N[a|a] |-

nauhapia:
Q=492
hj ksikko:
ohjausyksikko %
)

Kuva 4.1: Turingin kone.

merkkid, ja kone kiynnistetddn alkutilassa qg. Téstd ldhtien kone toimii askeleittain siirty-
mafunktionsa ohjaamana: yhdessé siirtyméssad se lukee nauhapéén kohdalla olevan merkin
ja paattas sitten tilansa ja luetun merkin perusteella, mikd on uusi tila, nauhapédan kohdal-
le kirjoitettava uusi merkki, ja siirtyyko nauhapéda kasitellyn merkin kohdalta yhden askelen
verran vasemmalle vai oikealle.! Jos kone aikanaan pysihtyy hyviksyvissi lopputilassa ¢acc,
merkkijono kuuluu koneen tunnistamaan kieleen; jos se taas pysidhtyy lopputilassa qrej tas jdd
pysahtymattd, merkkijono ei kuulu kieleen.
Téasmallisesti voidaan méaéritella:

Miidritelmd 4.1 Turingin kone (engl. Turing machine) on seitsikko
M =(Q,%,T, 4,90, qacc: Grej)
missd
e () on koneen tilojen ddrellinen joukko;
e X on koneen sydteaakkosto;
e I' O ¥ on koneen nauha-aakkosto; oletetaan, ettd merkit >, < ¢ T

o §:(Q—{qacc, trej}) x TU{>,<}) = Q@ x (I'U{p,<}) x {L, R} on koneen siirtymdfunktio;
siirtyméfunktion arvoilta

(g,a) = (¢',b,A)
vaaditaan, etté

(i) jos b =1, niin a = >;
(ii) jos a=r, niin b=>ja A = R,

(iii) jos b =<, niin a =<ja A = L;
® G0 € Q — {Gacc, Grej} on koneen alkutila;

® (acc € Q on koneen hyvdksyvd ja qrej € @, Grej 7 Gace, sen hylkddvd lopputila.

IM3iritelmien yksinkertaistamiseksi nauhap#in ei sallita pysyé paikallaan siirtymissi. Paikallaan pysymis-
td voidaan tarvittaessa jiljitelld siirtdmailld nauhapdétid yhden askelen verran edestakaisin.
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Siirtyméafunktion arvon

6(q,a) = (¢',b,A)

tulkinta on, ettéd ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhamerkin (tai alku- tai loppumerkin) a,
kone siirtyy tilaan ¢/, kirjoittaa lukemaansa paikkaan merkin b, ja siirtdd nauhapéiti yhden
merkkipaikan verran suuntaan A (L ~ “left”, R ~ “right”). Sallittuja kirjoitettavia merkkeja
ja siirtosuuntia on rajoitettu, mikili a = ‘>’ tai ‘<’, ja siirtyméfunktion arvo on aina mé#i-
ritteleméton, kun ¢ = gacc tal ¢ = grej. Joutuessaan jompaan kumpaan néisté tiloista kone
pysdhtyy heti.

Koneen tilanne on nelikko (g, u,a,v) € Q xT'* x (T U{e}) x I'*, missi voi olla a = ¢, mikili
my6s u = ¢ tal v = . Tilanteen (g, u,a,v) intuitiivinen tulkinta on, ettd kone on tilassa g,
nauhan sisdlto sen alusta nauhapédin vasemmalle puolelle on u, nauhapéén kohdalla on merkki
a ja nauhan sisdlté nauhapéaén oikealta puolelta kiytetyn osan loppuun on v. Mahdollisesti on
a = €, jos nauhapaé sijaitsee aivan nauhan alussa tai sen kéytetyn osan lopussa. Ensimmaéisessa
tapauksessa ajatellaan, ettd kone “havaitsee” merkin ‘>’ ja toisessa tapauksessa merkin ‘<’.
Alkutilanne syétteelli © = ajas...a, on nelikko (qo,e,a1,as...a,). Tilannetta (q,u,a,v)
merkitddn yleensi yksinkertaisemmin (g, uav), ja alkutilannetta syotteelld x yksinkertaisesti
(g0, 2)-

Relaatiota, jossa tilanne (¢, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢’,w’), merkitdén tavalliseen
tapaan

(q,w) E (¢, w'),

M

ja se madritellddn koneen M siirtyméfunktion pohjalta seuraavasti: kaikilla ¢,¢' € Q, u,v €
I a,beT jacelU{e}

e jos (g, a) = (¢',b, R), niin (g, uacv) - (¢', ubcv);
M

e jos 0(q,a) = (¢, b, L), niin (g, ucav) - (¢, uchv);

M

jos 6(g,>) = (¢',>, R), niin (g, ecv) F (¢', cv);
M
® jos 0(¢,<) = (¢',b, R), niin (q,ue) - (¢, ubg);
M
e jos 0(q,<) = (¢',b, L), niin (q,uce) - (¢, uch);
M

e jos 0(q,<) = (¢’,<, L), niin (q,uce) F (¢, uc).

M

Y

Tilanteet, jotka ovat muotoa (gacc,w) tai (grej, w) eivét johda mihinkésn muuhun tilanteeseen.
Naissé tilanteissa kone pysdhtyy.
Tilanne (q,w) johtaa tilanteeseen (¢, w'), merkitdin

(¢, w) (¢, '),
M
jos on olemassa tilannejono (qo, wo), (q1,w1), .., (qn,wn), n > 0, siten ettéd

(Q7w) = (QO=w0) = (qlvwl) 1\'71 T ;(Qnawn) = (qlaw,)-

M
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Turingin kone M hyvdksyy merkkijonon z € ¥*, jos

(QO,Q) l_*(QaCCa ’U)) jOHakin w e F*’
M

muuten M hylkdd x:n. Koneen M tunnistama kieli on:

L(M) ={x € ¥*| (qo,z) F*(qace, w) jollakin w € T'*}.
M

On térkedd huomata, ettd koneen M ei tarvitse pysdhtyd syotteilld, jotka eivat kuulu kieleen
L(M). Jos M kuitenkin pysdhtyy myos kaikilla hyldttavilld syotteilld, sanotaan ettd M on
totaalinen ja ettd se ratkaisee kielen L(M). Luvussa 6 tullaan nidkemédn, ettd kysymys siité
voidaanko annettu kieli tunnistaa totaalisella Turingin koneella on erittdin epétriviaali. Siten
kielen “tunnistamisen” ja “ratkaisemisen” vélinen ero on Turingin koneiden tapauksessa aivan
keskeinen.

Esimerkiksi kieli {a?* | k¥ > 0} voidaan tunnistaa (ja ratkaista) Turingin koneella

M = ({QO7 41, Qacc; Qrej}7 {a}7 {a}7 57 405 Qacc» Qrej)7

missé

6(g0,a) = (q1,a,R),
6(q1,a) = (qo,a,R),
6(q0,9) = (QaCC7<] L),
6(q1,<) = (Qrej7<] L).

Koneen M laskenta esimerkiksi syotteelld aaa etenee seuraavasti:
(90, aaa) - (q1,aaa) - (o, aaa) - (q1, aaag) - (grej, aaa).
M M M M

Koska kone pysihtyy tilassa grej, padtelldén ettd aaa ¢ L(M).

Turingin koneet voidaan kitevimmin esittdd samantapaisilla kaavioilla kuin oli kdytossa
adrellisille automaateille ja pinoautomaateille; kaavioesityksissa kéytetyt merkinnét on esitelty
kuvassa 4.2. Esimerkiksi edellisté, kielen {a?* | k > 0} tunnistavaa Turingin konetta vastaava
kaavio on esitetty kuvassa 4.3.

Mutkikkaampana esimerkkini on kuvassa 4.4 esitetty ei-yhteydettomin kielen {a*bFc* | k& > 0}
tunnistava (ja ratkaiseva) kone. Kaavion yksinkertaistamiseksi on téssé noudatettu kiytén-
tod, jonka mukaan siirtymid hylk&davaan lopputilaan ei merkitd nakyviin. Kuvatun koneen
idea on, ettd se pitdd kirjaa syOtteestd tapaamistaan a-, b- ja c-merkeistd muuttamalla ne
vksi kerrallaan A:ksi, B:ksi ja C:ksi. Muutettuaan viimeisen pienen a:n isoksi kone tarkastaa,
ettd myoskadn pienid b- tai c-kirjaimia ei ole jiljelld. Esimerkiksi syotteeseen aabbec liittyva
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Tila ¢

Alkutila

Hyviksyva lopputila (gacc)
Hylkazva lopputila (gre;j)

a/b, A 0 Tilasiirtym& 6(q,a) = (¢',b, A)

Kuva 4.2: Turingin koneiden kaavioesityksen merkinnét.

|
OO O

aja, R
/\
—()
aja, R
/<, L /<, L

O )

Kuva 4.3: Kielen {a?* | k > 0} tunnistava Turingin kone.

a/a,R b/b, R
B/B,R mC/C,R
/N /AR @ b/B.R
do a1 g2
/<, L a/A, R ¢/C, L
Bom®
C/C L
B B,R
/<, L / b/b L
B/B,L
aja,L
/B R
C/C,R

Kuva 4.4: Kielen {a*b*c¥ | k > 0} tunnistava Turingin kone.

81
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AlLIA|N| #| #| #| #
M|A|T/HI|S ON
T/ U R|I|N|G| #|#
nauhapééi:L

Kuva 4.5: Kolmeuraisen Turingin koneen nauha.

laskenta etenee seuraavasti:

(qo, aabbec) H (g2, AABBCc) H
(q1, Aabbcc)  F (g2, AABBCCc) H
(q1, Aabbcc)  + (g3, AABBCC)
(g2, AaBbee)  + (g3, AABBCC)
(g2, AaBbee)  + (g3, AABBCC)
(g3, AaBbCc) + (g3, AABBCC)
(g3, AaBbCc) F (g4, AABBCC) H
(g3, AaBbCc) + (g5, AABBCC)
(g3, AaBbCc) + (g5, AABBCC)
(g4, AaBbCc) + (g5, AABBCC)
(q1, AABbCe) + (¢, AABBCCg)
(q1, AABbCc) + (gace, AABBCC)

4.2 Turingin koneiden laajennuksia

Edella esitettyd Turingin koneiden perusmaéritelmis voidaan laajentaa monin eri tavoin ko-
neilla tunnistettavien kielten luokan muuttumatta. Seuraavassa esitelldaén muutama hyodylli-
sin laajennus.

Moniuraiset koneet

Téssd laajennuksessa sallitaan, ettd Turingin koneen nauha koostuu k:sta rinnakkaisesta uras-
ta, jotka kaikki kone lukee ja kirjoittaa yhdessé laskenta-askelessa. Koneen nauha on siis ku-
vassa 4.5 esitetyn tapainen (kuvassa k = 3). Koneen siirtyméfunktion arvot ovat vastaavasti
muotoa:

(g, (av, ... ,ar)) = (¢, (by, ..., br), D),

missd ay, ... ,ar ovat urilta 1,... , k luetut merkit, b1, ... , bx niiden tilalle kirjoitettavat mer-
kit, ja A € {L, R} on nauhapéén siirtosuunta. Laskennan aluksi tutkittava sydte sijoitetaan
ykkosuran vasempaan laitaan; muille urille tulee sen kohdalle erityisié tyhjamerkkeja #. (Ole-
tetaan, ettd tyhjdmerkki kuuluu kaikkien moniuraisten koneiden nauha-aakkostoon.)

Formaalisti voidaan madritelld k-urainen Turingin kone (engl. k-track Turing machine)
seitsikkona

= (Q7 E, Fa 57 40, Gacc; qrej)7
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Q

/<, L UD/D,R @

Kuva 4.6: Esiprosessori moniuraisen koneen sydtteen nostamiseksi ykkdsuralle.

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siirtyméfunktio:
0+ (Q = {dace, Grej}) x (P* U {>,9}) — Q@ x (T U {>,<}) x {L, R}.

Seuraajatilannerelaation |, alkutilan jne. maaritelmit ovat my0s pienid muutoksia lukuu-

nottamatta samanlaiset klﬂldin standardimallissa.

Moniuraisia Turingin koneita on hyvin helppo simuloida standardimallisilla, silld kysees-
sd on oikeastaan vain nauha-aakkoston laajennus: k-uraisen koneen k paillekkaistd merkkid
voidaan ndhdé yhtend standardimallisen koneen “supermerkkind”.

Lause 4.1 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-uraisella Turingin koneella, se voidaan
tunnistaa myds standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Olkoon M = (Q,%,T,9, qo, Gace, Grej) k-urainen Turingin kone, joka tunnistaa kielen
L. Vastaava standardimallinen kone M voidaan muodostaa seuraavasti:

M = (Qa 27 fa 57 qA07 qaCC7 Qrej)7

missd Q = Q U {do,q1}s I =2urk (padsaantoisesti yksi koneen M merkki vastaa k:ta
paallekkiistd M:n merkkid; syotemerkit muodostavat poikkeuksen) ja kaikilla ¢ € @ on

3(q, [ “51 ]) = (¢, [ 51 ],A), kun 6(q, (a1,...,ax)) = (¢, (b1,... ,bg), A).

ag [

Ainoa pieni ongelma koneen M konstruktiossa on, ettd kunkin laskennan aluksi téytyy
syotejono “nostaa’” ykkosuralle, so. korvata nauhalla merkkijono ajas ... a, merkkijonolla
# # #
# # #
Tama4 voidaan tehda liitttdmalla M :std kopioituun siirtyméfunktion osaan kuvassa 4.6 esitetty
“esiprosessori” (kuvassa symboli a tarkoittaa “mitd tahansa aakkoston ¥ merkkid”).

Moninauhaiset koneet

Téassa laajennuksessa sallitaan, ettd Turingin koneella on k toisistaan riippumatonta nauhaa,
joilla on kullakin oma nauhapéénsi (kuva 4.7). Kone lukee ja kirjoittaa kaikki nauhat yhdes-
sé laskenta-askelessa. Laskennan aluksi syote sijoitetaan ykkésnauhan vasempaan laitaan ja
kaikki nauhapédit nauhojensa alkuun. Téllaisen koneen siirtyméfunktion arvot ovat muotoa

5(q7a17"' 7ak) - (ql7 (blaAl)a"' 7(bk7Ak))7
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. GL[ [ TT1]
o | [u[aleluli Ts [o[x ]
s | | [alolnlalnle] [ |

Kuva 4.7: Kolmenauhainen Turingin kone.

missé ai, ... ,ax ovat nauhoilta 1,... , k luetut merkit, by,... , by niiden tilalle kirjoitettavat
merkit, ja Aq,...,Ar € {L, R} nauhapéiden siirtosuunnat.

Formaalisti voidaan méaéritelld k-nauhainen Turingin kone (engl. k-tape Turing machine)
seitsikkona

M = (Q? E? Fa 65 40, Gacc> ql‘ej)a

missd muut komponentit ovat kuten standardimallissa, paitsi siirtyméfunktio:

01 (Q — {qace, qrej}) x (T'U {o,a)F = Q x (T U {>,<}) x {L, R})*.
Seuraajatilannerelaatio ym. peruskésitteet maéritelldén pienin muutoksin entiseen tapaan.

Lause 4.2 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa k-nauhaisella Turingin koneella, se voidaan
tunnistaa myds standardimallisella Turingin koneella.

Todistus. Todistuskonstruktio on téssdkin tapauksessa kiasitteellisesti suhteellisen yksinkertai-
nen, mutta sithen kuuluu valitettavan paljon sotkuisia yksityiskohtia — niinpé seuraavasssa
esitetddn vain konstruktion keskeiset ideat.

Olkoon M = (Q,%,T',6, qo, qacc, Grej) k-nauhainen Turlngln kone, joka tunnlstaa kielen L.
Konetta M voidaan simuloida 2k-uraisella koneella M siten, ettd koneen M parittomat urat
1,3,5,... ,2k — 1 vastaavat M:n nauhoja 1,2,... .k, ja kutakin paritonta uraa seuraavalla
parillisella uralla on merkilld T merkitty vastaavan nauhan nauhapéén sijainti (kuva 4.8).

Simuloinnin aluksi syétemerkkijono sijoitetaan normaalisti koneen M ykkosuralle, ja en-
simmadisessd siirtyméassdin M merkitsee nauhapéaéosoittimet T parillisten urien ensimmaéisiin
merkkipaikkoihin.

Téamaén jalkeen M toimii “pyyhkimélld” nauhaa edestakaisin sen alku- ja loppumerkin vilil-
14. Vasemmalta oikealle pyyhkaisylla M kerdd tiedot kunkin osoittimen kohdalla olevasta M :n
nauhamerkistd. Kun kaikki merkit ovat selvilla, M simuloi yhden M:n siirtymén, ja takaisin
oikealta vasemmalle suuntautuvalla pyyhkaisylla kirjoittaa T-osoittimien kohdalle asianmukai-
set uudet merkit ja siirtdéd osoittimia. Koneen M siirtyméfunktion ohjelmoinnin tarkemmat
yksityiskohdat sivuutetaan.
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AL | A| N| #| #| # #

—

S

g =92

(9}

Kuva 4.8: Kolmenauhaisen Turingin koneen simulointi kuusiuraisella.

Moniurainen kone M voidaan edelleen palauttaa standardimalliseksi edellisen lauseen kon-
struktiolla.

Epideterministiset koneet

Samaan tapaan kuin darellisistd automaateista ja pinoautomaateista, myos Turingin koneista
voidaan miiritelld epddeterministinen versio.? “Ennustuskykynsd” vuoksi epadeterministiset
Turingin koneet eivit sindnsé ole realistinen mekaanisen laskennan malli. Sen sijaan ne ovat,
epadeterminististen darellisten automaattien tapaan, tirked apuneuvo tietynlaisten laskennal-
listen ongelmien kuvaamiseen ja ongelmien osoittamiseen periaatteessa ratkeaviksi.

Formaalisti epdadeterministinen Turingin kone (engl. nondeterministic Turing machine)
voidaan méadritelld seitsikkona

M = (Qa 27 P7 57 405 Gacc Qrej)7

missd muut komponentit ovat kuten deterministisessé standardimallissa, paitsi siirtymafunk-
tio:

1 (Q — {qace; Qrej}) x (TU{p,<}) = P(Q x (TU{r,«}) x {L, R}).
Siirtyméfunktion arvon

(5((],@) = {(ql,bl,Al), ce ,(qk,bk,Ak)}

tulkinta on, etté ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan merkin a kone voi toimia jonkin (intuitiivisesti
“edullisimman”) kolmikon (g;, b;, A;) mukaisesti.

Epédeterministisen koneen tilanteet, tilannejohdot jne. maaritellidn formaalisti 1dhes sa-
moin kuin deterministisenkin koneen tapauksessa: ainoa ero on, ettd ehdon 6(g,a) = (¢/,b, A)

?Pinoautomaattien tapauksessahan itse asiassa jo perusmiiritelmi sisiltii epideterminismin, ja determi-
nistinen versio on epiddeterministisen rajoitus.
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Kuva 4.9: Epédeterministinen Turingin kone GEN _INT.

sijaan kirjoitetaan (¢’,b, A) € 0(q,a). Talld muutoksella on kuitenkin se tirke#d seuraus, ettd

seuraajatilannerelaatio + ei ole en#dé yksiarvoinen: koneen tilanteella (¢, w) voi nyt olla useita
M

vaihtoehtoisia seuraajia, so. tilanteita (¢',w’), joilla (¢, w) - (¢/, w’).
M
Kerrataan vield koneen M tunnistaman kielen mé#éritelma:

L(M) ={x € ¥*| (qo,2) ﬂ|7[*(qacc,w) jollakin w € T'*}.

Tamén médritelmén merkitys epddeterministisen koneen M tapauksessa on siis, ettd merkki-
jono z kuuluu M:m tunnistamaan kieleen, jos jokin M:n kelvollinen tilannejono johtaa alku-
tilanteesta syotteelld x hyviaksyvédn lopputilanteeseen.

Esimerkkind epideterminististen Turingin koneiden kdytostd tarkastellaan yhdistettyjen
lukujen tunnistamista. Ei-negatiivinen kokonaisluku n on yhdistetty, jos silla on kokonaislu-
kutekijat p,q > 2, joilla pg = n. Luku, joka ei ole yhdistetty, on alkuluku. Kaikki tunnetut
deterministiset yhdistettyjen lukujen testit joutuvat pahimmassa tapauksessa kdyméaan 1api
suuren joukon syotteen n potentiaalisia tekijoitd. Kuten seuraavassa ndhdéin, epaddeterminis-
tiselld Turingin koneella yhdistettyjen lukujen “tunnistaminen” ei ole paljon yhtd kertolaskua
tyolaampad — mutta epadeterministinen kone ei oikeastaan annakaan mitdén algoritmia lu-
kujen tunnistamiseen, vaan on vain laskennallinen kuvaus sille, mitd yhdistetyt luvut ovat.

Oletetaan, ettd on jo suunniteltu deterministinen kone CHECK MULT, joka tunnistaa
kielen

L(CHECK MULT) = {n#p#q | n,p, q bindérilukuja, n = pq}.

Téllaisen koneen suunnittelu on hieman ty6ldsté, mutta ei periaatteessa kovin vaikeata. Ol-
koon lisdksi GO _START deterministinen Turingin kone, joka siirt48 nauhapdin osoittamaan
nauhan ensimmaéistd merkkid. (Suunnittelu HT.)

Olkoon edelleen GEN INT kuvassa 4.9 esitetty, mielivaltaisen ykkostd suuremman bi-
niariluvun nauhan loppuun tuottava epédeterministinen Turingin kone. Epaddeterministinen
Turingin kone TEST _COMPOSITE, joka tunnistaa kielen

L(TEST _COMPOSITE) = {n | n on binddrimuotoinen yhdistetty luku}

voidaan nyt muodostaa niistd komponenteista yhdistdmélla kuvan 4.10 esittamalla tavalla.
N&hdaan, ettd yhdistetty kone hyviksyy sydtteend annetun bindédriluvun n, jos ja vain jos on
olemassa bindériluvut p,q > 2, joilla n = pq — siis jos ja vain jos n on yhdistetty luku.
Kuvassa 4.10 on kiytetty Turingin koneiden yhdistdmiselle luonnollista kaaviomerkintia,
joka yleisesséd muodossaan voi olla kuvan 4.11 mukainen: jos koneet My, M; ja Ms ovat
mielivaltaisia Turingin koneita, niin kuvan esittdméssi yhdistetyssé koneessa suoritetaan ensin
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Kuva 4.10: Epddeterministinen Turingin kone TEST COMPOSITE.
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Kuva 4.11: Turingin koneiden yhdistdminen.

K ©
=

koneen My siirtymat ja sitten siirtym& My:n hyviksyvistéd lopputilasta Mi:n alkutilaan ja
vastaavasti My:n hylkédavasta lopputilasta My:n alkutilaan. — Tai tarkemmin sanoen koneen
My hyvaksyva (hylkddva) lopputila samaistetaan Mi:n (My:n) alkutilan kanssa. Namé tilat
eivit tietenkddn endd ole yhdistetyn koneen lopputiloja.

Lause 4.3 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa epddeterministisella Turingin koneella, se
voidaan tunnistaa myos standardimallisella deterministiselld Turingin koneella.

Todistus. Tyydytddn jélleen esittdmédn vain simulointikonstruktion keskeiset ideat. Olkoon
M = (Q,%,T',6,90, Gaccs Grej) €padeterministinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen L. Ko-
netta M voidaan simuloida kuvan 4.12 mukaisella kolmenauhaisella deterministiselld koneella
M, joka kiy systemaattisesti lapi M mahdollisia laskentoja (tilannejonoja), kunnes 16ytaa
hyvéiksyvin — jos sellainen on olemassa. Kone M voidaan edelleen muuntaa standardimalli-
seksi edellisten lauseiden konstruktioilla. .
Yksityiskohtaisemmin sanoen kone M toimii seuraavasti. Nauhalla 1 M sédilyttdd kopiota
syOtejonosta ja nauhalla 2 se simuloi koneen M tybnauhaa; kunkin simuloitavan laskennan
aluksi M kopioi sydtteen nauhalta 1 nauhalle 2 ja pyyhkii pois (so. korvaa tyhjédmerkeil-
13) nauhalle 2 edellisen laskennan jiljiltd mahdollisesti jd&dneet merkit. Nauhalla 3 M pitaa
kirjaa vuorossa olevan laskennan “jarjestysnumerosta”. Tarkemmin sanoen, olkoon r suurin

M siirtyméafunktion arvojoukon koko. Talloin M:lla on erityiset nauhamerkit Dy,... , D,,
joista koostuvia jonoja se generoi nauhalle 3 kanonisessa jarjestyksessa (¢, Dy, Do, ..., D,,
D1Dy, D1Ds, ..., D1D,, D3D, ... ). Kutakin generoitua jonoa kohden M simuloi yhden

M osittaisen laskennan, jossa epédeterministiset valinnat tehdddn kolmosnauhan koodijo-
non ilmaisemalla tavalla. Esimerkiksi jos kolmosnauhalla on jono D; D3 Ds, niin ensimmaisesséi
siirtymaéssé valitaan vaihtoehto 1, toisessa vaihtoehto 3, kolmannessa vaihtoehto 2; ellei tdma
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Kuva 4.12: Epéddeterministisen Turingin koneen simulointi deterministiselld.

laskenta johtanut M:n hyvaksyvadn lopputilaan, generoidaan seuraava koodijono D D3 D3 ja
aloitetaan alusta. Jos koodijono on epékelpo, so. jos siinéd jossakin kohden on tilanteeseen
liian suuri koodi, simuloitu laskenta keskeytetdén ja generoidaan seuraava jono. On melko
ilmeisté, ettd tdma systemaattinen koneen M laskentojen lapikdynti johtaa koneen M hyvak-
syméén syotejonon, jos ja vain jos koneella M on sydtteen hyvéiksyvi laskenta. Jos hyviksyvid
laskentaa ei ole, kone M ei pysihdy. 0



Luku 5

Rajoittamattomat ja yhteysherkat
kieliopit

Jos yhteydettomia kielioppeja yleistetddn sallimalla produktioissa yhden vilikkeen sijaan min-
kd tahansa vélikkeistd ja péaatteistd koostuvan epétyhjin merkkijonon korvaaminen toisella
(korvaava merkkijono voi olla tyhji), padstddn rajoittamattomien kielioppien (engl. unrestric-
ted grammars t. type 0 grammars) eli yleisten muunnossysteemien (engl. string rewriting
systems) luokkaan.

Maiaritelma 5.1 Rajoittamaton kielioppi on nelikko
G=(V,¥,PS9),
missi
e I/ on kieliopin aakkosto;

e > C V on kieliopin pddtemerkkien joukko; N =V — ¥ on valikemerkkien t. -symbolien
joukko;

e P C V™ x V* on kieliopin sddntdjen t. produktioiden joukko (V* = V* — {e});
e S € N on kieliopin lghtosymboli.
Produktiota (w,w’) € P merkitddn tavallisesti w — w'.
Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon 7' € V* kieliopissa G, merkitain
=
Y G v
jos voidaan kirjoittaa v = awf3, 7' = aw'S (o, 3,0’ € V*, w € V1), ja kieliopissa on produktio
w — w'. Jos kielioppi G on yhteydestd selvi, relaatiota voidaan merkitd yksinkertaisesti
7=
Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon v’ € V* kieliopissa G, merkitaan
:>>k /
Y G Y

89
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jos on olemassa jono V:n merkkijonoja yo, 71, .., (n > 0), siten ettd
=== ... =>m=7.
Y =" G Y1 e G Tn =7

Jalleen, jos kielioppi G on yhteydesté selvéd, merkitaan yksinkertaisesti v =* 7.
Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos on S =G>*7. Pelkéstadn padtemerkeisté

koostuva G:n lausejohdos = € ¥* on G:n lause.
Kieliopin G tuottama t. kuvaama kieli L(G) koostuu G:n lauseista, s.o.:

L(G)={zeX*|S ?*x}

Esimerkiksi seuraava rajoittamaton kielioppi tuottaa kielen {a*b¥c* | k > 0}, joka luvus-
sa 3.8 todettiin ei-yhteydettomaksi:

S — LT |«
T — ABCT | ABC
BA — AB
CB — BC
CA — AC
LA — a
aA — aa
aB — ab
bB — bb
bC — be
cC — cc.

Ideana tdssé on, ettd kielioppi voi tuottaa epdtyhjan lauseen, so. pelkistddn padtemerkeista
{a,b, ¢} koostuvan jonon ainoastaan suurinpiirtein seuraavalla tavalla:!

1. ensin johdetaan lihtésymbolista vilikejono, joka on muotoa L(ABC)*, jollakin k > 1;

2. sitten jirjestetdsn vilikkeet A, B, C' aakkosjirjestykseen; tulos: LA* BECF:

3. lopuksi muutetaan vilikkeet vastaaviksi padtteiksi vasemmalta alkaen; tulos: a¥b¥c".

Esimerkiksi lause aabbcc voitaisiin johtaa:

S = LT=LABCT = LABCABC = LABACBC = LAABCBC
= LAABBCC = aABBCC = aaBBCC = aabBCC
= aabbCC = aabbcC = aabbce.

Sangen mielenkiintoinen ja ehkd yllattévad tulos on, ettd rajoittamattomat kieliopit ovat
kuvausvoimaltaan tdsmaélleen ekvivalentteja Turingin koneiden kanssa. Tulos todistetaan seu-
raavassa kahdessa osassa.

Tause € on tissi kieliopissa kisitelty erikoistapauksena.
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Kuva 5.1: Rajoittamattoman kieliopin tuottaman kielen tunnistaminen Turingin koneella.

Lause 5.1 Jos formaali kieli L voidaan tuottaa rajoittamattomalla kieliopilla, se voidaan
tunnistaa Turingin koneella.

Todistus. Olkoon G = (V, %, P, S) kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi. Kieliopin G pe-
rusteella voidaan seuraavassa hahmoteltavalla tavalla muodostaa kielen L tunnistava kaksi-
nauhainen epédeterministinen Turingin kone M. Kone Mg voidaan edelleen muuntaa yksi-
nauhaiseksi ja determinisoida luvun 4.2 konstruktioilla.

Koneen Mg rakenne on kuvan 5.1 mukainen. Nauhalla 1 kone siilyttéda kopiota syotejo-
nosta. Nauhalla 2 on kullakin hetkelld jokin G:n lausejohdos, jota kone pyrkii muuntamaan
syotejonon muotoiseksi. Toimintansa aluksi Mg kirjoittaa kakkosnauhalle yksinkertaisesti kie-
liopin ldhtésymbolin S.

Koneen Mg laskenta koostuu vaiheista. Kussakin vaiheessa kone:

1. vie kakkosnauhan nauhapédin epaddeterministisesti johonkin kohtaan nauhalla;

2. valitsee epddeterministisesti jonkin G:n produktion, jota yrittdé soveltaa valittuun nau-
hankohtaan (produktiot on koodattu koneen M siirtyméfunktioon);

3. jos produktion vasen puoli sopii yhteen nauhalla olevien merkkien kanssa, Mg korvaa
ao. merkit produktion oikean puolen merkeilld (tdmé voi edellyttéd kakkosnauhan lop-
pupéén sisillon siirtdmisté oikealle tai vasemmalle);

4. vaiheen lopuksi M vertaa ykkos- ja kakkosnauhan merkkijonoja toisiinsa: jos jonot
ovat samat, kone siirtyy hyviksyvédan lopputilaan ja pysahtyy, muuten aloittaa uuden
vaiheen (kohta 1).

Konstruktion tarkemmat yksityiskohdat sivuutetaan. g

Lause 5.2 Jos formaali kieli L voidaan tunnistaa Turingin koneella, se voidaan tuottaa ra-
joittamattomalla kieliopilla.

Todistus. Olkoon M = (Q, %, 1,9, qo, Gace, Grej) kielen L tunnistava standardimallinen Turingin
kone. Koneen M rakenteeseen nojautuen voidaan seuraavassa esitettavilla tavalla muodostaa
kielen L tuottava rajoittamaton kielioppi Gj;.
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Konstruktion keskeinen idea on, ettd kieliopin G vélikkeiksi otetaan (muiden muassa)
kaikkia M:n tiloja g € @ edustavat symbolit. Koneen M tilanne (¢, uav) voidaan sitten esitt&é
merkkijonona [ugav],? ja M:n siirtyméfunktion perusteella G j:#4in muodostetaan produktiot,
joiden ansiosta

[ugav] = [u'q'a’v'] jos ja vain jos (q,uav)  (¢',u'a’v").
GM M

Téméan seurauksena siis M hyviksyy syotteen z, jos ja vain jos [goz] G:>*[uqaccv] joillakin
M

u,v € I'.
Kaikkiaan kielioppiin Gjs tulee kolme ryhméd produktioita:

1. Produktiot, joilla 1dhtésymbolista S voidaan tuottaa miké tahansa merkkijono muotoa
x[qox], missd x € X* ja [, qo ja | ovat kieliopin Gy vilikkeita.

2. Edelld mainitut produktiot, joilla merkkijonosta [goz]| voidaan tuottaa merkkijono [uqaccv],
jos ja vain jos M hyvdksyy x:mn.

3. Produktiot, joilla muotoa [ugaccv] oleva merkkijono muutetaan tyhjéksi merkkijonoksi.

Kieleen L(M) kuuluvan merkkijonon z tuottaminen tapahtuu t&lloin seuraavan kaavan
mukaan:

1) (2) 3)
S =" zlgox] =" z[ugaccv] =" .

Tésmallisesti méadritellddin G = (V, X, P, S), missi
V=TuQuU {S,T, [,],EL,ER} U {Aa ‘ a € E},
ja produktiot P muodostuvat seuraavista kolmesta ryhmasta:

1. Alkutilanteen tuottaminen:

S — Tqo]

T — ¢

T = aTA, (a€X)

Aa[qo - [qua (G’GE)

Ab — bA,  (a,bEX)

A — 4] (aeX)

2. M:m siirtymien simulointi (a,b €', ce T U{[}) :

Stirtymdt: Produktiot:
6(q,a) (¢',b,R) ga — bq
5(g,a) = (¢,b,L) cqa — q'ch
o(g,>) = (¢,>R) a — [d
8(¢,9) = (¢,b,R) qg = bq]
8(g;9) = (¢',b,L) cq]  — qcb]
6(g;<) = (¢',9.L) cql — q'c]

2Tarkkaan ottaen vaatii lisiksi niiden tilanteiden esittiminen, joissa koneen nauhapis on alkumerkin koh-
dalla, my6s muotoa g[v] olevien merkkijonojen kiyttamistd. Téma mahdollisuus on otettu huomioon seuraa-
vassa konstruktiossa.
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3. Lopputilanteen siivous:

Gace — FELER

Qacc[ — FER

ek, — Ej (a € F)
[EL — &

FEra — FEp (a € F)
ERl — ¢

d

Térked rajoittamattomien kielioppien osaluokka ovat ns. yhteysherkdit kieliopit (engl. context-
sensitive grammars), joissa produktiot ovat muotoa w — ', missé |w’| > |w|, tai mahdollisesti
S — &, missd S on ldhtosymboli. Lisdksi vaaditaan, ettd jos kieliopissa on produktio S — g,
niin 18htésymboli S ei esiinny minkdén produktion oikealla puolella.

Esimerkiksi sivun 90 rajoittamaton kielioppi on “melkein” yhteysherkké: sen ainoa johdok-
sia lyhentdvd produktio on LA — a. Kielioppi voidaan muokata tdsmélleen ehdot tdyttaviaan
muotoon korvaamalla véilikepari LA yhdelld véilikkeelld Ar, muuttamalla 1ahtésymboliin liit-
tyvit produktiot muotoon S — ApBCT | € ja korvaamalla produktio LA — a produktiolla
A — a.

Nimitys “yhteysherkkd kielioppi” tulee téllaisten kielioppien erddstd normaalimuodosta,
jossa produktiot ovat muotoa S — e tai «AB — awf, missid A on kieliopin vilike ja w # €.
Jalkimmaisen muotoisen produktion mukaan siis korvaussddntod A — w saa soveltaa vain
“kontekstissa” o 3.

Formaali kieli L on yhteysherkkd, jos se voidaan tuottaa jollakin yhteysherkilla kieliopilla.
Téllakin kieliluokalla on automaattikarakterisointi (todistus sivuutetaan):

Lause 5.3 Formaali kieli L on yhteysherkkd, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa epadetermi-
nistiselld Turingin koneella, joka ei tarvitse enempdd tyotilaa kuin sydtejonon pituuden verran
— siis koneella, jolla ei ole muotoa §(q,<) = (¢, b, A) olevia siirtymid, missi b # <’. 0O

Lauseen 5.3 kone saa kirjoittaa syotejonon péille muita merkkejd; ainoastaan lisdtilan
kiyttoonotto on kiellettya. Téllaista konetta sanotaan lineaarisesti rajoitetuksi automaatiksi
(engl. linear bounded automaton). Mielenkiintoinen, mutta luultavasti hyvin vaikea avoin
ongelma on, onko em. karakterisoinnissa vilttdmatonta kayttda epddeterministisia koneita,
val riittdisivitkd deterministiset. Tama “LBA = DLBA”-ongelma on ldheisessd yhteydessd
kuuluisaan “P = NP”-ongelmaan.

Kieliopit, niilld tuotettavat kielet ja vastaavat tunnistusautomaatit ryhmitelldén usein ns.
Chomskyn luokkiin seuraavasti:

luokka 3: oikealle ja vasemmalle lineaariset (sdénnoélliset) kieliopit / sddnnolliset kielet /
ddrelliset automaatit;

luokka 2: yhteydettomét kieliopit / yhteydettomét kielet / pinoautomaatit;
luokka 1: yhteysherkit kieliopit / yhteysherkit kielet / lineaarisesti rajoitetut automaatit;

luokka 0: rajoittamattomat kieliopit / rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavat kielet (ns.
rekursiivisesti numeroituvat kielet, ks. luku 6.1) / Turingin koneet.
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U

Kuva 5.2: Chomskyn kieliluokat.

Kuvassa 5.2 on esitetty kaavio Chomskyn kielihierarkiasta. Kaavioon on merkitty nakyviin
esimerkkejd kielistéd, jotka erottavat hierarkian perdkkiisid tasoja toisistaan. Tasot 0 ja 1
erottava kieli U maéritelladn tuonnempana, luvussa 6.4. Samassa luvussa osoitetaan, etté
kielen U komplementti U sijaitsee tyystin Chomskyn hierarkian ulkopuolella.



Luku 6

Laskettavuusteoriaa

6.1 Rekursiiviset ja rekursiivisesti numeroituvat kielet

Churchin—Turingin teesin mukaan siis Turingin koneet ovat periaatteelliselta laskentakyvyl-
tddn yhtd vahvoja kuin mitkd tahansa mekaaniset laskulaitteet — erityisesti yhtd vahvoja
kuin kaikki nykyiset tietokoneet. Seuraavassa tullaan kuitenkin osoittamaan, ettd Turingin
koneiden laskentakyvylld on vakavia rajoituksia: monet luonnolliset ja mielenkiintoiset las-
kennalliset ongelmat ovat algoritmisesti ratkeamattomia.

Erityisesti tarkastellaan, mité rajoituksia seuraa siitd, ettd Turingin koneen vaaditaan py-
sahtyvan kaikilla syotteillda. Tamé kaikilla ohjelmointikursseilla korostettava kelvollisten algo-
ritmien perusvaatimus (“ohjelma ei saa joutua ikuiseen silmukkaan”) osoittautuu teoreettisesti
yllattavan hankalaksi.

Maiéritelma 6.1 Turingin kone M = (Q, %, 1,9, qo, Gace, Grej) On totaalinen, jos se pyséhtyy
kaikilla syotteilld. Formaali kieli A on rekursiivisesti numeroituva (engl. recursively enume-
rable), jos se voidaan tunnistaa jollakin Turingin koneella, ja rekursiivinen (engl. recursive),
jos se voidaan tunnistaa (so. ratkaista) jollakin totaalisella Turingin koneella.!

Palautetaan mieliin luvusta 1.6 (s. 11), ettd formaaleja kielid voidaan tarkastella myos
paatosongelmatyyppisten (bin#dérivasteisten) I/O-kuvausten esityksind: tiettyd padtosongel-
maa 7 esittdvadn kieleen A, kuuluvat tdsmélleen ne sy6temerkkijonot x, joihin liittyy arvo
m(x) =1 (“kylld”/’syote OK”). Kielen A, tunnistava Turingin kone on téllin samalla ongel-
man 7 ratkaisualgoritmi: annetulla sy6tteelld x kone padtyy tilaan gaec, jos m(x) = 1 (“sydte
OK?”), ja padtyy tilaan ¢ tai jd& pysdhtymaittd, jos m(x) = 0 (“syGte ei kelpaa”). Padtos-
ongelmaa sanotaan ratkeavaksi (engl. decidable, solvable), jos sitd vastaava formaali kieli on
rekursiivinen, ja osittain ratkeavaksi (engl. semidecidable), jos sitd vastaava formaali kieli on
rekursiivisesti numeroituva. Ongelma on siis ratkeava, jos silld on kelvollinen, aina pysahtyvé
ratkaisualgoritmi, ja osittain ratkeava, jos silld on ratkaisualgoritmi, joka “kylla’-tapauksissa

!Merkillisen tuntuisiin nimityksiin “rekursiivinen” ja “rekursiivisesti numeroituva” on historialliset syyt.
Ensimmiinen mekaanisen laskennan formalisointi olivat nimittdin Godelin ja Kleenen “rekursiiviset”, so. tie-
tynlaisilla rekursiokaavoilla magritellyt kokonaislukufunktiot. T#ta formalismia kdyttden voitaisiin méaritella,
ettd kokonaislukujoukko on rekursiivinen, jos sen karakteristinen funktio on rekursiivinen funktio, ja rekur-
siivisesti numeroituva, jos se on tyhjé tai jonkin rekursiivisen funktion kuvajoukko. Samaistamalla formaalit
kielet merkkijonojen kanonisen jirjestyksen (ks. sivu 13) vélitykselld kokonaislukujoukkoihin saadaan téssd
méidritellyt kisitteet (vrt. lause 6.15).
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Kuva 6.2: Kahden rekursiivisen kielen yhdisteen tunnistaminen Turingin koneella.

vastaa aina oikein, mutta “ei”-tapauksissa voi jadda pysdhtyméttd. Ongelma, joka ei ole rat-
keava, on ratkeamaton (engl. undecidable, unsolvable). (Huom.: ratkeamaton ongelma voi siis
olla osittain ratkeava.)

6.2 Rekursiivisten ja rekursiivisesti numeroituvien kielten pe-
rusominaisuuksia

Lause 6.1 Olkoot A, B C ¥* rekursiivisia kielig. Tdlloin myos kielet A =X* — A, AUB ja
AN B ovat rekursiivisia.

Todistus.

(i) A on rekursiivinen. Olkoon My totaalinen Turingin kone, joka tunnistaa kielen A. Kielen
A tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan vaihtamalla M 4:n hyviksyvi ja hylkiava,
lopputila keskenddn kuvan 6.1 esittdmélla tavalla. (Huom. : Samaa konstruktiota ei
voida kiyttaa osoittamaan, etté rekursiivisesti numeroituvien kielten luokka olisi suljettu
komplementoinnin suhteen. HT: Miksi ei?)

(ii) AU B on rekursiivinen. Olkoot My ja Mp totaaliset Turingin koneet kielten A ja B
tunnistamiseen. Kielen AU B tunnistava totaalinen Turingin kone saadaan yhdistdmal-
14 ndmé& kuvan 6.2 konstruktiolla. Toisin sanoen: jos kone M4 hyviksyy sydtteen, myds
yhdistetty kone hyviksyy; mutta jos M4 pddtyy hylkdamiseen, kokeillaan vield konetta
Mpg. Jalkimmaistd mahdollisuutta varten koneen M4 tulee toimia siten, ettd se pysédh-
tyessdan jattaa nauhalle alkuperdisen syotteen ja tdyttda lopun kiyttamastadin nauhan-
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Kuva 6.3: Totaalisen Turingin koneen muodostaminen kahdesta rinnakkain toimivasta konees-
ta.

osasta jollakin sopivasti valitulla tyhjdmerkilla. Téma ei merkitse oleellista rajoitusta
M 4:n toimintaan.

(iii) AN B on rekursiivinen. Viite seuraa edellisist kohdista ja siit#, ettd AN B = AU B.
O

Lause 6.2 Olkoot A, B C X* rekursiivisesti numeroituvia kielig. Talloin myos kielet AU B
ja AN B ovat rekursiivisesti numeroituvia.

Todistus. HT. O

Lause 6.3 Kieli A C ¥* on rekursiivinen, jos ja vain jos kielet A ja A ovat rekursiivisesti
numeroituvia.

Huomautus. Luvussa 6.4 osoitetaan, ettd on olemassa rekursiivisesti numeroituvia, ei-rekursiivisia
kielid, so. osittain mutta ei totaalisesti ratkeavia pddtosongelmia.

Todistus. Viite vasemmalta oikealle seuraa lauseesta 6.1(i), joten riittdéd tarkastella viitettd
oikealta vasemmalle.

Olkoot My ja Mz Turingin koneet kielten A ja A tunnistamiseen. Koska kaikilla z € X*
joko M4 tai Mz pysdhtyy ja hyviksyy xm, voidaan niistd yhdistdmalld muodostaa kielelle A
totaalinen tunnistajakone M kuvan 6.3 esittamalla tavalla.

Kone M voidaan toteuttaa helpoimmin kaksinauhaisena mallina, joka rinnakkaisesti simu-
loi ykkosnauhallaan konetta M4 ja kakkosnauhallaan konetta M ;. Jos ykkdssimulaatio py-
sdhtyy hyviaksyvaédn lopputilaan, M hyviksyy syotteen; jos taas kakkossimulaatio hyviksyy,
M hylkis syotteen. [

Seuraus 6.4 Olkoon A C ¥* rekursiivisesti numeroituva kieli, joka ei ole rekursiivinen. Tdl-
loin kieli A ei ole rekursitvisesti numeroituva. O
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0/0, R

(¢2) (g3)

Kuva 6.4: Kielen {0?* | k > 0} tunnistava Turingin kone.

6.3 Turingin koneiden kooodaus ja erés ei rekursiivisesti nume-
roituva kieli

Tarkastellaan standardimallisia Turingin koneita, joiden sydteaakkosto on ¥ = {0,1}. Jokai-
nen téllainen kone

M = (Q, E, F; 55 40, Gacc) qI‘ej)

voidaan, mahdollisesti tiloja ja nauha-aakkoston merkkeja uudelleen nimedmélla, esittda bi-
nddrijonona seuraavasti:

o Oletetaan, ettd Q@ = {qo,q1,... ,qn}, MISSE Gace = Gn—1 ja Grej = qn; ja ettd T U {p>, <} =
{ap,a1,... ,am}, missd ap = 0, a3 = 1, ay = > ja ag = <. Merkitdén lisiksi Ay = L ja
A1 = R.

e Siirtyméfunktion § arvot koodataan seuraavasti: sédnnon

5(q27 a]) - (qT’7 Ag, At)

koodi on

ciy = 077110771107 105 10T

e Koko koneen M koodi on

Cp = 11100011001 11.. -11007711101011- . -110177111- . .11071_27011. . -1lcn—2,m111-

Esimerkiksi kuvan 6.4 kielen {0?* | k¥ > 0} tunnistavan koneen koodi titi koodausta
kayttden olisi:

cp = 111 01010010100 11 010010000100100 11 ...

N~

5(00.0)=(a1,0.R)  6(a0,1)=(gs,1,R)

Jokaisella jonkin aakkoston {0, 1} kielen tunnistavalla standardimallisella Turingin koneel-
la M on siis binddrikoodi (“konekieliesitys”) cp;. Kdantden voidaan jokaiseen bindérijonoon
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c liittda jokin Turingin kone. Tosin kaikki bindarijonot eivit ole edellisen koodauksen mu-
kaisia Turingin koneiden koodeja, mutta néihin epakelpoihin jonoihin voidaan kaikkiin sopia
liitettdvaksi jokin triviaali, kaikki syotteet hylkaddva kone My, Madritelldan siis:
M. — kone M, jolla cpr = ¢, jos ¢ on kelvollinen Turingin koneen koodi;
¢ kone My, muuten.

Néin on saatu aikaan kiyttokelpoinen luettelo kaikista aakkoston {0, 1} Turingin koneista
(tilojen ja nauhamerkkien uudelleennimeémisté vaille), ja epasuorasti myos kaikista aakkoston
{0, 1} rekursiivisesti numeroituvista kielista. Koneet ovat M., My, My, Moo, Mo1, - .. , ja kielet
vastaavasti L(M.), L(My), L(My), ... (indeksit kanonisessa jarjestyksessd). Kukin kieli voi
esiintyd luettelossa monta kertaa.

Cantorilaisella “diagonalisointitekniikalla” (vrt. lause 1.8) pystytdan nyt todistamaan en-
simmainen konkreettisen ongelman ratkeamattomuustulos:

Lemma 6.5 Kieli
D={ce{0,1}" | c¢ L(M.)}

e1 ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Oletetaan, ettd olisi D = L(M) jollakin standardimallisella Turingin koneella M.
Olkoon d koneen M binddrikoodi, so. D = L(Mj). T4llin on

deD < d¢L(My) =D.
Ristiriidasta seuraa, etté kieli D ei voi olla rekursiivisesti numeroituva.

Kielta D vastaava padtosongelma on hyvin maéritelty, mutta ei kovin luonnollinen: “Hyl-
kddko annetun koodin c esittdma Turingin kone sy6tteen ¢?” Luontevampia esimerkkejd seuraa

jatkossa.
Kuvallisesti voidaan kielen D muodostaminen esittdd samaan tapaan kuin lauseen 1.8
formaalin kielen A: jos kielten L(Mc:), L(My), L(My), ... karakteristiset funktiot esitetdén

taulukkona, niin kieli D poikkeaa kustakin kielests taulukon “diagonaalilla’:?

D
N | L(Me) L(Mo) L(My) L(Moo)
1
el P 0 0 0
0
ol o 1 1 0
0

1] o 0 1 1
1

0] 0 0 0 0

2Kuva on tosin t#ssd hieman harhaanjohtava siini suhteessa, etts koska mikisin koodeista ¢, 0, 1, 00 ei ole
valitun koodauksen mukainen kelvollinen Turingin koneen koodi, pitédisi oikeastaan kaikkien ndkyvissi olevien
taulukon alkioiden olla nollia.
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Kuva 6.5: Universaalikoneen M nauhat.

6.4 Universaalikieli U ja universaalit Turingin koneet
Tarkastellaan seuraavaa aakkoston {0, 1} universaalikielti U:
U={cyw|we L(M)}.

Kieli U sisaltda yksinkertaisella tavalla koodattuina tiedot kaikista aakkoston {0, 1} rekursii-
visesti numeroituvista kielistd. Olkoon nimittdin A C {0, 1}* jokin rekursiivisesti numeroituva
kieli, ja olkoon M kielen A tunnistava standardimallinen Turingin kone. T#ll6in on

A={w e {0,1}* | epyyw € U}.

Ehk& hieman yllattden kieli U on itsekin rekursiivisesti numeroituva. Kielen U tunnistavia
Turingin koneita sanotaan universaaleiksi Turingin koneiksi (engl. universal Turing machines);
seuraavassa todistuksessa hahmotellaan yhden téllaisen koneen konstruktio.

Lause 6.6 Kieli U on rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kielen U tunnistava kone My on helpointa kuvata kolmenauhaisena mallina; stan-
dardimallinen kone voidaan muodostaa téstd luvun 4.2 tekniikoilla. Laskennan aluksi tarkas-
tettava syGte sijoitetaan koneen My ykkosnauhan alkuun. Témén jilkeen kone toimii seuraa-
vasti:

1. Aluksi My tarkastaa, ettd sydte on muotoa cw, missé ¢ on kelvollinen Turingin koneen
koodi. Jos syote ei ole kelvollista muotoa, M hylkdd sen; muuten se kopioi merkkijonon
w = ajaz...ay € {0,1}* kakkosnauhalle muodossa 00010 +11092+11 ... 10%+110000.

2. Jos syOte on muotoa cw, missd ¢ = cys jollakin koneella M, My on selvitettava,
hyvéksyisiko kone M syGtteen w. Téassé tarkoituksessa My séilyttdd ykkosnauhalla M:n
kuvausta c, kakkosnauhalla simuloi M:n nauhaa, ja kolmosnauhalla sailyttda tietoa M:n
simuloidusta tilasta muodossa ¢; ~ 07! (aluksi siis My kirjoittaa kolmosnauhalle tilan
o koodin 0).

3. Alkutoimien jilkeen My toimii vaiheittain, simuloiden kussakin vaiheessa yhden ko-
neen M siirtyméan. Vaiheen aluksi My etsii ykkosnauhalta M:n kuvauksesta kohdan,
joka vastaa M:n simuloitua tilaa ¢; ja merkkid a; (kuva 6.5). Olkoon ykkosnauhalla ole-
va koodinkohta 0°t1107t1107t1105+110*+!. T&lloin My korvaa kolmosnauhalla merk-
kijonon 0°+! merkkijonolla 0"*!, kakkosnauhalla merkkijonon 0/T! merkkijonolla 05+!
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Kuva 6.6: Diagonaalikielen D tunnistava kone Mp.

(mahdollisesti siirtden nauhojen loppupéiden siséltéja vasemmalle tai oikealle), ja siirtaa
kakkosnauhan nauhapéditd yhden simuloidun merkin vasemmalle, jos ¢ = 0, ja oikealle,
jost=1.

Jos ykkosnauhalla ei ole yhtdan simuloituun tilaan g; liittyvaa koodia, simuloitu kone M
on tullut hyvéiksyvian tai hylkdaviaan lopputilaan; talléin ¢ = k + 1 tai ¢ = k£ 4 2, missé
qr on viimeinen ykkosnauhalla kuvattu tila. Kone My siirtyy vastaavasti lopputilaan
(acc tai Grej- O

Lause 6.7 Kieli U ei ole rekursiivinen.

Todistus. Oletetaan, ettd kielelld U olisi totaalinen tunnistajakone Mg . Talléin voitaisiin
lemman 6.5 kielelle D muodostaa totaalinen tunnistajakone Mp seuraavasti. Olkoon Mok
totaalinen Turingin kone, joka testaa, onko sy6tteend annettu merkkijono kelvollinen Turingin
koneen koodi, ja olkoon Mpyp totaalinen Turingin kone, joka muuntaa syotejonon ¢ muotoon
cc. Kone Mp muodostetaan koneista Mg , Mok ja Mpyp yhdistdmalld kuvan 6.6 esittamaélla
tavalla.

Selvisti kuvan 6.6 esittdméa kone Mp on totaalinen, jos kone Mg on, ja

ce L(Mp) & c¢ L(Mok) tai cc ¢ L(Mg)
= C ¢ L(Mc)
& ceD.

Mutta lemman 6.5 mukaan kieli D ei ole rekursiivinen (ei edes rekursiivisesti numeroituva).
Saadusta ristiriidasta padtelldan, ettd kielen My tunnistavaa totaalista konetta Mg el voi
olla olemassa. O

Seuraus 6.8 Kieli
U ={cyw | w ¢ L(M)}

et ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Kieli U on oleellisesti sama kuin universaalikielen U komplementti U; tarkasti ottaen
on U = U UERR, missé ERR on helposti tunnistettava rekursiivinen kieli

ERR = {z € {0,1}* | x ei sisdlld alkuosanaan kelvollista Turingin koneen koodia}.
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Kuva 6.7: Universaalikielen U tunnistaminen koneen My avulla.

Jos siis kieli U olisi rekursiivisesti numeroituva, olisi samoin lauseen 6.2 nojalla myds kieli U.
Koska kieli U tiedetéén rekursiivisesti numeroituvaksi (lause 6.6), seuraisi tésté lauseen 6.3
nojalla, ettd U on peridti rekursiivinen. Mutta tdmé on vastoin lauseen 6.7 tulosta, misté
padtellddn, ettd kieli U ei voi olla rekursiivisesti numeroituva. 0

6.5 Turingin koneiden pysahtymisongelma

Oleellisin vaikeus universaalikielen U tunnistamisessa piilee kysymyksessd, pysdhtyyko an-
nettu Turingin kone M syotteelld w. Seuraava todistus tdmédn térkedn Turingin koneiden
pysdahtymisongelman (engl. Turing machine halting problem) ratkeamattomuudelle osoittaa,
ettd jos tdméa ongelma voitaisiin ratkaista, my0s universaalikieli voitaisiin helposti tunnistaa
totaalisesti.

Lause 6.9 Kieli
H = {cpyw | M pysdhtyy sydétteelld w}
on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli H on rekursiivisesti numeroituva. Lauseen 6.6 todistuk-
sessa esitetystd universaalikoneesta My on helppo muokata kone, joka syotteelld cp;w simuloi
koneen M laskentaa syoOtteelld w ja pysdhtyy hyvéksyvaan lopputilaan, jos ja vain jos simu-
loitu laskenta ylipdataan pysahtyy.

Osoitetaan sitten, etté kieli H ei ole rekursiivinen. Oletetaan nimittdin, ettd olisi H =
L(Mjp) jollakin totaalisella Turingin koneella M. Oletetaan liséksi (tdmé ei merkitse liséra-
joitusta), ettd kone My pysdhtyessddn jattad nauhalle alkuperdisen syotteensi, mahdollisesti
tyhjdmerkeilld # jatkettuna. Olkoon My lauseen 6.6 todistuksessa konstruoitu universaali-
kone. Kielelle U voitaisiin nyt muodostaa totaalinen tunnistaja yhdistdmélla koneet My ja
My kuvan 6.7 esittdmalld tavalla. Lauseen 6.7 mukaan téallaista kielen U tunnistajakonetta
ei kuitenkaan voi olla olemassa. Saatu ristiriita osoittaa, ettd H ei voi olla rekursiivinen. [

Seuraus 6.10 Kieli
H = {cyyw | M ei pysihdy syotteelli x}
et ole rekursiivisesti numeroituva.

Todistus. Paatelladn kuten seurauslauseessa 6.8. O
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Kuva 6.8: Chomskyn kielihierarkia ja rekursiiviset kielet.

6.6 Rekursiiviset kielet ja Chomskyn kieliluokat

Merkitadn rekursiivisesti numeroituvien kielten luokkaa RE:113 ja rekursiivisten kielten luok-
kaa REC:114. Lauseiden 5.1 ja 5.2 mukaan on siis

RE = rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavat kielet = Chomskyn luokka 0.

Toisaalta voidaan osoittaa, ettd kaikki yhteydettoméat kielet (Chomskyn luokka 1) ovat re-
kursiivisia, ja ettd on olemassa rekursiivisia kielid, jotka eivit ole yhteysherkkid — tosin on
sangen vaikea 10ytda luonnollista esimerkkié kielestd, joka kuuluisi ndiden luokkien erotuk-
seen. Kuvassa 6.8 on esitetty kaavio Chomskyn kielihierarkiasta tdydennettynd rekursiivisten
kielten luokalla.

6.7 * Lisai ratkeamattomia ongelmia

Yllattdvan monet tietojenkisittelyongelmat ovat ratkeamattomia. Seuraavassa osoitetaan, et-
ta esimerkiksi jokseenkin kaikki ohjelmien toimintaa, tai tarkemmin sanoen niiden laskemia
syote/tulos-kuvauksia koskevat kysymykset ovat ratkeamattomia. Johdantona téhin yleiseen
tulokseen, ns. Ricen lauseeseen, tarkastellaan ensin yhté sen erikoistapausta.

Epityhjyysongelma

Tarkastellaan padtosongelmaa “Hyviksyyko annettu Turingin kone yhtddn syotemerkkijo-
noa?” Ongelman esitys formaalina kielend on

NE = {c € {0,1}* | L(M.) # 0}

(NE ~ engl. nonempty). Osoittautuu, ettd tdmékin ongelma on ratkeamaton.
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Kuva 6.9: Turingin koneen Myg rakenne.
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Kuva 6.10: Turingin koneen M™ rakenne.

Lause 6.11 Kieli NE on rekursiivisesti numeroituva, mutta ei rekursiivinen.

Todistus. Todetaan ensin, ettd kieli NE on rekursiivisesti numeroituva muodostamalla sille
tunnistajakone Myg. Kone Myg on helpointa suunnitella epédeterministisend; se voidaan
tarvittaessa determinisoida lauseen 4.3 mukaisesti.

Olkoon Mok jo lauseen 6.7 todistuksessa esiintynyt Turingin kone, joka testaa onko an-
nettu sydte kelvollinen Turingin koneen koodi, ja olkoon Mg epédeterministinen Turingin ko-
ne, joka kirjoittaa nauhalla jo olevan merkkijonon perdén mielivaltaisen bindirijonon w. Kone
Mg voidaan muodostaa yhdistamélla koneet Mok, Mg ja universaalikone My (lauseesta 6.6)
kuvan 6.9 esittdmalla tavalla.

Selvasti on:

c€ L(Mxg) < con kelvollinen Turingin koneen koodi ja on olemassa w s.e. cw € U
< ¢ on kelvollinen Turingin koneen koodi ja on olemassa w s.e. w € L(M,)
& L(M.) #0.

Osoitetaan sitten, etté kieli NE ei ole rekursiivinen. Tdmé& ndhdaén olettamalla, etté kie-
lella NE olisi totaalinen tunnistajakone Mf\fE, ja muodostamalla tdmén perusteella totaalinen
tunnistajakone M kielelle U. Koska U ei ole rekursiivinen (lause 6.7), timé on mahdotto-
muus ja osoittaa, ettd konetta Mf\fE ei voi olla olemassa.

Koneen Mg konstruointi koneesta M§E perustuu erdénlaiseen syotteiden koodaamiseen
Turingin koneiden “ohjelmavakioiksi”. Olkoon M mielivaltainen Turingin kone, jonka toimin-
taa syotteellda w halutaan tutkia. Merkitddn M™:114 konetta, joka kulloisestakin todellisesta
syoOtteestddn riippumatta korvaa sen merkkijonolla w ja toimii sitten kuten M. Kuvassa 6.10
on esitetty koneen M"™ rakennekaavio, kun w = ajas ... ax; kuvassa on lyhyyden vuoksi mer-
kitty a:lla “mitd tahansa merkkid” joukosta {0, 1,<}.



6.7. * LISAA RATKEAMATTOMIA ONGELMIA 105

o
CMW %O MEgNCODE
X

Kuva 6.11: Turingin koneen MgrNncopE toiminta.

Kuva 6.12: Turingin koneen Mg rakenne.

Koska koneen M™ toiminta ei riipu lainkaan sen todellisesta syotteestd, se joko hyviksyy
tai hylkaa kaikki merkkijonot, sen mukaan miten M suhtautuu w:hen:

w {0,1}*, jos w € L(M);
Lim ):{ 0, joswgéL(M).

Olkoon sitten Mgncope Turingin kone, joka saa syOtteenddn mielivaltaisen Turingin ko-
neen M koodista cjs ja binddrijonosta w muodostuvan jonon cy;w ja jattdd tuloksenaan nau-
halle edelld kuvatun koneen M* koodin cpsw. (Jos syte ei ole muotoa cw, missi ¢ on kelvolli-
nen Turingin koneen koodi, kone Mgxcopg paatyy hylkdavian lopputilaan.) Kone MgncopE
operoi siis Turingin koneiden koodeilla kuvan 6.11 esittdmailld tavalla. Annetun koneen M
koodiin se liséé siirtyméviisikoita (“konekéskyjd”) ja muuttaa tilojen numerointia siten, etté
koodi tulee koneen M sijaan esittdméan konetta M™.

Universaalikielelle U voitaisiin nyt koneet Mgncope ja hypoteettinen M§E kuvan 6.12
esittdmalld tavalla yhdistdaméalla muodostaa totaalinen tunnistajakone Mg . Selvisti kone Mg
on totaalinen, jos My on, ja L(M{) = U, koska:

eyw € L(ME)
& cyw € L(Miy) = NE
& L(MY)#0
& we L(M).
Mutta kieli U ei ole rekursiivinen, joten téllainen totaalinen tunnistajakone Mg ei ole mah-

dollinen. Saadusta ristiriidasta péatellddn, ettd mydskdan kielelld NE ei voi olla totaalista
tunnistajaa M§E O

Ricen lause

Edellisen lauseen todistustekniikkaa hieman yleistamalld voidaan todistaa seuraavassa esitet-
tava erittdin vahva ratkeamattomuustulos, ns. Ricen lause.
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Kuva 6.13: Turingin koneen M™ rakenne (Ricen lause).

Sanotaan Turingin koneen M semanttiseksi ominaisuudeksi mitd tahansa sellaista omi-
naisuutta, joka riippuu vain koneen M tunnistamasta kielestd, ei sen syntaktisesta rakentees-
ta. Esimerkkejd semanttisista ominaisuuksista ovat siten “M hyviksyy tyhjidn syotejonon”,
“M hyviksyy jonkin sydtejonon” (kielen NE kuvaama ominaisuus), “ M hyviksyy dérettomén
monta merkkijonoa”, “M:n tunnistama kieli on sdénndllinen” jne. Jos kahdella Turingin ko-
neella M; ja Ms on L(M;) = L(Ms), niin koneilla M; ja Ms on tdmén méadritelmén mukaan
tdsmalleen samat semanttiset ominaisuudet.

Maaritellddn hieman abstraktimmin, ettd semanttinen ominaisuus S on mikd tahansa
kokoelma rekursiivisesti numeroituvia aakkoston {0, 1} kielid; koneella M on ominaisuus S,
jos L(M) € S. Triviaalit ominaisuudet ovat S = () (ominaisuus, jota ei ole milld&n koneella)
ja 8 = RE (ominaisuus, joka on kaikilla koneilla).

Ominaisuus S on ratkeava, jos joukko
codes(S) = {c | L(M,) € S}

on rekursiivinen. Toisin sanoen: ominaisuus on ratkeava, jos annetusta Turingin koneen koo-
dista voidaan algoritmisesti péaatelld, onko koneella kysytty semanttinen ominaisuus.

Lause 6.12 (Rice) Kaikki Turingin koneiden epdtriviaalit semanttiset ominaisuudet ovat
ratkeamattomia.

* Todistus. Olkoon S mielivaltainen epétriviaali semanttinen ominaisuus. Voidaan olettaa, et-
td () ¢ S: toisin sanoen, ettd tyhjén joukon tunnistavilla Turingin koneilla ei ole tarkasteltavaa
ominaisuutta. Tamé ei merkitse oleellista rajoitusta, silli jos () € S, voidaan seuraavaa todis-
tusta kiyttien osoittaa, ettd ominaisuus S = RE—S on ratkeamaton, ja paitelld edelleen tésti
lauseen 6.1(i) perusteella, ettd myos ominaisuus S on ratkeamaton. Koska S on epétriviaali,
on olemassa jokin Turingin kone M4, jolla on ominaisuus S — jolla siis L(My) # 0 € S.

Olkoon talla kertaa Mencopr Turingin kone, joka muodostaa syotteend annetusta, muotoa
cpw olevasta merkkijonosta, seuraavanlaisen Turingin koneen M™ koodin (jos syéte ei ole
vaadittua muotoa, MrNncopr padtyy hylkdaviin lopputilaan):

Syotteelld  kone M™ toimii ensin kuten M syotteelld w. Jos M hyviksyy w:n,
M™ toimii kuten kone M, syotteelld x. Jos M hylkdd w:mn, myés M* hylkdd z:n
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Kuva 6.14: Turingin koneen M- rakenne (Ricen lause).

(kuva 6.13). Koneen M™ tunnistama kieli on siten:

wy | L(Ma), josw e L(M);
LM )_{VJ, ! jos w & L(M).

Koska oletuksen mukaan L(M,) € S ja () ¢ S, on koneella M™ ominaisuus S, jos
ja vain jos w € L(M).

Oletetaan sitten, ettd ominaisuus S olisi ratkeava, so. ettd kielelld codes(S) olisi totaalinen
tunnistajakone Mg Talloin saataisiin edellisen todistuksen tapaan totaalinen tunnistajakone
kielelle U yhdistamalld koneet MgncoDE ja Mg kuvan 6.14 mukaisesti. Selvasti kone Mg on
totaalinen, jos Mg on, ja

eyw € L(ME)
& cyw € L(MY) = codes(S)
& L(MY)eS
& we L(M).

Koska kieli U ei ole rekursiivinen, tdmaé on mahdotonta, mistd padtellidn ettd ominaisuus S
ei voi olla ratkeava. 0

6.8 * Ratkeamattomuustuloksia muilla aloilla

Ricen lauseen mukaan siis jokseenkin kaikki Turingin koneiden — tai ekvivalentisti C-ohjelmien
— semanttiset ominaisuudet ovat ratkeamattomia. Ratkeamattomia ongelmia esiintyy run-
saasti muuallakin kuin ohjelmien toiminnan analyysin yhteydessd. Seuraavassa joitakin esi-
merkkejd, ilman todistuksia.

Lause 6.13 (Predikaattikalkyylin ratkeamattomuus; Church/Turing 1936) FEi ole ole-
massa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annettu ensimmdisen kertaluvun predikaattikalkyylin
kaava ¢ validi (“loogisesti tosi”, todistuva predikaattikalkyylin aksioomista).

Lause 6.14 (“Hilbertin 10. ongelma”; Matijasevitsh /Davis/Robinson/Putnam 1953-70)
FEi ole olemassa algoritmia, joka ratkaisisi, onko annetulla kokonaislukukertoimisella polyno-

milla P(x1,... ,x,) kokonaislukunollakohtia (so. sellaisia jonoja (mq,... ,m,) € Z", joilla
P(my,... ,my,) =0). Ongelma on ratkematon jo, kun n = 15 tai deg(P) = 4.
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Lauseen 6.14 seurauksena ei yleisemminkaén voi olla olemassa algoritmia, joka annetusta
kokonaislukuaritmetiikan vaitteesté ratkaisisi, onko se totta vai ei. Téssé yleisessd muodossa
aritmetiikan ongelmien ratkemattomuus on ollut tunnettua jo Goédelin, Churchin ja Turin-
gin 1930-luvun toistd ldhtien. (Mainittakoon kuitenkin, ettd sellaisten aritmetiikan kaavo-
jen, joissa esiintyy vain yhteenlaskuja ja suuruusvertailuja, ei kertolaskuja — ns. Presburger-
aritmetiikan — totuusongelma on ratkeava.)

Formaalien kielten teoriassa esiintyy runsaasti ratkeamattomia ongelmia. Seuraavassa on
pieni taulukko tyypillisten kielioppiongelmien ratkeavuudesta, kun annettuna on kieliopit G
ja G’ Chomskyn hierarkian tietyltd tasolta 7 ja merkkijono w. Taulukossa R ~ “ratkeava’, E
~ “ei ratkeava”, T' ~ “aina totta’.

Taso i:
Ongelma: onko 3 2 1 0
w € L(G)? R R R FE
L(G) =07 R R FEF FE
L(G)=%*7 R E E FE
L(G) = L(G')? R EF E FE
L(G) C L(G')? R FEF E FE
L(G)NL(G") = 0? R FE FE FE
L(G) sdannollinen? T E E FE
L(G)NL(G) tyyppia i? | T E T T
L(G) tyyppii i? T E T E

6.9 * Rekursiiviset funktiot

Olkoon M = (Q,3,T",0,qo, Qacc, Grej) mielivaltainen standardimallinen Turingin kone. M&éri-
telladn koneen M laskema osittaiskuvaus (t. -funktio)

v X =1
seuraavasti:

u, jos (qo,z) (g, uav) jollakin q € {qacc, Grej}, av € I'*;

fu(z) = { M

médrittelematon, muuten.

Toisin sanoen: kone M kuvaa merkkijonon z € X* sille merkkijonolle u € I'*, joka sijaitsee
koneen nauhapdin vasemmalla puolen M:n laskennan syotteelld x pysdhtyessd. Jos laskenta
syotteelld = ei pysdhdy, kuvauksen arvoa pisteesséd x ei ole méaritelty.

Osittaisfunktio f : ¥* — A on osittaisrekursiivinen (engl. partial recursive), jos se voidaan
laskea jollakin Turingin koneella, so. jos on f = fj jollakin M = (Q, %, T',...), missd A C I'*.
Osittaisrekursiivifunktio f on (kokonais-)rekursiivinen, jos se voidaan laskea jollakin totaali-
sella Turingin koneella. Ekvivalentisti voitaisiin méaéritelld, ettd osittaisrekursiivifunktio f on
rekursiivinen, jos sen arvo f(x) on mééritelty kaikilla .
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Lause 6.15
(i) Kieli A C X* on rekursiivinen, jos ja vain jos sen karakteristinen funktio

1, josxz € A;
. * _ 9 9
XA - X — {071}7 XA('%') - { 07 jOS T ¢ A

on rekursiivinen funktio.

(i1) Kieli A C X* on rekursivisesti numeroituva, jos ja vain jos on A = ) tai on olemassa
rekursiinen funktio g : {0,1}* — X*, jolla

A={g(x) |z e{0,1}"}.

Todistus. Sivuutetaan (mutta ei vaikea). O

6.10 * Rekursiiviset palautukset ja RE-taydelliset kielet

Yksi laskettavuusteorian keskeisié teemoja on ongelmien vaikeusvertailu. Erds tapa formalisoi-
da idea, ettd ongelma A on “helpompi” tai “enintddn yhtd vaikea” kuin ongelma B (vastaavasti
B “vahintaan niin vaikea” kuin A) on seuraava.

Olkoot A C ¥*, B C I'* formaaleja kielid. Kieli A voidaan palauttaa rekursiivisesti (engl.
recursively many-one reduces to) kieleen B, merkitdén

A <m B,
jos on olemassa rekursiivinen funktio f : ¥* — I'*, jolla on ominaisuus:
reA & f(x)e B, kaikillaz € X*.

Toisin sanoen: mik4 tahansa ongelman A sy6te x voidaan rekursiivisesti muuntaa ongelman
B syotteeksi f(x), siten ettd vastaus kysymykseen “onko z:114 ominaisuus A?” on sama kuin
vastaus kysymykseen “onko f(x):114 ominaisuus B?”

Palautusrelaatiolla <,,, on seuraavat perusominaisuudet:

Lemma 6.16 Kaikilla kielilli A, B, C on voimassa:
(i) A<, A;
(i) jos A <,, B ja B <,, C, niin A <,,, C;
(iii) jos A <,, B ja B on rekursiivisesti numeroituva, niin A on rekursiivisesti numeroituva;
(iv) jos A <,, B ja B on rekursiivinen, niin A on rekursiivinen.

Todistus.

(i) Selva. (Valitaan palautusfunktioksi f(z) = z.)
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Kuva 6.16: Kielen A palautusfunktion f ja kielen B avulla tunnistava Turingin kone.

(i)

(iii),(iv)

Olkoon f palautusfunktio A:sta B:hen ja g palautusfunktio B:std C:hen. (Lyhyesti
voidaan merkitd f : A <,, B, g : B <, C.) Osoitetaan, ettid yhdistetty funktio h,
h(z) = g(f(z)), on palautus A:sta C:hen.

Tarkastetaan ensin, ettd h on rekursiivinen. Olkoon M/ totaalinen Turingin kone, joka
laskee f:n ja M, totaalinen Turingin kone, joka laskee g:n. Oletetaan kone M, sellaiseksi,
ettd se tyhjamerkin # havaitessaan toimii samoin kuin loppumerkin < tapauksessa.
Olkoon lisdksi Mrrw Turingin kone, joka korvaa kaikki nauhapaéstd oikealle sijaitsevat
merkit tyhjamerkeilld ja vie nauhapédén nauhan alkuun. Funktio h voidaan t&lloin laskea
kuvassa 6.15 esitetyn kaltaisella totaalisella Turingin koneella.

Tarkastetaan vield, ettd funktio h tdyttdd palautusehdon:
r€A & f(r)eB < g(f(z)) =h(z)eC.
Siten h: A <, C.

Olkoon f : A <, B, Mp kone, joka tunnistaa kielen B, ja M kone, joka laskee funktion
f. Talloin kuvassa 6.16 esitetty kone tunnistaa kielen A, ja on lisdksi totaalinen jos Mp
on. [

Merkitaan:

RE = {aakkoston {0, 1} rekursiivisesti numeroituvat kielet};
REC = {aakkoston {0, 1} rekursiiviset kielet}.

Kieli A C {0,1}* on RE-tdydellinen (engl. RE-complete), jos

(i)
(i)

A€REja
B <,, A kaikilla B € RE.

RE-tédydelliset kielet ovat siis “maksimaalisen vaikeita” luokassa RE, tai tdsmaéllisemmin sa-
noen ne sisaltavat “rekursiivisesti koodattuina” tiedot kaikista luokan RE kielista.
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co-RE-tdydelliset . TOT RE-téydelliset

Kuva 6.17: Kieliluokkien RE, co-RE ja REC suhteet.

Lause 6.17 Kieli U on RE-tdydellinen.

Todistus. Lauseen 6.6 perusteella tiedetddn, ettd U € RE. Tarkastellaan mielivaltaista B €
RE; olkoon B = L(Mp). Talléin B voidaan palauttaa U:hun funktiolla f(z) = cprp2. Témé
funktio on selvésti rekursiivinen, ja silld on ominaisuus

re€B=L(Mp) < flx)=cuzreclU. 0O

Lemma 6.18 Olkoon A RE-taydellinen kieli, B € RE ja A <,, B. Tdlloin myds kieli B on
RE-tdydellinen.

Todistus. HT. [

Lauseen 6.17 ja lemman 6.18 perusteella voidaan todeta, ettd luvussa 6.7 tarkasteltu kieli
NE on myos RE-tdydellinen. Se nimittdin kuuluu luokkaan RE, ja seuraava funktio f on
palautus U <,, NE (vrt. lauseen 6.11 todistus):

) = CMw, JOS T = cpw;
R = jos x ei ole vaadittua muotoa.

Itse asiassa Ricen lauseen (lause 6.12) todistus osoittaa, ettd kaikki Turingin koneiden se-
manttisiin ominaisuuksiin S liittyvit kielet codes(S), joilla ) ¢ S ja codes(S) € RE ovat
RE-tédydellisid. Yleensdkin ndyttdd jostakin syystd olevan niin, ettd kaikki “luonnolliset” re-
kursiivisesti numeroituvat, ei-rekursiiviset kielet ovat RE-tdydellisid. Teoreettisesti voidaan
kuitenkin osoittaa seuraava tulos (todistus sivuutetaan):

Lause 6.19 (Post) Luokassa RE — REC on kielid, jotka eivit ole RE-tdydellisiac. 0

Laskettavuusteorian osuuden péatteeksi esitelladn vield yksi késite: koska luokka RE ei ole
suljettu komplementoinnin suhteen, silld on luonnollinen duaaliluokka:

co-RE = {A | A € RE}.

Lauseen 6.3 perusteella on RE N co-RE = REC.

Luokassa co-RE voidaan méaaritelld tdydellisen kielen kisite samoin kuin luokassa RE: kieli
A C{0,1}* on co-RE-téydellinen, jos A € co-RE ja B <,,, A kaikilla B € co-RE. Itse asiassa
on helppo todeta, ettd kieli A on co-RE-téiydellinen, jos ja vain jos kieli A on RE-tiydellinen.
Kuvassa 6.17 on esitetty kaavio luokkien RE, co-RE ja REC suhteista.

Mainitaan taydellisyyden vuoksi vield pari keskeistd laskettavuusteorian tulosta ilman
todistuksia.
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Lause 6.20 Kieli
TOT = {c | Turingin kone M. pysdihtyy kaikilla sydétteilld}
et kuulu luokkaan RE eikd luokkaan co-RE. O
Sanotaan, ettéd kielet A, B C {0,1}* ovat rekursiivisesti isomorfisia (engl. recursively iso-
morphic), jos on olemassa rekursiivinen bijektio f : {0,1}* — {0,1}* (tlléin myds kiddnteis-
funktio f~! on vilttimitts rekursiivinen), jolla

re€A & f(r)e B, kaikillax e ¥*.

Rekursiivisesti isomorfiset kielet ovat siis merkkijonojen rekursiivista uudelleenjirjestamista
lukuunottamatta “samat”.

Lause 6.21 (Myhill) Kaikki RE-tiydelliset kielet ovat rekursiivisesti isomorfisia. O
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