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Todistustaydennys 3T
Aihepiiri: Normi ja metriikka (MC-monisteet, Vaisila luvut 1-2.)

Palauta tama paperi yhdessa tehtavien 3P kanssa seuraavaan tiistaihin klo 12.15
mennessa. Kukin tehtdva arvostellaan asteikolla 0-3. Naita papereita jactaan luen-
nolla ja luennoitsijan tychuoneen M227 viereisessd riippukansiossa. Voit myds tu-
lostaa tehtéviat MC-sivulta.

1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Osoita, ettéa darelliset joukot
{z1,..., 2, C X

ovat suljettuja taydentamalla seuraava todistus.

Todistus. Osoitetaan, ettd F' = {x1,...,2,} C X on suljettu,
joka médritelmén mukaan tarkoittaa sité, ettd X \ F' on

Olkoon siis y € X \ F. Télloin y # x kaikilla k = 1,...,n, joten

rr = d(y, Tg) >
Kun valitaan
r= > 0,
niin
r ri kaikilla k =1,2,... n.
Talloin
B(y,r) C

Téasta seuraa, ettd X \ F on avoin. [J



2. (Téssé yleistetdén tehtévin 3b/1P tulos.)
Taydenna seuraavan n-ulotteisen avaruuden R normeja koskevan
tuloksen todistus: Jos z = (z1,...,2,) € R" ja

n 1/]?
lllp = <Z |$kp> » Nzlloo = max(fal, ..., faal),
k=1

niin
lim [lz]l, = [|2]]oc-
Todistus. Tarkastellaan kiintead x € R", koska parametri p on

tehtavéssa esiintyvd muuttuja. Tavoitteena on osoittaa, etté kai-
killa p > 1 on voimassa

2]l < llzllp < 7]z o (1)
Koska
lim n'/? = ,
pP—00
niin vaite seuraa talloin sta.

(i) Todistetaan vasemmanpuoleinen epédyhtalé (1). Valitaan sel-
lainen indeksi ¢t € {1,...,n}, ettd |z = ||z|l. Koska funktio
w— u/?, u > 0, on kasvava, niin

1/p
lelloe = fail = (' < ( )

ja vasen epayhtélo (1) on todistettu.

(ii) Todistetaan oikeanpuoleinen epéyhtélo (1). Valitaan indeksi ¢
kuten ylla. Koska funktio v — u?, u > 0, on kasvava, niin kaikilla
indekseilld k = 1,...,n pétee |z’ < |x4|P, joten

felly = (4 -+ el <

9

joten toinenkin epéyhtald (1) on todistettu. [J



