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Palauta tämä paperi yhdessä tehtävien 3P kanssa seuraavaan tiistaihin klo 12.15
mennessä. Kukin tehtävä arvostellaan asteikolla 0–3. Näitä papereita jaetaan luen-
nolla ja luennoitsijan työhuoneen M227 viereisessä riippukansiossa. Voit myös tu-
lostaa tehtävät MC-sivulta.

1. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Osoita, että äärelliset joukot

{x1, . . . , xn} ⊂ X

ovat suljettuja täydentämällä seuraava todistus.
Todistus. Osoitetaan, että F = {x1, . . . , xn} ⊂ X on suljettu,
joka määritelmän mukaan tarkoittaa sitä, että X \ F on

.

Olkoon siis y ∈ X \F . Tällöin y 6= xk kaikilla k = 1, . . . , n, joten

rk = d(y, xk) > .

Kun valitaan

r = > 0,

niin
r rk kaikilla k = 1, 2, . . . , n.

Tällöin
B(y, r) ⊂ .

Tästä seuraa, että X \ F on avoin. �



2. (Tässä yleistetään tehtävän 3b/1P tulos.)
Täydennä seuraavan n-ulotteisen avaruuden Rn normeja koskevan
tuloksen todistus: Jos x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ja

‖x‖p =

(
n∑

k=1

|xk|p
)1/p

, ‖x‖∞ = max(|x1|, . . . , |xn|),

niin
lim
p→∞
‖x‖p = ‖x‖∞.

Todistus. Tarkastellaan kiinteää x ∈ Rn, koska parametri p on
tehtävässä esiintyvä muuttuja. Tavoitteena on osoittaa, että kai-
killa p ≥ 1 on voimassa

‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ n1/p‖x‖∞. (1)

Koska
lim
p→∞

n1/p = ,

niin väite seuraa tällöin sta.

(i) Todistetaan vasemmanpuoleinen epäyhtälö (1). Valitaan sel-
lainen indeksi t ∈ {1, . . . , n}, että |xt| = ‖x‖∞. Koska funktio
u 7→ u1/p, u ≥ 0, on kasvava, niin

‖x‖∞ = |xt| = (|xt|p)1/p ≤
( )1/p

=

ja vasen epäyhtälö (1) on todistettu.

(ii) Todistetaan oikeanpuoleinen epäyhtälö (1). Valitaan indeksi t
kuten yllä. Koska funktio u 7→ up, u ≥ 0, on kasvava, niin kaikilla
indekseillä k = 1, . . . , n pätee |xk|p ≤ |xt|p, joten

‖x‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p ≤
( )1/p

= = ,

joten toinenkin epäyhtälö (1) on todistettu. �


