Avoimet joukot

Taustaoletus: (X, d) on metrinen avaruus.

"Masriteltha-53

Joukke U < X on avoin (open), jos jokaista x € U vastaa sellainen |
r=r.>0, etta B(x.r) C U Avaruuden X topologia (topology) on sen ;
k:‘ll]‘lkl&l‘l av0|m|en osaJoukkOJen kokoelma, merkltaan vleensa T i

Jos x € U = avoin, niin U on pisteen x (avoin) ympéristd.

@ Tyhjd joukko 0, koko avaruus X ja kaikki avoimet kuulat B(a, r) ovat i
avoimia. ;

@ Avoimien joukkajen yhdisteet ovat avoimia.
@ Avoimien joukkojen ddrelliset lerkkaukset ovat avoimia. ‘
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Joukko F C X on suljettu (closed), jos sen komplementti X\ F on avoin. |

» Tyhja joukko §), koko avaruus X ja kaikki suljetut kuulat B(a, r) ovat
suljettuja.

e Suljettujen joukkojen leikkaukset ovat suljettuja.
o Suljettujen joukkojen ddrelliset yhdisteet ovat suljettuja.
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Jokaisessa joukossa X voidaan maaritella diskreetti metriikka asettamalla

0, x=y.

d{x,y) = {

1, x#y

Talloin kaikki avaruuden X osajoukot ovat seka avoimia etta suljettuja!

Diskreetti metriikka on hyva esimerkki siitd, kuinka kaukana yleinen
metriikka voi olla tavallisesta etiisyyden kisitteestd ja avoimien tai
suljettujen joukkojen intuitiivisista ominaisuuksista.

PELLSTLLY ¢

XeX =) {_Xl e %(X]"/z) = Avoi N

Jos ACX i A= U} = avawten YupisTesny

AER AVoi N
D Kk 0SRJIOVEIT AVaIMmy A

2 Kniiey 0sRJovke T SYLIETTVIA



Reuna ja sulkeuma |

Mairitelma 5.9

Olkoon A Z X Avaruuden X pisteet voidaan jakaa kolmeen eri tyyppiin i
joukon A suhteen: Piste x € X on joukon A

o siséipiste (interior point), jos B(x,r) C A jollakin r > 0 |

¢ ulkopiste (exterior point), jos B{x.r) C X A jollakin r > 0. !

@ reunapiste (boundary point) muuten. Talloin siis B(x, r)n A # @ ja
B(x.r)rn(X\ A) # 9 kaikilla r > 0

Reunapisteiden joukko dJA on joukon A reuna (boundary). Joukon A
sulkeuma (closure) on A= ALl 3A

S —

® Sulkeuma voidaan masritelld myés muilla yhtapitavilla tavoilla; ks,
esimerkiksi lauseen 5.10 neljas kohta.

e Sisa-/ulkopisteiden joukoille kdytetetdan merkint6ja int A/ext A.
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Retina ja sulkeuma |l

Olkoon X metrinen avarvus ja A, B C X. Talloin patee:
Q) e Joukot int A ja ext A ovat avoimia |
(i) e Reuna 0A on suljettu ‘
(it Y ® Joukko A on suljettu !
(iv) e Joukko A on (inkluusion suhteen) pienin suljettu joukko, joka sisaltas |
Joukon A :
(v} « A=A |
(vi)| o AUB=AUBjaAnBcCANE :

Todistukset: Luennolla/Vaisala 6.8.
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Reuna ja sulkeumna HI

Huom:

o Merkintd B(x, r) tarkoittaa avoimen kuulan B(x, r) sulkeumaa, mutta
se ei ole aina sama kuin suljettu kuula B(x, r). Aina patee

B(x,r) C B(x,r).
e Normiavaruudessa (X = koko avaruus) nama ovat aina samat ja

lisiksi @B(x,r) = dB(x,r) = S(x, r).
o Esimerkki:

X = (R?\ B(0,1)) U {0},

jolloin B(x, 1) siséltaa vain origon, mutta joukkoon B(x, 1} kuuluu
myds yksikkdympyran keha.
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