Jatkuviius

Seuraavassa (X, d) ja (Y, d") ovat metrisid avaruuksia,

Maaritelma 6.1

Funktio f X — Y on jatkuva (continuous) pisteessa a € X, jos jokaista
£ > 0 vastaa sellainen 4 > 0, etta

d'(f(x).f(a)) < £ aina, kun d(x, 3) < 4. (1)

Funktio f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessa a c X.

Huom: Ehto (1) voidaan muotoilla seuraavilla vaihtoehtoisilla tavoilla:
e xeXjad(x,a) <d=d(f(x),f(a) <e
e f[B(a,8)] C B(f(a),¢)
o B(a,8) c f1B(f(a),€)]
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Jatkuvuus <+ avoimet/suljetut joukat

Olkoon f: X —= Y kuvaus. Talloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavia: |

(1) f on jatkuva
(ii) Jokaisen avoimen joukon V C Y alkukuva f~[V] C X on avoin.
(i) Jokaisen suljetun joukon F C Y alkukuva £ ~*[F] € X on suljettu

Huom: Sen sijaan avoimen joukon U C X kuvajoukko f[U] C Y ei aina
ole avoin, eika suljetun joukon G C X kuvajoukko f[G] C Y aina suljettu,
vaikka f on jatkuva.

Esimerkiksi vakiofunktio kuvaa kaikki osajoukot yhden pisteen joukolle,
joka on suljettu (kaikissa metrisissa avaruuksissa).

Toisaalta jatkuvan funktion : ]0,1] — R2, f(x) = (x,x), arvojoukko ei
ole suljettu, vaikka sen maarittelyjoukko on suljettu, koska se on koko
avaruus X =10,1].
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@ Avaruuksien homeomorfisuus on ekvivalenssirelaatio, ts:
@ X~X
@ Xx2Y=Y=x=X
@ X=zYja¥YrmZ=XaZ

® Topologisessa mielessi homeomorfisia avaruuksia voidaan pitas
samoina. Metrisen avaruuden tapauksessa on luonnollisempaa vaatia

myés kvantitatiivisia metriikkaan liittyvia ehtoja, kuten mairitelmissa
6.6.

e Erds topologian keskeisistd ongelmista on selvitt33, mitka avaruudet

ovat keskendin homeomorfisia. Tama koskee erityisesti monistoja,
joiden maaritelma alla.
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Homeomaorfismi |l

Erdita kasitteitd (jotka esitetddn tassd metrisind avaruuksina, mutta
yleisemmat maaritelmat ovat yhtapitavia):

@ Metrinen avaruus X on kaari (arc), jos X ~ [0,1].

@ Metrinen avaruus S on Jordan-kdyrd (Jordan curve), jos se on
homeomorfinen tason yksikkdympyran (kehan) kanssa.

@ Olkoon n € N. Metrinen avaruus M on n-monisto, jos
(i) jokaisella pisteella x € M on {avoin) ymparisté U ~ B(D0,1) c R”.
(ii) On olemassa numeroituva osajoukko N C M, jolle N = M.
Luku n on moniston dimensio. Maaritelman ensimmainen ehto takaa sen,
ettd n-monisto ndyttai paikallisesti samantapaiselta kuin R7. Jalkimmainen
ehto on tekninen lisdvaatimus, joka estdd "kummalliset erikoistapaukset".

Voidaan osoittaa, ettd yhteniiset® 1-monistot ovat joko Jordan-kayri3 tai
= R, mutta tilanne muuttuu mielenkiintoisemmaksi, kun n > 2,

IMaaritelma 11.1
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