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Sisalto

Satunnaismuuttujien summa



Kahden satunnaismuuttujan summa

Kahden satunnaismuuttujan summa X + Y on satunnaismuuttuja,
jonka jakauma voidaan maarittdda X:n ja Y:n yhteisjakaumasta

fX,Y(ng):
fx+v(s ZfXYXS_X)
fx+y / fxyXS—X)d

Jos summan termit ovat stokastisesti riippumattomat:

fx+y fo fy S—X)

fx+y(s) = /OO fx(X)fy(S—X) dx.

—0o0



Kahden satunnaismuuttujan summa

Satunnaismuuttujat X7 ja X, ovat toisistaan riippumattomat
noudattavat lukujoukon {0,1,2,...} geometrista jakaumaa
parametrina a = 4/5 ja tiheysfunktiona

0.2
0.1
Fx) = (1—a)a". |‘III
0.0 IIIII...--- _______
0 5 10 1

5 20

Maaritd satunnaismuuttujan X; + Xo jakauma.



Kahden satunnaismuuttujan summa

Satunnaismuuttujan X; 4+ X3 arvojoukko on {0,1,2,...} ja
tiheysfunktio saadaan maaritettyd kaavasta

S

X+ (s Z f(x)f(s—x) = Z(l —a)a*(l—a)a>~

x=0
Summan jakauman tiheysfunktio on

0.2

Roel®) = Aol |||||||||II||||----.------



Sisalto

Summan keskihajonta



Mita suurten lukujen laki kertoo (ja mitd ei)?

Keskiarvo suuresta maarasta riippumattomia X:n tavoin
jakautuneita satunnaislukuja (odotusarvo 1, keskihajonta o)
on suurella todennékdisyydella likimain

1 n
i=1

Suurten lukujen laki ei kerro:
e Kuinka tarkka tdma approksimaatio on?

e Miten o vaikuttaa approksimaation tarkkuuteen?

Approksimaation tarkkuutta voidaan mitata laskemalla

SD (in,) = %SD <ZX,-> .
i=1 i=1

Tarvitaan laskukaava summan keskihajonnalle/varianssille.



Summan keskihajonta
Laske ox;y = SD(X + Y), kun tunnetaan odotusarvot ux =1 ja
py = 1 seka keskihajonnat ox =2 ja oy = 3.

Ratkaisu
Kovarianssin lineaarisuudesta

Var(X +Y) = Cov(X+ Y, X+Y)

Cov(X, X) 4 Cov(Y, X) + Cov(X, Y)+ Cov(Y,Y)
= Var(X) 4+ 2Cov(X, Y) + Var(Y),

joten

SD(X +Y) = /0% +2Cor(X, ) oxay +o%.

Summan keskihajontaa e/ voi laskea tuntematta korrelaatiota.

e Koska —1 < Cor(X, Y) < 1, saadaan yo. kaavasta estimaatit
lox —oy|] < SD(X+Y) < ox+oy,elil<oxiy <5.

e Jos X ja Y ovat riippumattomat, pitee Cor(X,Y) =0 ja

OX+y = \/O')2<+O'%/ = v13 = 3.6.



Summan keskihajonta: Yleinen tapaus

Fakta

Satunnaislukujen X1, ..., X, summan keskihajonta saadaan
kaavasta

SD (ZX;) = Za,? - ZZGiO’jPiJ,

i J#Ei
missa g = SD(X,) ja Pij = COI’(X,',)(j).

Jos X1, ..., X, ovat riippumattomia (p;; = 0) ja samoin
jakautuneita (u; = p ja o = o), niin

i=1



Summan keskihajonta: Todistus

Kovarianssin lineaarisuudesta

Var(ZX,-) - COV(Z:X,-7Z><,-)
= ZZCOV(X,,XJ-)

= Z <Cov Xi, Xi) +ZCOV X:»X)>

J#i

- Z Var(X;) + > > Cov(X;, X;)

i j#i

= ZJ +Zzalgjplja
i j#i
joten

SD(ZX;) _ W _ ¢za +Z;m,p,,.



Summan keskihajonta: Riippumattomat termit

Fakta

Riippumattomien satunnaislukujen Xy, ..., X, summan
keskihajonta saadaan kaavasta

SD(Zn:X,-) —

kun o;j = o kaikillai=1,...,n.

Todistus.
Tulos seuraa suoraan summan keskihajonnan kaavasta, silla

pij = Cor(X;, Yj) = 0 kaikilla i # j, kun X, ..., X, ovat toisistaan
stokastisesti riippumattomat. []



Summan odotusarvo ja keskihajonta: Yhteenveto

Satunnaislukujen Xi,..., X, summan odotusarvo ja keskihajonta,
kun i = E(X,), g = SD(X,) ja Pij = COI’(X,‘,)(j)Z

Summan termit E(>; Xi) SD(>_; Xi)

Yleiset > Hi \/Z, oF + 3 > j£i Oi0jPij

Riippumattomat > i N

Riippumattomat ja
o n o\/n
samoin jakautuneet K vn




Esim. Noppapeli

Pelataan n kierrosta noppapelia. Laske kertyneen tuoton
S, = X1+ -+ X, odotusarvo ja keskihajonta, n = 10, 100, 1000.
Yhden kierroksen tuoton odotusarvo on ;1 = 3.5 ja keskihajonta

o= JEOR) -2 = \JH(12 4 +62) - (3572 ~ 17.

Riippumattomat kierrokset = E(S,) = un ja SD(S,) = o+/n.

A

E(Sy0) = 35 E(S100) = 350 E(S1000) = 3500
SD(Slo) ~b.4 SD(Sloo) ~ 17 SD(SIOOO) ~ b4




Esim. Noppapeli

o
g —
o
% —
100 kierroksen tuotto on
odotusarvoltaan °
© % 100 = 350 ja & 7]
keskihajonnaltaan
o X /100 =~ 17 g |
—
o

I T T T T I
0 20 40 60 80 100
Chebyshevin epayhtilo: P(S190 = 350 4 34) > 75%
Noppapelin 100 pelikierroksen tuotto on siis melko todennikéisesti
(tn > 75%) valilla 316-384 EUR.



Esimerkki: Lentoyhtio

300 lentolippua myydaan lennolle, jossa on 290 matkustajapaikkaa.
Arviolta 5% lipun ostaneista ja3 saapumatta lennolle, toisistaan
riippumattomasti. Milla tn kaikki saapujat mahtuvat lennolle?

Lennolle saapuvien lukumaara on N = Xj + - - - + X3p9, Missa

X = 1, jos lentolipun /i ostaja saapuu lennolle,
' 0, muuten.

Koska Ux = E(X,) =0.95 ja agx = SD(X,) = \//Lx(]_ — ,UX) ~ 022,
saadaan puy = pux x 300 =285 ja oy = ox x V300 =~ 3.8.

Chebyshevin epayhtilo

P(N € [280,290]) ~ P(N = py +1.320y) > 1 ~ 42.6%.

1322

takaa, ett3 kaikki mahtuvat lennolle vahintidn tn:ll3 42.6%.
(Tam3 kuulostaa pessimistiselt3 arviolta?)



Lentoyhtio: Tarkka jakauma

Millainen on lennolle saapuvien lukumaaran N tarkka jakauma?
N =Xy + -+ Xz00
Satunnaismuuttujan N arvojoukko on {0,1,2,...,300}.

P(N =0) = (1-0.95)3%%° < 0.13° = 1073%

P(N = k) = (320) (1 — 0.95)300—k0.95k

e N noudattaa binomijakaumaa parametrein n = 300 ja p = 0.95.

e Pienet N:n arvot ovat (yli)tihtitieteellisen epatodennikaisid

o R:ll3 saadaan tarkka arvo
P(N < 290) = pbinom(290,300,0.95) =~ 93.5% ja
P(N € [280,290]) =
pbinom(290,300,0.95) - pbinom(279,300,0.95) = 85.7%.



Lentoyhtio: Simuloitu jakauma

Simuloidaan N:n tavoin Bin(300,0.95)-jakautuneita
satunnaislukuja 10000 kappaletta ja piirretdan histogrammi.

250 260 270 280 290 300



100 noppaa vs. 300 lentolippua

Nopanheittojen summan ja saapuvien lentomatkustajien
lukumaaran jakaumat ovat likimain samanmuotoiset:

M

l T T T T T T 1
280 300 320 340 360 380 400 420

100 riippumattoman
nopanheiton summa

Tam3 ei ole sattumaal

M

l T T T T T 1
270 275 280 285 290 295 300

300 riippumattoman
indikaattorimuuttujan summa



Sisalto

Normaaliapproksimaatio



Normaaliapproksimaatio

Fakta (Keskeinen raja-arvolause)

Jos Xi,..., X, ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita
satunnaislukuja odotusarvona p ja keskihajontana o, niin

27:1Xf—un ,(\1, 7
oy/n

noudattaa suurilla n likimain normitettua normaalijakaumaa
tiheysfunktiona

1 2
f(t) = ——e /2
(t) e
Huom

Tama on universaali luonnonlaki, silld Xj:n jakauman luonteesta
(diskreetti/jatkuva, symmetrinen/vino) ei tarvitse olettaa mitaan.

de Moivre 1733, Laplace 1812, Lyapunov 1911, Lindeberg 1922, Turing 1934



Normaalijakauma

Satunnaisluku Z noudattaa normaalijakaumaa odotusarvona p ja
keskihajontana o, jos silld on tiheysfunktio

1 _(t=p)?
f(t) = e 202 = dnorm(x, mu, sigma)
V2mo?
f(x) D(x)

Normitetun normaalijakauman (u = 0 ja 0 = 1) kertymafunktio on

21 2
d(z) = / ——=e 2 dt = pnorm(z)

oo V2T



Normaalijakauman normittaminen

Fakta

Jos X on normaalijakautunut odotusarvona px ja
keskihajontana ox, niin talléin myés Y = a+ bX on
normaalijakautunut odotusarvona

ny = E(a+bX) = a+bIE(X) = a+b,ux
ja keskihajontana

oy = SD(a+bX) = |b|SD(X) = |blox

Seuraus
Normitettu satunnaisluku Z = Xgi noudattaa normitettua
normaalijakaumaa (uz =0 ja oz = 1).



Esimerkki: Alykkyysosamaara

Yhdeksasluokkalaisten dlykkyysosaméaara noudattaa likimain
normaalijakaumaa (¢ = 100, o = 15). Milla tn satunnaisesti
valitun yhdeksasluokkalaisen dlykkyysosamaara on

(a) yli 1307
(b) valills 85-115?
P(X > 130)

X —pu _ 130 —100
P >
( o 15 )

P(Z>2) = P(Z<-2) ~ 2.3%.

P(85 < X < 115) = P<85_1OO<X—M<115—100>

15 o = 15
=P(-1<Z2<1)
=1-P(Z>1)-P(Z<-1)

= 1-2P(Z<-1) ~ 68%.

R: pnorm(-2); 1-2*pnorm(-1)



Esimerkki: Alykkyysosamaara

Odotusarvo 1 = 100, keskihajonta o = 15

40 55 70 85 100 115 130 145 160



Esimerkki: Noppapeli
Milla tn 100 pelikierrokselta kertynyt tuotto on

(a) valills 316-3847
(b) yli 500 EUR?

280 300 320 340 360 380 400 420

Yhden kierroksen tuoton odotusarvo ux = 3.5 ja keskihajonta ox ~ 1.7.
Normaaliapproksimaatio:

S100 — 350 S100 — 100ux  d

17 vV IOOUX
P (_2 < M < 2)
17

~ P(—2<Z7<2) = 1-2P(Z<-2) ~ 95.4%.

P (5100 — 350

P(316 < S < 384)

P(S100 > 500) 17

P(Z >8.82) = P(Z< -8.82) ~ 6x107%°.

> 8.82)

Q



Esimerkki: Lentoyhtio

Milld tn kaikki lipun ostaneet mahtuvat
lennolle? (Myyty 300 lippua, lennolla 290
paikkaa.)

Lennolle saapuvien lukumaarda N = Xj + - -+ 4+ Xjgo. Indikaattorin X;
odotusarvo pux = 0.95 ja keskihajonta ox = 0.22.
Normaaliapproksimaatio:

N — 285 N —300ux d 7

377 /3000
N — 285
P(N < 290) = P(N < 290.5) = ( 57 <1 46)
~ P(Z <1.46)

= 1-P(Z<-1.46) ~ 92.8%.

(Tarkka tn: pbinom(290,300,0.95) = 93.5%)



Seuraavalla kerralla puhutaan empiiristd jakaumista . . .
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