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Esim. Kahviautomaatti

Haluttiin selvittda, kuinka paljon kahviautomaatti keskimaarin
laskee kuppiin kahvia. Toimintaa testattiin valuttamalla
automaatista 25 kupillista ja mittamalla kahvin maarat kupeissa.

Mittauksessa havaittiin arvot (cl):
X = (10.17,11.23,9.59, 8.94, 10.14, 9.66, 10.22,9.59, 11.11, 9.94,9.76, 9.92, 10.43,
10.05, 9.19, 10, 10.38, 10.02, 10.37,9.93,9.97, 10.24, 10.5, 9.38, 9.98)

Mittausdatan keskiarvo on m(x) = 10.03.

Onko kahviautomaatin valuttamien kahvim&arien todellinen keskiarvo p
lhelld lukua 10.037



Sisalto

Dataldhteen stokastinen malli



Datalahteen stokastinen malli

Havaittu data
Dataldhteestd on havaittu arvot xi, ..., x,. Halutaan paatelld
(=arvata) tutkittavan suureen (tuntematon) jakauma f(x).

Stokastinen malli

Tilastokokeen tulosta (ennen mittausten tekemistd) mallinnetaan
satunnaismuuttujilla X1, ..., X, jotka ovat toisistaan
riippumattomat ja noudattavat (tuntematonta tai oletettua)
jakaumaa f(x).

Stokastinen malli on tarkka, kun:
e Havaitut alkiot on valittu tasaisen satunnaisesti ja
riippumattomasti.
e Havaittujen alkioiden lukumaara on pieni suhteessa
populaation kokoon.



Pienet ja isot kirjaimet

Datajoukko X = (x1,...,Xn)
e Koostuu mittaamalla havaituista luvuista
e Maarittdmiseen ei tarvita mitdan matemaattista mallia

e Esim. (x1,x2,x3) = (10.17,11.23,9.59), kahviautomaatin
kolme ensimmaistd mittausta

—

Stokastinen malli X = (X1,..., Xy)

e Koostuu satunnaismuuttujista ja perustuu valittuun
matemaattiseen malliin, jolla pyritdan ennakoimaan
dataldhteen tuottamia arvoja

e Mairittamiseen ei tarvita lainkaan mittausdataa

e Esim. (X1, X2, X3) ovat toisistaan riippumattomia
normaalijakautuneita satunnaismuuttujia odotusarvona u ja
keskihajontana o



Datalahteen stokastisen mallin soveltaminen

Ongelma

Otantatutkimuksessa on havaittu arvot (xi,...,x,).
Miten voidaan havainnoista paatellad tutkittavan suureen
(tuntematon) jakauma koko populaatiossa?

Ratkaisu
Tehd&an arvaus, ettd jakauma on f(x).

Jos arvaus on (likimain) oikea, niin otannan tulosta voidaan
mallintaa satunnaismuuttujilla (Xi, ..., X,), jotka ovat toisistaan
riippumattomat ja noudattavat (likimain) jakaumaa f(x).

Stokastiikan menetelmilld johdetaan tn, ettd (Xi,..., X,) saa
(likimain) arvon (x1,...,Xp).

Jos saatu tn & 0, hylatdan arvaus todennakdisin syin.



Datajoukon ja stokastisen mallin tunnusluvut

Stokastiikan menetelmilld johdetaan tn, ettd (Xi,..., X,) saa
(likimain) arvon (xi,. .., Xs).
e Lasketaan tunnusluku g(xi, ..., x,) datasta
e Tutkitaan, milld tn:lld satunnaisluku g(Xi, ..., X,) on likimain
g(x1,...,xn)

Tunnusluku on funktio g : R” — R.
(Idea: “sdanto, jolla n havainnon aineistosta lasketaan yksi luku")

Esim

o Keskiarvo m(x) = 137 x;

“n

e Varianssi var(x) = Yo (xi— m(;())2

“n

o Keskihajonta sd(x) = /var(x)



Stokastisen mallin keskiarvo

Hypoteettista jakaumaa f(x) odotusarvona p ja keskihajontana o
noudattavan dataldhteen stokastisen mallin X = (Xi,..., Xp)

keskiarvo m(X) = 1571 1 X; on satunnaisluku:

Elm(X)] = E |13 X| = ~SBX] = 2> u = n
= i=1 i=1

_ 1 1 1 1 o
SD[m(X)] = SD |=) Xi| = ~SD = —ovn = NG

n
2%
i=1




Datajoukon ja stokastisen mallin keskiarvot

Havaittu datajoukko Stokastinen malli
>’<’:(x17...,x,,) X:(Xh...,Xn)
1o 1 ¢
X = — i X = XI
m(x) = ;X m(X) = — ;
2(m(%)) = m(%) E(m(X)) = / X F(x)dx = 1

YIla 1 ja o ovat hypoteettisen jakauman f(x) odotusarvo ja
keskihajonta (jotka lasketaan matemaattisesti, datasta
riippumatta).

Stokastisen mallin keskiarvo m()_() on satunnaisluku, jonka
odotusarvo on p ja keskihajonta o/+/n.



Yleisen stokastisen mallin keskiarvo

Stokastinen malli: X, ..., X, riippumattomia satunnaislukuja
odotusarvona 1 ja keskihajontana o

Satunnaismuuttujan m(X) = 1377 | X; odotusarvo on

1o 1 : 1@
anX, “E ZX, nZIE[X,] M
i=1 i=1 i=1
ja keskihajonta
1o 1 u 1
SD ;Zx,- = —SD dYoXi| = - = o/v/n.
i=1 i=1

Normitetun virheen odotusarvo ja keskihajonta ovat



Sisalto

Normaalimallin odotusarvon luottamusvali



Esim. Kahviautomaatti

Kahviautomaatin on tarkoitus laskea jokaiseen kuppiin keskim&arin
10.0 cl kahvia. Kahviautomaatin toimintaa testattiin valuttamalla
automaatista 25 kupillista ja mittamalla kahvin maarat kupeissa.

Mittauksessa havaittiin arvot (cl):
X = (10.17,11.23,9.59, 8.94,10.14,9.66, 10.22,9.59, 11.11, 9.94,9.76, 9.92, 10.43,
10.05,9.19, 10, 10.38, 10.02, 10.37,9.93, 9.97, 10.24, 10.5, 9.38,9.98)

Mittausdatan keskiarvo on m(x) = 10.03. M&arita havaitun datan
pohjalta luottamusvali todelliselle p:n arvolle.



Normaalimallin odotusarvoparametrin piste-estimaatti

% = (10.17,11.23,9.59,8.94, 10.14,9.66, 10.22, 9.59, 11.11,9.94,9.76,9.92, 10.43,
10.05,9.19, 10, 10.38, 10.02, 10.37,9.93,9.97, 10.24, 10.5, 9.38, 9.98)

Dataldhteen stokastinen malli: Xi, ..., Xa5 riippumattomia ja
normaalijakautuneita odotusarvona (i ja keskihajontana o = 0.5

Tehtédva: Estimoi normaalimallin parametri p

Uskottavuusfunktio

n 1 _ g=w)?
(X1, ooy Xn | 0y0) = Hﬁe 202

i=1

== Parametrin p suurimman uskottavuuden estimaatti on
1 n
m(x) = - ;x,- = 10.03
=

Kuinka tarkka tdmé estimaatti on?
Milld tn dataldhteen tuottamia arvoja mallintavasta satunnaisvektorista

—

laskettu keskiarvo m(X) on lahelld parametria pu?



Normaalimallin keskiarvo

Normaalimalli: Xy, ..., X, riippumattomia ja normaalijakautuneita
satunnaislukuja odotusarvona p ja keskihajontana o

Normitetun virheen .
m(X) — p
a//n
odotusarvo on 0 ja keskihajonta 1.

Koska

® riippumattomien normaalijakautuneiden summa on
normaalijakautunut,

e normaalijakautuneen satunnaismuuttujan siirretty ja skaalattu versio
on normaalijakautunut,

noudattaa normitettu virhe normitettua normaalijakaumaa.



Normaalimallin valiestimaatti

% = (10.17,11.23,9.59,8.94,10.14,9.66, 10.22, 9.59, 11.11, 9.94,9.76,9.92, 10.43,
10.05,9.19, 10, 10.38, 10.02, 10.37,9.93,9.97, 10.24, 10.5,9.38, 9.98)

Dataldhteen stokastinen malli: X3, ..., Xo5 riippumattomia ja
normaalijakautuneita odotusarvona 1 ja keskihajontana o = 0.5

0.2
~0.5/V25

m(X) — p
o/v/n

Melko suurella todennikdisyydelld (tn = 95%) siis patee

P(|m(X)—p| <0.2) = IP’( ) = P(|Z] <2) ~ 95%.

e [m(X)—0.2,m(X)+0.2]

Havaitusta datajoukosta X laskettu
e parametrin 4 piste-estimaatti on m(X) = 10.03
e parametrin u véliestimaatti on m(x) 0.2 = [9.83,10.23]

Voidaanko p3itelld, ettd vali [9.83,10.23] peittdd p:n 95% tn:l1537
Ei voida.



Valiestimaatin tulkinta
% = (10.17,11.23,9.59, 8.94,10.14,9.66, 10.22,9.59, 11.11,9.94,9.76,9.92, 10.43,
10.05,9.19, 10, 10.38,10.02,10.37,9.93,9.97, 10.24, 10.5, 9.38,9.98)
Lukuvali
m(%) + 0.2 = [9.83,10.23]

on parametrin y valiestimaatti luottamustasolla 95%

Normaalimallin viliestimaatti m(X) £ 0.2 auttaa ennakoimaan, milld tn
dataldhteen tuottamista arvoista laskettava valiestimaatti peittdd pu:n:

P(p € [m(X) —0.2,m(X) +0.2]) = 95%.
Jo havaitusta datasta lasketun viliestimaatin [9.83,10.23]
todennakaisyyksistd ei normaalimalli kerro mitdan.

Henkild, joka laskee paljon estimaatteja yo. dataldhteestd kayttden
kaavaa x — m(x) £ 0.2:

o Tietds, ettd 95% lasketuista estimaateista peittd3 tuntemattoman
parametrin p (mutta ei tiedd, mitkd niistd)

o Tietds, ettd 5% lasketuista estimaateista ei peitd p:ta (mutta ei
tiedd, mitka niista)



Viliestimaatteja normaalimallista (1 = 10,0 = 0.5)

9.5 10.0 10.5



Normaalimallin 99% luottamusvali (tunnettu o)

Dataldhteen normaalimalli:
X1, Xo, ... riippumattomia ja normaalijakautuneita odotusarvona
1 (tuntematon) ja keskihajontana o (tunnettu)
Luottamusvalin maarittdminen:
1. Lasketaan havaitusta datasta keskiarvo m(¥) = 1 "7 x;

n

2. Mdaritetdan luku z > 0, jolle P(|Z] < z) =1—2¢(—z) = 0.99
= z=-0"1(1=092)~ 258

3. Asetetaan parametrin p luottamusviliksi m(x) + z 7

Tarkastetaan, etta viliestimaatin luottamustaso on 99%.

Datalshteen tuottamalle satunnaisvektorille X = (X1, .., X,)
> o m(X) —
—ul<z—) = —~ 7 i< = < = 999
P(|m(X) ,u|_z\/ﬁ) IP’( N _z) P(|Z] < 2) 99%




Normaalimallin odotusarvon estimointi: Yhteenveto

Dataldhteen normaalimalli:
X1, X2, ... riippumattomia ja normaalijakautuneita odotusarvona
it (tuntematon) ja keskihajontana o (tunnettu)

Parametrin p suurimman uskottavuuden piste-estimaatti on m(x)
Parametrin p viliestimaatti on m(x) + z %

e 95% luottamustaso, kun z = —®~1(1=3-9) ~ 1.96
* 99% luottamustaso, kun z = —~1(1=3-9) ~ 2 58
Esim. Kun n = 25, 0 = 0.5, saadaan viliestimaateiksi:

m(X) £ 75 = m(x) £ 0.196 (95% luottamustasolla)

m(x) + 75 = m(x) £ 0.258 (99% luottamustasolla)

Kaytdnnon ongelmia:
e Mitd jos o ei ole ennalta tunnettu?

e Mitd jos dataldhde ei noudata normaalimallia?



Normaalimallin odotusarvon estimointi: ¢ tuntematon

Dataldhteen normaalimalli:
X1, Xz, ... riippumattomia ja normaalijakautuneita odotusarvona
it (tuntematon) ja keskihajontana o (tuntematon)

Asetetaan luottamusvaliksi m(x) £ z Sd(n), missa sd(X) on havaitun

datajoukon keskihajonta.
Datalihteen tuottamalle satunnaisvektorille X = (Xq,...,X,)

P(m(x)—ulﬁzs?}?) = P( ) =7

/_; ei noudata normitettua normaalijakaumaa
n

m(X) —
sd(X)/v/n| ~

r\
X
=

. m
Ongelma: a(
Ratkaisu:

Rl

e Jos dataa on paljon (n iso), likimain normitettu normaalijakauma

e Jos dataa on vihan, korvataan sd(X) otoskeskihajonnalla sds(x) ja

lasketaan z = Ft_n 1 (2239) t-jakaumasta




Sisalto

Yleisen mallin odotusarvon luottamusvali



Yleisen stokastisen mallin odotusarvon estimointi

Yleinen stokastinen malli:

X1, Xa, ... riippumattomia odotusarvona p (tuntematon), jakauma
yleinen

Parametrin p piste-estimaatti on m(X) (ei valttdmattd suurimman
uskottavuuden estimaatti, mutta harhaton)

Likiarvoisen luottamusvalin maarittdminen:
1. Lasketaan havaitusta datasta keskiarvo m(x) ja keskihajonta sd(x)

2. Mééritetdan luku z > 0, jolle P(|Z] < z) =1 —2d(—z) = 0.99
= z=-0"1(1=39)~ 258
sd(X)

3. Asetetaan parametrin p luottamusvaliksi m(x) + z NG

Suurille datajoukoille (n iso) patee sd(X) ~ o ja

IP’(|m()?)—M < ZS%)) ~ P(

m(X) — p
a/v/n

IN

z) ~ P(|Z] <z) = 99%.



Sisalto

Binaarimallin parametrin estimointi



Datalahteen binaarimalli

Dataldhteen binaarimalli:
X1, X2, ... riippumattomia ja {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja
odotusarvona p (tuntematon)

Parametri p maarittdd X;:n jakauman:
E(X,) = 0x P(X,' = 0) +1x ]P)(X,' = 1) = [P(X,' = 1),

joten Xj:n jakauma on

1_p7 k:07
f(klp) = {p k=1,
0, muuten.

Tama on Bernoulli-jakauma parametrina p.



Esimerkki: Mielipidemittaus

Usan danioikeutetuista valittiin satunnaisotannalla n = 2000
henkiléa ja heiltd kysyttiin, aikovatko danestda Trumpia
presidentiksi (0=Ei, 1=Kyll3).

Mittaustulos X = (X1, .., X2000) noudattaa likimain binaarimallia
odotusarvoparametrina p, missa

P = E(X,) = P(X,‘Zl)
on Trumpin (tuntematon) kannatus koko populaatiossa.

Tehtiva: Mairita piste-estimaatti ja 95% luottamusvali
kannatusosuudelle p.

Edellinen luento: Suurimman uskottavuuden piste-estimaatti
p = P(X) on ykkosten suhteellinen osuus havaitussa datajoukossa.



Binaarimallin valiestimaatin maarittaminen

Dataldhteen binaarimalli:
X1, X2, ... riippumattomia ja {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja
odotusarvona p (tuntematon)

Koska p = E(X;), on tam3 erikoistapaus odotusarvoparametrin
valiestimoinnista:
1. Lasketaan havaitusta datasta keskiarvo m(x) ja keskihajonta
sd(X)
2. Maaritetaan luku z > 0, jolle
P(|Z]| <z)=1-2®(—z) =0.95
= 7= _¢*1(¢2-95) ~ 1.96
sd(X)

3. Asetetaan parametrin p luottamusvaliksi m(x) + z=—= NG

K&ytannon ongelma:

e Yleensi tarkan datajoukon X = (xi, ..., X,) sijaan tiedetdin
vain datajoukon koko n ja ykkosten suhteellinen osuus p



Binaarimallin valiestimaatin maarittaminen

Parametrin p luottamusvili on

sd(X
m(X) + z (X)
Vn
Miten maaritetdan luottamusvali, jos tunnetaan vain n ja p = p(X)?
Binaariarvoiselle datajoukolle
. S ix =1 N
Keskiarvo m(X) = = Zx, = =1 p
s a2
= P—P

1 n
var(X) = — E (xi—p

n

i=1

Varianssi

Keskihajonta sd(X)

Luottamusvdlion p+£z NG
n



Binaarimallin valiestimaatti — Yhteenveto

Datalahteen binaarimalli:
X1, X2, ... riippumattomia ja {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja

odotusarvona p (tuntematon)

Likiarvoisen luottamusvélin (n suuri) maarittaminen:
1. Lasketaan havaitusta datasta ykkosten suhteellinen osuus
b= B(x)
2. Maaritetdaan luku z > 0, jolle
P(|Z| <z)=1-2d(—z) =0.95
== z= —¢_1(%) ~ 1.96

. arel A p(1—p
3. Asetetaan parametrin p luottamusvaliksi piz%



Binaarimallin konservatiivinen valiestimaatti

Dataldhteen binaarimalli:
X1, Xa, ... riippumattomia ja {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja
odotusarvona p (tuntematon)

Joskus halutaan paatelld luottamusvilin leveys ennen tilastokokeen
tekemista.
Konservatiivinen viliestimaatti saadaan korvaamalla /(1 — p) luvulla

1 1
5(1—p) = 1/=(1—=) = 0.5.
Jmax, p(1—p) 2( 2)

Konservatiivisen likiarvoisen luottamusvalin (n suuri) maarittdminen:
1. Lasketaan havaitusta datasta ykkosten suhteellinen osuus p

2. Mééritetdan luku z > 0, jolle P(|Z] < z) =1 —2d(—z) = 0.95
= z=-0"1(1=3%5)~ 1096

3. Asetetaan p:n luottamusviliksi p 4= z2

Sla



Binaarimallin konservatiivinen valiestimaatti

Dataldhteen binaarimalli:
X1, Xa, ... riippumattomia ja {0, 1}-arvoisia satunnaislukuja

odotusarvona p (tuntematon)

Parametrin p konservatiivinen likiarvoinen luottamusvali on

pEtz——.

Jn

e 95% luottamustaso, kun z = —®~}(

e 99% luottamustaso, kun z = —®~}( 2



Mielipidemittauksen virhemarginaali

Helsingin Sanomat kertoi 2. 1. 2008 teettimastdan
haastattelututkimuksesta, jonka mukaan 78 prosenttia
padkaupunkiseudun 18 vuotta tayttineistd asukkaista on sita
mielts, ettd roskaamisesta tulisi voida sakottaa. Vastaajia oli
1 000, ja virhemarginaaliksi ilmoitettiin 3 prosenttiyksikkéd

suuntaansa Se merkitsee, etta 95—preseﬁhﬁ%edeﬁﬁakefsyyde#a

kansalaisista- [Tiede 3/2008]

Vairin. Parametrin p (roskaamisen sakottamisen kannattajat)
konservatiivinen likiarvoinen viliestimaatti 95% luottamustasolla on

0.5
A(X) £1.96——— = 0.78 + 0.03.

+/1000

Oikea tulkinta: Jos kysely toistettaisiin uudelle satunnaisotokselle X, niin
95% tn:1l3 vali p(X) £ 0.03 peittéisi tuntemattoman parametrin p.

http://www.tiede.fi/artikkeli/kysy/mika_on_virhemarginaali


http://www.tiede.fi/artikkeli/kysy/mika_on_virhemarginaali

Mielipidemittauksen virhemarginaali

Virhemarginaali tarkoittaa satunnaisvaihtelusta syntyvaa
epdvarmuustekijaa tuloksissa, kun kdytetdan otostutkimuksia.
Mielipidetutkimuksissa ilmoitetaan esimerkiksi, etta 95 %:n
virhemarginaali 1000 hengen kyselyssd on +3 %. Tama
tarkoittaa sitd, ettd jos poimisimme suuren joukon samanlaisia
otoksia, 95 otoksessa 100:sta otoksesta laskettu arvo on naiden
marginaalien rajoissa ja vain 5 % otoksista niiden ulkopuolella.
[Tilastokeskus]

Selvd? Parametrin p konservatiivinen likiarvoinen viliestimaatti 95%
luottamustasolla on

o 0.5 o
p(X) £1.96—— =~ p(x) £ 0.03.
1000
Selkedmpi tulkinta: Jos poimisimme suuren joukon samanlaisia otoksia,
otoksesta laskettu luottamusvali sisaltdisi tuntemattoman parametrin
arvon 95 otoksessa 100:sta.

http://www.stat.fi/meta/kas/virhemarginaali.html


http://www.stat.fi/meta/kas/virhemarginaali.html

Mielipidemittauksen virhemarginaali: Yhteenveto

Mielipidemittauksen virhemarginaali tarkoittaa dataldhteen binaarimallin
tuntemattoman parametrin p (kannattajien osuus) viliestimaattia
valitulla luottamustasolla.

e Yleensd unohdetaan mainita, mitd luottamustasoa on kaytetty
(yleens3 95%).
e Koskaan ei kerrota, mitd kaavaa on kaytetty.

e Suurin osa kansantajuisista virhemarginaalin maarittelyista on
virheellisid tai epadselvia.

0.5

Konservatiivisen likiarvoisen 95% luottamustason p(x) £ 1.96 x =2

madrittamiseen riittaa tietda n:
e n=1000 = p(X)£3%
e n=2000 = pH(X)£2%
e n=9000 = pH(X)£1%

S



Ensi viikolla puhutaan bayesldisesta tilastollisesta paattelysta. ..
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