Tuleavaruus |

@ Tuloavaruuden projektiot mairitellidn kaavoilla

pry @ X XY= X, pri(x,y) =x
pr @ X XY Y, pro(x,y) =y.

¢ Projektiot ovat jatkuvia, jos tuloavaruuden metriikka liittyy
"jarkevalia" tavalla alkuperdisiin metriikoihin kuten d ja e. Syy:
Projektiot ovat 1-Lipschitz-jatkuvia niiden metriikkojen suhteen.

e Funktion f: Z — X x Y koordinaattifunktiot ovat f; = pr; o f ja
h=pryof.
® Yhdistettyjen funktioiden jatkuvuutta koskevasta lauseesta seuraa:

Funktio f: Z — X x Y on jatkuva < molemmat (yleisemmin: kaikki)
koordinaattifunktiot ovat jatkuvia.
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Metrisen avarduden jonot

Jonon kasite liittyy keskeisesti kurssin loppuosan kahteen tarkesan
kisitteeseen: tiydellisyyteen ja kompaktiuteen: -

e Metrisen avaruuden (X. d) jono on funktio x: N — X Yleensa |

merkitaan x{n) = x,, kun n € N, ja i

x = {xp) = (Xn)en = (31,20, ...}

e Jono (x,) suppenee (converges) kohti raja-arvoa (limit) a € X, jos
Jokaista ¢ > 0 vastaa sellainen n. = N, etta

d(xp.3) < ana, kun n > n..

Merkitaan

lim x,=a tai xp— a.
n—2 Z L

Hoam:  x[NY = { 2o men) € X o o agin buinn (1),
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Jonejen aminaistiuksia

Lause 7.2

e Suppeneva jono (xp) on rajoitettu, ts. on olemassa sellaiset b € X _;a '
r> 0, ettd x, € B(b, 1) kaikiflan e N ;g

e QOlkoon A C X ja a< X Talloin |
ac A& 3 joukon A jono (a,), jolle a, — a. :

® Seuraus Joukko A < X on suljettu = A sisaltaa kaikkien X 'ssa |
suppenevien jonojensa raja-arvot. f

Huom: Metrisen avaruuden jonoilla ei ole reaalilukujonojen tapaisia
laskusaantdja 2.3, paitsi silloin, kun tarvittavat laskutoimitukset on
maaritelty. Esimerkiksi normiavaruuden tapauksessa summaa ja vakiolia
kertomista koskevat laskusaannét ovat voimassa.
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Jonot ++ jatkuviius

Ofkoon f: X = Y ja a € X Talldin seuraavat ehdot ovat vhtapitavia: !
@ Funktio f on jatkuva pisteessa a. §

® Aina kun avaruvden X jono (x,) suppenee kohti pistett a, niin jono
(f(xn)) suppenee kohti pistetta f(a) € Y. i

Jatkuvuus tarkoittaa siis kaavaa
i, 7Cx) = (i )

suppeneville jonoille (x,).
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Jonot tuloavarilidessa

Olkoon Z = X x Y metristen avaruuksien X ja Y tuloavaruus. Jos (z,) on
avaruuden Z jono, niin z, = (Xp, ¥n), joten sita vastaa 1-kisitteisell3
tavalla avaruuksien X ja Y jonot (x,) ja (va)-

Lause 7.4

Jono (z,) suppenee < jonot (x,) ja (ya) suppenevat. Talléin patee

lim z, = ( lim x,. lim
nra (ﬂ—:‘co ""n—mc.y")

Oletuksena on jélleen se, ettd tuloavaruuden metriikka litttyy "jarkevall3"
tavalla avaruuksien X ja Y metriikoihin.

Vastaava tulos on voimassa myés silloin, kun tulon tekijéitd on enemman
kuin kaksi.
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Rajafunktio

“Olkoon fa: [0.1] = R, fu(x) = x", kun x € [0,1] ja n = N. Maarita jonon |
(f2) rajafunktlo f ja tutki, onko suppeneminen tasaista |

| Csimerk] &4

Olkoon £, [0.1/2] = R, f(x) =x", kun x € [0.1/2] ja n € N. Maarita
jonon (f2) raJafunktlo f ja tutki, onko suppenemmen tasalsta {

Esimerkki 85

nx, 0<x<1/n
Olkoon f,: [0.1] = R, fa(x) = 2 —nx, 1/n<x £ 2/n,
0, muuten.

Maarita jonon (f,) rajafunktio f ja tutki, onko suppeneminen tasaista.

Ratkaisut: Luennolla/monisteessa.
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Rajafunktio

Olkoon f [0 1] — R, fo(x} = x", kun x € [0,1] ja n = N. Maarita jonon i
(f) raJafunktlo f Ja tutk: onko suppenemlnen tasalsta

Esimerkk) 84
Olkoon f,: [0.1/2] =+ R, f(x) = x", kun x € [0,1/2] ja n & N. Maarita
jonon (f ) raja’tunktlo f jB tutkl onko suppeneminen tasalsta
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nx, 0<x <1/n,
Olkoon f,: [0,1] = R, fo{x) = $2—nx, 1/n<x<2/n,
0, muuten.

Maarlta jonon (f;) rajafunktio f ja tutki, onko suppeneminen tasaista |

Ratkaisut: Luennolla/monisteessa.
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Tasaisen suppenemisen ominaisuuksia

Olkoon (f,) jono jatkuvia funktioita f,: (X, d) — (Y, d"), joka suppenee |
tasaisesti joukossa X kohti funktiota f- X — Y Talloin funktio f on
Jatkuva.

Olkoon (f,) jono Riemann-integroituvia funktioita f,: [a. b] —+ R, joka
suppenee tasaisesti valilla [a, b] kohti Riemann-integroituvaa funktiota
f: [a,b] — R Talfoin

h b
lim_ /a £(x) dx = /a F(x) dx,

Huom: Rajafunktion f integroituvuus seuraa automaattisesti, jos funktiot
f, ovat jatkuvia (edellinen lause) tai kasvavia (tai vahenevia).
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