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Matriisihajotelmat

Laskentaongelmissa kasiteltavat matriisit ovat tyypillisesti valtavia.
Jotta laskut menisivat |api edes jossain maarin jarjellisessa ajassa,
kaytetaan hyvaksi mm. matriisihajotelmia.

Ideana niissa on purkaa matriisi useamman, yksinkertaisemman
matriisin tuloksi.

Matriisihajotelmia on koko joukko, ne soveltuvat eri
kayttotarkoituksiin ja erityyppisille matriiseille.

Talla kurssilla tarkastelemme varsinaisesti naista kahta:
diagonalisointia ja singulaariarvohajotelmaa (SVD). Lisaksi
harjoituksessa 4 esiintyi LU-hajotelma.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

R™" neliomatriisi A, joilla on n riippumatonta ominaisvektoria,
voidaan diagonalisoida. Tama tarkoittaa, ettd matriisi A € R"*"
voidaan kirjoittaa muodossa

A=SAS7L,

missa matriisin S sarakkeet ovat matriisin A ominaisvektorit, ja
matriisi A on diagonaalimatriisi, jossa kussakin sarakkeessa on
matriisissa S samassa sarakkeessa olevaan ominaisvektoriin liittyva
ominaisarvo.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

Esimerkki 1

Aiemmin laskimme matriisille

-(31)

ominaisarvot ja -vektorit, ja saimme ominaisarvoa —1 vastaavaksi

ominaisvektoriksi (_11> ja ominaisarvoa 3 vastaavaksi G)

Diagonalisoi A.

Vastaus:

o= (1) (o 3) (68 3E)
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

Huom n x n-matriisi diagonalisoituu, jos silla on n lineaarisesti
riippumatonta ominaisvektoria. Erityisesti tama tapahtuu silloin,
kun matriisilla on n erisuurta ominaisarvoa, mutta voi siis tapahtua
muulloinkin!

Esimerkki 2
Matriisi

a=(1 )

ei diagonalisoidu. Sen ainoa ominaisarvo on nimittain 0, eli
m,(0) = 2. Ominaisvektoreita laskettaessa kuitenkin havaitaan,
etta I0ytyy vain yksi ominaisvektori, eli mg(0) =1, eikd A
diagonalisoidu.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

Esimerkki 3

Matriisi
1 0 2
A= 0 30
2 01

diagonalisoituu: Sen ominaisarvot ovat 3 ja —1, m,(3) =2 ja
m,(—1) = 1, mutta onneksi (kuten aiemmin laskettiin)
ominaisarvoa 3 vastaten |oytyy ominaistaso, eli saadaan kaksi lin.
riippumatonta ominaisvektoria om. arvolle 3. Saadaan hajotelma

10 1 30 0 10 1\ °
A=|o01 o 03 0 01 0
10 -1 00 —1 10 —1
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

Huom. Jos matriisi on diagonalisoituva, sen potensseja on hyvin
nappara laskea:

A2 = SASTISAS=5A%51
N——

=/

A3 = SASTISASTISAS™I =5A3571
=/ =/

Ak = SAkgL

Diagonaalimatriisin potenssithan ovat helppoja:

k

A0 0 Moo
N=1 0o o = o o
0 0 X, 0 0 Xk
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

Esimerkki 4

Laske A2014 kun

5 1
~(54)
Vastaus:

B 1 (11 5 0 11
a=snst=(5 1) (5 4) (o L)
22014 _ 11 52014 o 11

0 -1 0 42014 0 -1

52014 52014 _ 42014
= 0 42014
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.1 Diagonalisointi

Huom. Kaanteismatriisin [0ytaminenkin on diagonalisoidulle
matriisille helppoa:

ATt = (SASTHTL =saisTL

Diagonaalimatriisillehan

A 0 0 AL o0
AN=|o " o =lo . 0
0 0 A, 0 0 Al
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Joissakin tapauksissa diagonalisointi onnistuu erityisen mukavasti:
tasta on kyse normaalin matriisin unitaarisessa diagonalisoinnissa.
Ensin hieman terminologiaa:
m Matriisi A* € C"*™ on matriisin A € C™*"
konjugaattitranspoosi, jos (A*)xj = Ajk.
m Matriisi A € C"*" on symmetrinen, jos A* = A.
m Matriisi A € C"*" on normaali, jos A*A = AA*.

m Matriisi U € C"™" on unitaarinen, jos U* = U~!.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Lause 5 (Normaalin matriisin unitaaridiagonalisointi)

Matriisille A € C"™" seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
A on normaali.

A = UANU*, missa U € C"™" on unitaarinen ja A € C"™*"
diagonaalinen.

Esimerkki 6

Jos A on symmetrinen, eli A* = A, niin A on normaali:

A*A = A2 = AA*.

Symmetrinen matriisi on siis aina unitaarisesti diagonalisoituva.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Esimerkki 7

) . v 0
Osoita, etta matriisi A = (

ei ole normaali.
0 0 )

Lause 8 (Erikoistapaus unitaaridiagonalisoinnista)

Jos A € C"™" on symmetrinen ja sen ominaisarvot ovat erisuuret,
Y J

niin A = UNU*, missad U € C"*" on unitaarinen ja N € C"*"

diagonaalinen.
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Huom. Kompleksisille vektoreille u,v € C" pistetulo on

n
u-v= E u;v;.
i=1

Kompleksiset vektorit ovat ortogonaaliset, kun pistetulo on O.

Huom. Normaalin matriisin eri ominaisarvoja vastaavat
normeeratut ominaisvektorit ovat ortonormaaleja. Samaa
ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit voidaan valita siten, etta
ne ovat ortonormaaleita.

Matriisi U saadaan siis normeeratuista, ortonormaaleista
ominaisvektoreista.
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Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Esimerkki 9

: . . 0 1 S ..
Osoita, ettd matriisi A = 10 )On normaali ja diagonalisoi
se unitaarisesti.

Ratkaisu: Lasketaan

wa= (35 (% 8) (0 9)
=% 0) (107 )=(a 1)

joten A on normaali ja se voidaan diagonalisoida unitaarisesti.

ja
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Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Etsitaan ominaisarvot:

det(A — M)

joten A1 =1, Ap = —i.
Etsitddn ominaisvektorit: yhtalostd (A — i/)x = 0 saadaan

-1 1 -1 1

-1 —i 0 O
eli ehto —ixq; + xo = 0. Valitaan ominaisvektoriksi
vi = (1/v/2,i/+/2)7. (Tallin sen pituus on 11)
Vastaavasti ominaisarvolle A\ = —i saadaan ominaisvektori

vo = (1/v2,—i/v2)T.

J. Virta, ©R. Kangaslampi 5. Matriisihajotelmat



Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi
SVD

5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Matriisille A saadaan siis unitaarinen diagonalisointi

A= (21 (1)>
(1A ) (s ) (0 2F)
= UAU*.

(Tarkista kertolaskulla!)
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Matriisihajotelmat
SVD

(a) Alkuperdinen kuva, 463 KB (b) SVD:lld pakattu kuva, 77 KB
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isointi
Matriisihajotelmat rinen diagonalisointi

Kuten edella huomattiin, vain neliomatriisin voi diagonalisoida —
olettaen, etta silla on taysi maara riippumattomia
ominaisvektoreita. Kaikille matriiseille voidaan kuitenkin tehda
singulaariarvohajotelma (Singular Value Decomposition).

SVD:n ideana on purkaa lineaarikuvaus kolmeen osaan:
unitaariseen kuvaukseen, venytykseen ja toiseen unitaariseen
kuvaukseen. (Unitaariset kuvaukset voi usein tulkita kierroiksi.)

SVD:ta kaytetaan mm. signaalinkasittelyssa ja tilastotieteessa.
Siihen perustuvat esimerkiksi eraat kuvanpakkausmenetelmat seka
Googlen hakukoneen toiminta. SVD liittyy laheisesti ns.
paakomponenttianalyysiin, jossa tavoitteena on loytaa
monidimensioisesta datasta ne komponentit, joilla sen
keskeisimmat piirteet voidaan esittaa menettamatta oleellista
informaatiota.

J. Virta, ©R. Kangaslampi 5. Matriisihajotelmat



Diagonalisointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi

SVD

Lause 10

Matriisille A € R™*" on olemassa hajotelma
A=UzVT,

missa U on m x m-ulotteinen ortogonaalinen matriisi, VV on
n X n-ulotteinen ortogonaalinen matriisi ja ¥ on m X n-ulotteinen
diagonaalimatriisi, joka sisaltaa matriisin A singulaariarvot.

Muistutus: Matriisi on ortogonaalinen, jos kaanteismatriisi on sen
transpoosi: U™! = UT. Talldin sen sarakevektorit ovat
ortonormaaleja. (Reaaliselle matriisille ortogonaalisuus ja
unitaarisuus ovat sama asia.)
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nti
Matriisihajotelmat U E diagonalisointi

XN

VAT U

Sigma
XN

Figure: A = kierto + venytys + kierto
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Matriisihajotelmat U inen diagonalisointi

Huom.

m Vain matriisi ¥ on yksikasitteinen (kun singulaariarvot
asetetaan diagonaalille suurimmasta pienimpaan), muita voi
loytya useita.

m Luku o > 0 on matriisin A singulaariarvo, jos on olemassa
vektorit u ja v siten, ettd Av =cuja ATu=ov.

2

m Jos o on matriisin A singulaariarvo, niin ¢ on matriisin AT A

ominaisarvo.
m SVD on olemassa myos kompleksisille matriiseille. Tallgin

transpoosin VT sijaan tarvitaan konjugaattitranspoosi V* ja
U ja V ovat unitaarisia, eli V™1 = V* U~1 = U*,
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o
Matriisihajotelmat rinen diagonalisointi

SVD voidaan laskea seuraavien tietojen perusteella:

m Matriisin X diagonaalialkiot o; ovat matriisin AT A
ominaisarvojen positiiviset neliojuuret.

m Matriisin V' sarakevektorit v; (eli V' T:n rivit) ovat matriisin
AT A yksikkopituiset ominaisvektorit.

m Matriisin U sarakevektorit u; ovat matriisin AAT
yksikkopituiset ominaisvektorit.

m Jos 0 # 0, niin sarakevektori u; = Av;/o;.

Huom. Matriisit AAT € R™*™ ja AT A € R™*" ovat aina
symmetrisia, joten niilla on taysi maara ortogonaalisia
ominaisvektoreita. Koko SVD:n idea perustuu tdhan.
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Matriisihajotelmat Unita en diagonalisointi

SVD

Esimerkki 11

Etsi matriisin

(1)

10 20
20 40
0, joten singulaariarvot ovat o1 = v/50, o2 = 0. Matriisin ATA

yksikkopituiset ominaisvektorit ovat vi = <;§£> ja
vy = 2/V5

singulaariarvohajotelma.

Ratkaisu: Matriisin ATA = ( ) ominaisarvot ovat 50 ja
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Diago sointi
Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi

SVD

Nyt uy = Avi /oy = <155//\\//55 ) 1 - (;? %) Koska o3 = 0,

vektoria up ei saada samalla tavalla, vaan se taytyy laskea matriisin

AAT yksikkopituisena ominaisvektorina: AAT = < > 15 > ja

15 45
sen ominaisarvoa 0 vastaava yksikkopituinen ominaisvektori on
u, = (_31//\}%0> Nain ollen hajotelma on
A = Uzv’

- (3 B (R (0 )

(Tarkista kertolaskulla!)
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Matriisihajotelmat U inen diagonalisointi

Alkuperaista n X n matriisia voidaan approksimoida SVD:n avulla
ottamalla k ensimmaista saraketta matriisista U, k x k osa
diagonaalimatriisin ¥ vasemmasta ylakulmasta ja k ensimmaista
rivid matriisista VT, eli ensimmaist3 k:ta singulaariarvoa vastaava
osuus.

Huom: Singulaariarvot oli valittu suuruusjarjestykseen,
suurimmasta pienimpaan.

Nain saadaan alkuperaista matriisia approksimoiva matriisi, “jonka
rangi on k.
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Matriisihajotelmat Unitaarinen diagonalisointi

SVD

Esimerkki 12

Askeisen esimerkin matriisille saadaan approksimaatio

(5¢)

Cim —em R G )
(3Y30 ) (V80 ) (15 2/¥5)
(
¢

;/\ﬁ> 0 2V10)

o)
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Matriisihajotelmat rinen diagonalisointi

Esimerkki 13

Testikuvassa on 512 x 512 pikselia, eli se voidaan esittaa

512 x 512-matriisilla, pikselin vari antaa arvon ko. alkiolle
matriisissa. Talle matriisille voidaan tehda singulaariarvohajotelma,
ja approksimoida sitten kuvaa ottamalla hajotelmasta k:ta
ensimmaista singulaariarvoa vastaava osuus. Huomataan, etta
vahempikin maara dataa riittaa kuvan esittamiseen tunnistattavasti
ja jopa silmamaaraisesti riittavan tarkasti.

Seuraavalla sivulla kuvat, kun k = 1,10, 20,50, 100 ja 200 seka
alkuperainen kuva.
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Kun alkuperdisen m x n-matriisin sijaan kaytetaan SVD:sta k
ensimmaista singulaariarvoa, tarvittavien lukujen maara on

k + km + kn,

eli k singulaariarvoa, niista vastaavat k ensimmaista sarakevektoria
(pituus m) matriisista U ja k ensimmaista rivivektoria (pituus n)
matriisista V7.

Neliomatriisille n x n timi tarkoittaa, ettd jos k < n?/(1 4+ 2n),
niin datan maara pieneni. Edella testikuvalle n = 512, joten
k < 255 vahentaa datamaaraa.
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Matriisihajotelmat Uni inen diagonalisointi

Esimerkki 14
On saatu seuraava singulaariarvohajotelma:

00 1 o 4 0 0 0 0 0 10 0 ©
01 0 o0 003 0 0 0 0 o 1 0 @
0 0 0 -1 00 V5 0 0 1/6/3 P 2/6/3
1 0 0 0 000 0 0 0

—2/v/5 0 0 0 1/V5

Approksimoi kyseessa olevaa matriisia kahden ja sitten kolmen
singulaariarvon avulla. Mita saat? Miksi? Laske myos alkuperainen
matriisi.
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Matriisihajotelmat U inen diagonalisointi

Esimerkki 15

Kay lapi SVD:hen perustuva hahmontunnistusdemo Matlabilla.
Demon ohjeet ovat jaossa kurssin MyCourses-sivulla.

Huomattiin siis, etta SVD:n avulla voidaan poimia datasta
olennainen ja paasta turhasta “kohinasta” eroon, pienentaen
samalla kasiteltavaa datamaaraa merkittavasti.

SVD:n muut sovellukset jatamme myShempiin kursseihin, tama
kurssi paattyy tahan!
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Nama kalvot perustuvat Riikka Kangaslammen alkuperaisiin, joita
ovat myohemmin muokanneet Mikael Laaksonen ja Joni Virta.
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