Kompakteilla avaruuksilla on monia samanlaisia ominaisuuksia kuin
euklidisen avaruuden suljetuilla ja rajoitetuilla joukoilla.

Maaritelm&-10-2
Metrinen avaruus on kompakti (compact). jos sen jokaisella jonolla on
suppeneva 0sajono |

Osajoukon A C X kompaktius maaritelld3n tarkastelemalla aliavaruutta
(A,d) C (X, d) omana avaruutena. Erityisesti raja-arvojen téiytyy kuulua
joukkoon A eik3 vain X:34n.

Yleisessa topologiassa tata ominaisuutta kutsutaan jonokompaktiudeksi ja
kompaktius maaritellddn avointen peitteiden avulla. Metrisen avaruuden
tapauksessa nama kasitteet ovat yhtapitavia; vrt. lause 10.8.
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Kompaktius ||

Kompaktiuden ominaisuuksia:

® Kompakti = taydellinen.
@ Kompakti = rajoitettu.
® Osajoukko A C R" on kompakti & A on suljettu ja rajoitettu.

@ Kompaktin avaruuden X osajoukko A C X on kompakti < A C X on
suljettu.

@ Ajretdnulotteisen normiavaruuden suljetut kuulat eivit ole
kompakteja.

© Tuloavaruus X X Y on kompakti tismalleen silloin, kun X ja Y ovat
kompakteja.
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Kompaktius <+ jatkuylus

© Kompaktius sailyy jatkuvissa kuvauksissa: Jos X on kompakti ja
f: X — Y on jatkuva, niin f[X] C Y on kompakti.

® Seuraus: Jos X on kompakti ja f: X — Y on jatkuva bijektio, niin
f~1 on jatkuva (joten f on homeomorfismi).
Syy: Jos F C X on suljettu, niin sen alkukuva

(F)HF] = F1F)

/
on suljettu. ( F lonpeny o {[F] kampmeny S FLF] svwermy, )

® Jos X on kompakti ja Y = X, niin Y on kompakti.

9 Jos X # @ on kompakti ja f: X — R on jatkuva, niin f saavuttaa
suurimman ja pienimman arvonsa joukossa X. Toisin sanoen,
funktiolla ¥ on maksimi ja minimi joukossa X.

© Erityisesti: Jos # # A C R on suljettu ja rajoitettu ja f: A— R on
jatkuva, niin funktiolla f on maksimi ja minimi joukossa A.
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Kompaktiuden sovelluksia

Alkeellisia esimerkkeja kompaktiuden sovelluksista:
e Jos X on kompakti, niin on olemassa sellaiset pisteet a, b € X, ettd
d(a, b) = d(X).
e Jos A, B C X ovat kompakteja joukkoja, niin on olemassa sellaiset .
pisteet a € A ja b € B, etta d(a, b) = d(A, B).
e Jos X on kompakti ja f: X —]0, oo[ on jatkuva, niin on olemassa
sellainen vakio ¢ > 0, ettd f(x) > ¢ kaikilla x € X.

Yleisemmin: sup/inf-tyyppisen maksimointi- tai minimointipaattelyn
tuloksena saadaan konkreettinen ratkaisu; tama liitttyy mybs
taydellisyyteen. Tallaisia tilanteita esiintyy mm.
osittaisdifferentiaaliyhtaldiden teoriassa ja monissa muissa sovelluksissa.
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Lebesgiien peitelaiise

Seuraava tulos on tekninen apuviline, jota tarvitaan kompaktiuden
edistyneemmissa (7) sovelluksissa. Avoimen peitteen mairitelma [6ytyy
kohdasta 10.7.

Lause 103

Olkoon A = X kompakti ja D joukon A avoin peite Talloin on olemassa |

Lauseessa esiintyvad A on peitteen D Lebesgue-luku, joka on siis
riippumaton pisteestd x.

Lauseen todistus lienee yksi tdméan kurssin hankalimmista, vaikkei se ole
kovin pitka.
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Tasainen jatkuyuus |

Lebesguen peitelauseen seuraus:

Lause 10.4
Jos X on kompakti ja f: (X.d) = (Y, d’) on jatkuva, niin f on tasaisesti
Jatkuva joukossa X, ts jokaista = > 0 vastaa sellainen § > 0, jolle

d'(F(x).f(y)) <e aina kun x,y € X ja d{x.y)<§é
=1 === = L A I T ._)

Tasaisen jatkuvuuden kohdalla sama luku & toimii kaikkialla, riippumatta
pisteiden x, y sijainnista joukossa X, kunhan vain d(x,y) < 6.

Yhden muuttujan funktioille tasainen jatkuvuus suljetulla valilli voidaan
todistaa myés ilman Lebesguen peitelausetta, mutta sekin todistus on

melko monimutkainen.
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Tasainen jatkuvius ||

Derivoituvan funktion tapaus on selvisti helpompi.

5";1!«;
Olkoon L >0, f- [a. b] — R jatkuva, derivoituva avoimella valifla |a. b] ja
|F'(x)| < L kaikilla x €]a. b[. Osoita, etta f on tasaisesti jatkuva,

Ratkaisu: Viliarvolauseen nojalla f on L-Lipschitz-jatkuva, josta tasainen
jatkuvuus seuraa helposti.

Osoita tasaisen jatkuvuuden avulla, etta suljetulla valilla jatkuva funktio
on Riemann-integroituva.

Ratkaisu: Luennolla/monisteessa.
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Kompaktius ja peitteet

Maaritelma 0.7

Joukon A C X awvoin peite (open cover) on kokoelma D avaruuden X
avoimia osajoukkoja, joiden yhdiste sisaltaa joukon A:

ACUD=Uu{U]|UeD}

Peitteen D osapeite (subcover) on jokin osakokoelma peitteen D ,
Jjoukoista, jotka edelleen peittavat tarkasteltavan joukon A '

L i

|

Olkoon A Z X. Talloin joukko A on kompakti & Jokaisella joukon A
avoimella peitteella on aarellinen osapeite.

Peite-ominaisuus voi tuntua hieman oudolta, mutta sen avulla monet
todistukset sujuvat maaritelmaa helpommin. Esimerkki: Osoita, etti
kahden kompaktin joukon yhdiste on kompakti.

0.8 Tod. = OLrosw A kommaer Ja D CEN Ao PerTe

[Ty

VASTALLETUS © MAK'RAN ARRLLLINEN OSA By PLTA ATa

0LwodN A>o0 Lavséen 104 Luku. MUoposTerand AN Jono

(Xon) SEURARVRLLA TAVALLAT ObLkoaN % €A Jokiny PISTE

3 30U, edd: B(x“%\ < U, . TALaN A d‘. U, , Koska

muvten (U} o Dind ARRGLIvED OSapetre Volpaay SIS

VALITA X, € AVU, | JotLaanw 3 U, e :'B(xtj’)\) c U,

S {UMULE E1 P4tk ATa Koska MuvTed S¢€ oLas) ARRELLISN OSKPETTS |
5 3y, ¢ A\ (O,uV) Une.
= SAaDaaN JonNo (x,,\) Ja Uq] ULJ e D 'JOILLE
’E(xm’)\\ c U, | Xoos € A\(U,\ Uy UMH Ymen
S X 40 In Alx, x 32N Y 1< ke

SUmm ETRA ) ,{(xh)xk’);’)\ Vekl 2 Jonmeea (X,\ﬂ Bl Voy oLia

SUPPENEVRA OSAJondn D A E) OLe Kompaer) R



&0 Dhfutnn s pedhe - poimastonns o8 MWnnryy
Vst : A@:mwg

R R Y N
W ——%W()owh ﬂéﬂ%ﬁ(&ww
W“zr“"“ (X‘fm\ N?Iv-m

> Yach 3 avin pepanirts U(A)IM&

X & J(&) mh A allinen paneedl, imdikills men
: e " ,B a 4 . . -. 0 ’4_._4_
(Em}«aﬁww (a, ) leew, minnditis \f‘w«inkh ,

i ¥ LeN 3 Xy € Ba 40) 3“ F(tan)'s L)
W Ay =™ 4 RK)

5 D= 0w |atr] o A arin pike

Pk - tmimmirrnny S F arsidhism. W|¢[g
Ac Ula)u..oUla) W e N

Mudtk, M, X e A € U(a)vevUlan) Y men

o i UCsg) pinalsc = e o pis 5,

%%MMU(“J)M&M kg

S Umitddwr vioms A!\W"D

/



