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4 Vektoreista ja matriiseista

Matriiseja ja niiden erikoistapauksia vektoreita tarvitaan

- moniulotteisten funktioiden kasittelyssa ”pitamassa osat koossa”

- olioina, joihin voidaan "pakata” empiiristen muuttujien sisaltamaa
informaatiota, jota voidaan talloin kasitella yhtaaikaisesti.

Esim. Yhden muuttujan lineaarinen yhtalo:
Herkkumatikka maksaa 50 €/kg. Rahaa on 1000 €.
Paljonko matikkaa saadaan talla rahalla?

Ratkaistavana on yhtalo

1) kerroin - 50-x=-
T K

2) tuntematon l side-ehto
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= x = 20 kg.

Siis

1. asteen lineaarinen yhtal6 ratkaistaan

=3 al-ax=al-b
= (al-a)x=al-b
1= 1-x=al-b
=3 x=al-b
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Yhtaloryhma (siis moniulotteinen tilanne) halutaan ja my6s voidaan
ratkaista vastaavalla tavalla.

Esim. Yritys tekee norsun ruoka-annoksia, joissa kaytetaan raaka-aineita
A, B ja C. Niilla ovat ominaisuudet:

A B C
Valmistettava maara (kg) X1 X2 X3
N-vitamiinin maara (mg/kg) 40 340 60

Hinta (€/kg) 10 60 20

Kuinka paljon raaka-aineita A, B ja C on kaytettava, kun
- Annoksen koko on100 kg,

- N:aa on oltava 8000 mg ja

- annos saa maksaa 2000 €?

Ehdoista saadaan yhtaloryhma:
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(1) maara X1 + X2 + x3 =100
(2) N:n maara  40x; +340x, + 60x3 =8000

(3) hinta 10x:+ 60x, + 20x3 =2000

Yhtdl6ita voidaan muokata niin, etta
- yhtalo voidaan kertoa molemmilta puolilta samalla “sopivalla” vakiolla

- yhtalo voidaan lisata puolittain toiseen yhtaloon,

jolloin tassa ratkaisuna saadaan ...

x1 =40 kg, x> = 10 kg ja x3 = 50 kg.

Jos yhtal6ita on paljon (tilanne on hyvin moniulotteinen), edellinen tapa
on sekava ja hankala.

Parempaan ratkaisuun paastaan hahmottamalla tilanne ”“vastaavalla
tavalla” kuin edellisessa yksinkertaisessa esimerkissa. Silloin koko
yhtaloryhmaa voidaan kasitella samanaikaisesti:
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Yhtaléryhmassa on samaan tapaan kuin edellisessa esimerkissa kolme
erilaista osaa, jotka ”irrotetaan” omiksi kokonaisuuksikseen:

1) kertoimet, joilla 2) tuntemattomat 3) side-ehdot
X1, X2 ja x3 kerrottu

1 1 1 X1
[40 340 60] X2
10 60 20 X3
T K A
Tallaista kaaviota Nama ovat erikoistapauksia matriiseista
sanotaan matriisiksi ja niita sanotaan vektoreiksi.

Ndista kaytetdaan tassa (vastaavalla tavalla kuin 1-ulotteisessa
tilanteessa edelld) merkintdja:

X1 100
| % o [a00o| -5

1 1 1
[40 340 60] =A,
X3 2000

10 60 20

Yhtaléryhman ratkaisu X riippuu
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kerroinmatriisista A, ja side-ehtona olevasta vektorista I

Matriiseille (ja vektoreille) maaritellaan niiden kasittelyssa tarvittavat
operaatiot niin, etta

- yhtaléryhma voidaan esittaa edellisen esimerkin tapaan
AX=PB

- ja se myos ratkaistaan kertoimen a kaanteisluvulla kertomista
”vastaavalla tavalla” (kdanteismatriisin avulla).

Myos tama ongelma liittyy funktioiden kasittelyyn:

Matriisi A maarittelee (lineaarisen) funktion f:D-V, joka kuvaa

kaikki mahdolliset ainemaarayhdistelmat (x1,x2,x3)ED=R*xR*xR* niita
vastaaviksi

maara, N-vitamiini, hinta-yhdistelmiksi (y1,y2,y3)EV=R*xR*xR*,
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missa f(x1,%X2,X3) = (Y1,Y2,Y3) ja

Vi= X1+ X2 + X3 (maara)
Y2 = 40x,+340x, + 60x3 (N:n mééré)
y3=10x1 + 60x; + 20x3 (hinta)

Tallaista funktiota sanotaan lineaarikuvaukseksi.

Jos esimerkiksi kaytetaan raaka-ainetta A 5 kg, B:ta 10 kg ja C:ta 20 kg,
niin edelliseen sijoittamalla saadaan

y1= =35 kg
y>=40-5+ 340-10 + 60-20 = 4800 mg

Vs = = 1050 €

ja siis f(5,10,20) = (35,4800,1050)
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Yhtaléryhman ratkaisussa haluttiin vastaus kysymykseen:

”"Mika on (x1,X2,X3), kun f(x1,x2,x3) = (100,8000,2000)?”,

joka on erikoistapaus kaanteisfunktio-ongelmasta.

Seuraavassa maaritellaan tarvittavat kasitteet, laskutoimitukset ja muut
tarvittavat operaatiot.

Vaatimuksina maarittelyssa ovat:

- On saatava matemaattisesti toimiva “koneisto” (lineaariavaruus),

jossa yleiset matematiikan tulokset saadaan kayttoon.

- Maarittelyn on oltava empiirisen maailman kanssa yhteen sopiva,

jotta tasta kasitteistosta on hyotya sovelluksissa.
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4.1 R":n vektoreista

n-ulotteisen reaaliavaruuden

R"=RxRx..xR={(xy, X2, ..., Xn) | XieRVi=1, ..., n},

alkioita x = (x1, X, ..., Xn) sanotaan vektoreiksi. (Myos merkitaan x.)

Arvoja X1, X2, ..., Xn Sanotaan vektorin komponenteiksi.

Huom. Alussa olleessa johdattelussa kaytettiin yhtaloryhman
tuntemattomien muuttujan arvojen ja side-ehtojen yhdistelmien
muodostamista vektoreista X = (x1, X2, x3) ja b = (100, 8000, 2000) my®s
(matriisien kasittelyssa tarkoituksenmukaisia) merkintoja

X1 100
X2l=x ja [8000|=Dh,

2000

joita sanotaan pystyvektoreiksi.
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Vastaavasti vektoreita X = (x1, X2, X3) ja b = (100, 8000, 2000)

sanotaan myos vaakavektoreiksi.

Vaakavektoreista kaytetaan myods merkintaa
X = [x1 X2 x3] jab=[100 8000 2000],

mika tarvitaan kasiteltaessa vektoreita matriisien erikoistapauksina.

Esitystapa valitaan “tilanteen mukaan”.

Asetetut tavoitteet maaraavat, kuinka laskutoimitukset ja muut
operaatiot on maariteltava:

Esim. Ekonomisti E kayttaa terveysvaikutteisia luonnontuotteita:
Kuntojuomaa (KJ), Terveysuutetta (TU) ja Ihmepillereita (IP).

Han seuraa naiden hyodykkeiden hintoja ja viikon aikana kuluttamiaan
maaria noin vuoden valein. Vuosina 2009, 2010 ja 2011 tulokset olivat:

245



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

Hinnat Maarat
Vuosi KJ TU P KI TU P
(€/dl) (€/g) (€/kpl) (dl) (g) (kpl)
2009 0,40 0,50 1,40 35 60 30
2010 0,80 0,60 2,00 50 70 25
2011 0,30 0,80 4,00 120 90 50

Vakiolla kertominen:

Vuoden 2009 yksikkéhinnat

KJ TU IP
(€/dl) (€/g) (€/kpl)
0,40 0,50 1,40

voidaan ”pakata” hintavektoriksi pos = (0.40,0.50,1.40).

Kun hinnat muutetaan dollareiksi kurssilla 1.40 USD/€£, jokainen niista
kerrotaan talla vakiolla.
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Jos halutaan
- tehda muunnos yhtaaikaisesti vektoriin pog kootuille hinnoille

- ja koota tulokset vektoriin, joka esittaa hintoja dollareina,

on jarkevaa maaritella hintavektorin pos kertominen muunnosvakiolla
1.40 USD/€

1.40- poo = 1.40- (0.40,0.50,1.40) = (1.40-0.40,1.40-0.50,1.40-1.40)

= (0.56,0.70, 1.96)

Siis vektori kerrotaan vakiolla komponenteittain.

Jos samalla muunnetaan euroina tai dollareina esitetyt hinnat senteiksi
kertomalla ne 100:lla, saadaan sama tulos kolmella tavalla:

- 100-(1.40- (0.40,0.50,1.40)) = 100-(0.56,0.70, 1.96) = (56,70,196)

tai

247



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

- ensin muunnetaan eurot eurosenteiksi ja sitten dollareiksi
tai

- ensin lasketaan muunnosvakio suoraan euroista dollarisenteiksi
1.40-100 =140 ja sitten muunnos.

Siis

(5) 100-(1.40- pog) = 1.40-(200- pos) = (100-1.40)- pos.

Yhteenlasku

Vuosina 2009 ja 2010 kulutetut maarat voidaan ”"pakata” vektoreiksi

Gos = (35,60,30) ja §10= (50,70,25)

Kun halutaan tietaa, paljonko Kuntojuomaa, Terveysuutetta ja
Ihmepillereita kaytettiin keskimaarin vuosina 2009 ja 2010, kaikkien
kolmen hyddykkeen
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- maarat lasketaan erikseen yhteen

- ja summat jaetaan kahdella eli kerrotaan vakiolla 7.

Jos

- vektoreihin Qoo ja Gi10 kootut maarat lasketaan yhta aikaa yhteen ja

- kootaan tulokset vektoriksi,

vektorien Qoo ja 10 yhteenlasku on maariteltava

Joo + G10 = (35+50, 60+70, 30+25) = (85,130,55)

Siis vektorit lasketaan yhteen komponenteittain.

Selvasti on samantekevaa, kummassa jarjestyksessa vektorit lasketaan
vhteen:

Qoo + G10= (35+50, 60+70, 30+25) = (85,130,55)

(1) = (st bt aten) = G0 + Goo,
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joten nadin maariteltava vektorien yhteenlasku on vaihdannainen.

Vuosien 2009 ja 2010 havainnointiviikkoina keskimaarin kulutettuja
maaria kuvaava “keskikori” on

dx = ¥%( Gos + G10) = %- (85,130,55) = (%-85, %-130, %-55)

=(42.5,65,27.5)

Samaan tulokseen paastaan (, jos niin halutaan) laskemalla

ensin % Goo = (%-35, %-60, %-30) = (17.5, 30, 15)

ja iz Jio = = (25, 35, 12.5)
ja sitten ndma yhteen. (42.5,65,27.5)
Siis

(7)  %( oo + §10) = %2 Gos + 2 Q10
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eli vakiolla kertomisen ja yhteenlaskun jarjestysta voi vaihtaa.

Kaikkien kolmen vuoden vektoreina esitettyjen “hyodykekorien”

Goo = (35,60,88), G10 = (50,70,88) ja 611 = (120,90,58)

"summakori" KJ TU IP

qog = ( 35 ) ) I )
qlo = ( 50 ) ; I )
qll = ( 120 ’ ’ I )
on 205 220 105

siis vektori gs = (205,220,-).

Selvasti (tarkista) samaan tulokseen paastaan yhta hyvin
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- laskemalla ensin yhteen vuosien 2009 ja 2010 maarat ja lisaamalla
sitten summaan vuoden - maarat tai

- lisaamalla vuoden 2009 maariin vuosien 2010 ja - vhteenlasketut
maarat tai

- laskemalla suoraan yhteen kaikkien kolmen vuoden maarat.

Siis

(2) (oo + G10) + G11 = Qoo + (910 + G11) = oo + G10 + 11

ja vektorien yhteenlasku on myoés liitanndinen.

Vuosina 2009 ja 2010 maarien gos = (35,60,30) ja ¢10 = (50,70,25)
eron suuruus on

KJ TU IP

35-50 =-15 v — e =-10 =5
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eli vektorina dog-10 = (-15,-10,5).

Nain vektorien vahennyslasku

Qoo - §10 = Qoo +(-1)-G10

tarkoittaa, etta vastinkomponentit vihennetaan toisistaan.

Jos kulutuksen ero lasketaan toisin pain, saadaan
d10-09 = §10- oo = (50,70,25) - (35,60,30)
=(15,10,-5)

= (-1)(-15,-10,5) = (-1) dog-10.

(4) Naita vektoreita sanotaan toistensa vastavektoreiksi,

ja merkinta on vastaavanlainen kuin reaaliluvun vastaluvulla

610-09 =i d09-10.

™
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Jos kulutetut maarat olisivat olleet vuonna 2008 samat kuin vuonna
2009, niin kulutusten erojen suuruus on nolla kaikilla hyodykkeilla.

Silloin vektoreina

Goo - Gos = (35,60,30) - (35,60,30) = (0,0,0),

ja tarvitaan kasite

(3) nollavektori, joka on vektori, jonka kaikki komponentit ovat nollia.

Edelld nahtyjen “luonnollisten ominaisuuksien” (, joista edellisessa
puuttuvat tassa ilmeiset (6) ja (8), ks. myohemmin) perusteella R3:n
vektorit muodostavat lineaariavaruuden, johon liittyva yleinen teoria
saadaan nain kayttoon.

Esimerkista nahdyn mukaan maaritellaan yleisesti R":n vektoreille:

Nollavektorin o = (0,0,...,0) € R" kaikki komponentit ovat nollia.
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Yksikkovektorissa é; = (0,...,0,1,0,...,0) € R" on i:s komponentti 1 ja muut
nollia.

Vektorin X = (X,..., Xn) € R" vastavektori on

- X = (-X1,...,-Xn) € R".

Siis komponentit ovat vastalukuja.

Vakiolla kertominen

Jos X =(Xa,...,Xn) € R"ja a on vakio, niin

ax = a(xi,...,xn) = (@xs,...,ax,) € R".

Komponentit a-kertaistetaan.

Yhteenlasku

Jos X =(xa,...,Xn) ja y = (y1,...,yn) € R", niin
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X+ Y = (X1+Y1,eee) XnH+Yn).

Vastinkomponentit lasketaan yhteen.

Vahennyslasku seuraa yhteenlaskusta ja vakiolla kertomisesta:

X-y=X+(-1) ¥ = (X1-Y1 yere Xn-Yn)-

Siis vastinkomponentit vahennetadan toisistaan.

Kun vektori X = (x1,X2) € R? tai X = (x1,X2,X3) € R3, silld on (monissa
sovelluksissa tarkea)

geometrinen tulkinta:

Vektoria x vastaa koordinaatistossa suunnattu jana,
- joka lahtee pisteesta (0,0) (tai (0,0,0)) ja

- paattyy pisteeseen (x1,x2) (tai (x1,X2,X3)).

- Lisaksi tulkitaan, etta vektori voidaan siirtaa suuntansa ja pituutensa
sailyttaen mihin tahansa koordinaatistossa, ja se on edelleen sama
vektori.
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Tulkinta on tarkea kasiteltaessa suureita, joilla on suuruus ja suunta,
kuten esimerkiksi nopeus esim. 50 km/h koilliseen pdin.

Esim. x =(3,2) ER?
Vastavektori: -x =.. =(-3,-2)

Vakiolla kertominen: Esim.2x=.. =(6,4)

Vektorit suunnattuina janoina:

- X on saman pituinen mutta vastakkaissuuntainen kuin X.
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Vakiolla 2 kertominen “venyttaa” x:n 2-kertaiseksi.

Yhteenlasku: Esim. x = (3.J1) ja y = (1) € R?

>'<+\'/=(...+...,I+I)=(4,I).

Geometrisesti:

Vektorin X + y “karkipisteeseen” paadytaan "etenemalla
koordinaatistossa

- 1. koordinaattiakselin suunnassa ensin 3 yksikkoa ja sitten 1 yksikko

- 2. koordinaattiakselin suunnassa ensin kasikkc’ja' ja sitten kasikkc’ja'

(- ja jos vektorit olisivat R3:ssa viela samoin 3. koordinaattiakselin
suunnassa)

Geometrisesti tama tarkoittaa, etta vektorin x + y karkipiste saadaan
siirtamalla vektori y vektorin x:n jatkeeksi.

Vektoria X + y vastaa suunnattu jana, joka alkaa origosta ja paattyy
”siirretyn” y:n karkipisteeseen:
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myds X (3+1,1+2)
3 "giirrettyna" 43)
v

/

irrettvna
SHrettyhd

atkeeksi

Vahennyslasku palautuu yhteenlaskuun X -y =X + (- y).
Edellinen tulkinta on aarimmaisen tarkea fysiikan ilmididen kasittelyssa.

Aivan muissa (esim. taloustieteellisissa) sovelluksissa samaan
"visuaaliseen mielikuvaan” perustuu kvantitatiivisten empiiristen
muuttujien tilastollisen riippuvuuden tutkiminen. Riippuvuuden astetta
ja suuntaa kuvaa muuttujien arvoista ”sopivalla tavalla pakattujen”
n-ulotteisten vektoreiden valisen kulman cosini R":ssa. Tata kasitellaan
my&hemmin.

Esimerkissa (KJ, TU ja IP) nahdyn mukaan R":n vektoreilla on
ominaisuudet, joiden perusteella R" on lineaariavaruus:
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(1) I +y=y+ I (vaihdannaisuus)

) +y)+z=R+F+2) (liitdnnaisyys)

(3) On olemassa nollavektorio=(0, O, ..., 0)

(4) Vektorilla x = (xa,...,xn) on vastavektori - X = (-x3,...,Xn)

(5) a(bx) = b(ax) = ab-x

(6)1-x=x

(7) a(§ +v) = all + ay

(a ja b €R ovat vakioita.)

(8) (a+b) x = ax + bx
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Vakioilla kertomalla ja yhteen laskemalla (lineaarisen yhdistelyn avulla)
voidaan vektoreista X, y, ... tehda uusia vektoreita.

Esim. % = (2,1,0) ja ¥ = (1,-3,-4) € R3.

Tallaista vektoria
y=ai1Xi+az Xz +...+an X,
sanotaan vektorien Xi , X2, ..., X, lineaariyhdistelyksi (-kombinaatioksi).

Toisaalta

Esim. Jos vektori x = (3,-2), y = (-1,4) jaz = (5,4) € R?,

voidaanko Z esittaa vektorien X ja y lineaarikombinaationa?
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Siis onko olemassa vakiot a ja b niin, etta Z=ax + by ?
Ehdosta (5,4) = a(3,-2) + b(-1,4)
saadaan yhtalopari

{3a+ (=1Db=5
=2a+14b =14

jonka ratkaisu on ... a=2.4 ja b=2.2.
Tallaisia vektoreita sanotaan lineaarisesti riippuviksi.
Taman mukaan maaritelldan yleisesti:

Vektoreita X1, X2, ... , Xn Sanotaan lineaarisesti riippumattomiksi,
jos ai X1+az X2 +... dp X, = 0 vain silloin,

kunai=a>=..=a,=0.
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Muuten vektorit X1, X2, ..., X, ovat lineaarisesti riippuvia ja ainakin jokin
niista voidaan esittdaa muiden vektoreiden lineaarikombinaationa.

Esim. Vektorit x = (3,-2) ja y = (-1,4) € R? ovat lineaarisesti
riippumattomia, silla:

ax+by=0 ¢ a(3,-2)+b(-1,4)=(0,0)

Tasta ehdosta saadaan yhtalépari

{ 3a—b=0
—2a+4b =0

jonka ratkaisu on ... a=0 ja b=0.

Edella esitettiin vektori z = (5,4) vektorien x = (3,-2) jay = (-1,4)
lineaarikombinaationa

7=24%+2.27.

Onko tama vain erikoistapaus, vai voidaanko mika tahansa vektori

263



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

Z € R? esittaa vektorien x ja y lineaarikombinaationa?

Siis onko olemassa vakiot a ja b niin, etta
ax+by=27? & a(3,-2) + b(-1,4) = (z1,22)

Tasta ehdosta saadaan yhtalopari

{ 33 _b=Z1
—Za+4b=ZZ

jonka ratkaisu on(?) ... ...

a=0.4z:+0.1z; ja b=0.2z:+0.32,.
Edella erikoistapauksessa z1=5 ja z,=4 saatiin a=2.4 ja b=2.2.
Siis vektorit x = (3,-2) jay = (-1,4) € R?

- ovat lineaarisesti riippumattomia ja

- mika tahansa vektori z € R? esittaa vektorien X ja y lineaariyhdistelyna.
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Silloin sanotaan, etta vektorit X ja y ovat RZ:n (eras) vektorikanta.

Yleisesti maariteltyna:

Jos vektorit X;, X2, ..., Xn ER"
- ovat lineaarisesti riippumattomia ja

- jokainen vektori z € R" voidaan esittdd yksikdsitteisesti vektoreiden
X1, X2, ... , Xn lineaarikombinaationa,

niin vektorit X1, X», ... , Xnp ovat R":n kanta.
Erityisesti (koordinaattiakselien suuntaiset) yksikkovektorit
é=(o,..,0,1,0,...,0) ER",i=1,2,..,n,

ovat tarkea R":n kanta:

Esim. X = (2,-3,4) € R3.

2e,.-3é +4é3=2-(1,0,0) +(-3)-(0,1,0) + 4-(0,0,1)

265



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

=(2,-3,4) = .

Siis vektori X = (X1, X2 ..., Xn) voidaan esittaa
yksikkovektorien €; = (0, ..., 1, ..., 0) lineaarikombinaationa,
i:s T komponentti

jossa kertoimina ovat x:n komponentit x1, X2, ..., Xn.

Kun vektoreihin X1, X2, ..., X, on “pakattu” havaintoaineistosta saatuja
muuttujien arvoja, voidaan tata informaatiota muokata vektorien
lineaarikombinaatioiden avulla ja saada tietoa muuttujien kuvaaman
ilmion ominaisuuksista. Teknisena apuneuvona tassa on analogia alun
perin aivan eri tarkoitukseen kaytettyjen suunnattujen janojen kanssa.

Tallaisten vektorien valisen "kulman” suuruudella on tarkea yhteys
muuttujien valisen "riippuvuuden” suuruuteen ja luonteeseen.

Tata varten on voitava yhdistaa vektorien sisaltamaa informaatiota
kertolaskun(?) avulla.
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Kuitenkaan Intuitiivisesti luonnollinen vektorien kertolaskun

maarittelyn mahdollisuus ei tuota hyvin toimivaa kasitetta! Vaan

Esim.(jatkoa) (Laspeyres’n hintaindeksi)

Ekonomisti E:n kayttamat luonnontuotteiden hinnat ja seurantaviikon
aikana kulutetut maarat vuosina 2009, 2010 ja 2011 ovat:

Hinnat Maarat
Vuosi KJ TU IP K] TU IP
(€/dl) (€/g) (€/kpl) (dl) (g) (kpl)
2009 0,40 0,50 1,40 35 60 30
2010 0,80 0,60 2,00 50 70 25
2011 0,30 0,80 4,00 120 90 50

Kuinka suuri on naiden hyodykkeiden ”hintatason” suhteellisen muutos
(perus-)vuodesta 2009 (vertailu-)vuoteen 20107
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Perusvuonna kulutettujen maarien “kori” vektorina esitettyna on
do = (35,60,30).

Jos tama kori ostetaan perusvuoden 2009 hinnoin, jotka ovat
vektorina merkittyna

Po = (0.40,0.50,1.40),

hinnat ja maarat eli vektorien poja go

vastinkomponentit kerrotaan keskendan ja lasketaan yhteen.

Tata vektoreille tehtavaa operaatiota sanotaan skalaarituloksi
(sisatuloksi) ja merkintana kaytetaan

V
Po - Go = 0.40-35 + 0.50-60 + 1.40-30 = 86 €.

Jos sama perusvuoden maarakori qo = (35,60,30) ostettaisiin
tarkasteluvuoden t=2010 hinnoin p2o10 = (0.80,0.60,2.00),

sen arvo saadaan skalaaritulona

268



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

P2010° 00 = ke * ce F o vt - =124 €

Koska ostettava maarakori pysyy samana, niin sen ostamiseen
tarvittavan rahasumman muutos aiheutuu ”hintatason”
muuttumisesta.

Perusvuoden 2009 korin arvon suhteellinen muutos tarkasteluvuoteen
2010 verrattuna on

124
—— ~1.442
86

ja tama arvo tulkitaan (maaritellaan) hintatason suhteelliseksi
muutokseksi naiden vuosien valilla.

Tulos on hintojen suhteellisten muutosten eli hintasuhteiden valissa ja
on siten ”jarkeva” yhteenveto niista.

Edella esimerkissa kuvailtu hintatason suhteellisen muutoksen

mittari on Laspeyres'n hintaindeksi.

Siis Laspeyres’n hintaindeksi voidaan esittaa (, jos niin halutaan(?))
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hinta- ja maaravektoreiden skalaaritulojen avulla

). *q, itdi 124
_ Izt (1_0 _ Y Pitdio _ ~1.442,
Po*dy X DPioQio 86

missa
d10, 920, --- ,qno Ovat perusajanjakson to maarat,
P10, P20, ..., Pno Perusajanjakson to hinnat ja

P1it, P2, ..., Pnt tarkasteluajanjakson t hinnat.

Laspeyres’'n hintaindeksi siis

- mittaa perusajanjakson korin arvon suhteellista muutosta
tarkasteluajanjaksoon mennessa

- ja sen arvo tulkitaan hintatason suhteelliseksi muutokseksi.

Samalla tavalla esimerkissa voidaan laskea hintatason suhteellinen
muutos vuodesta 2009 vuoteen 2011 P55 (La).
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Huom. Vektorien mukaan ottaminen ei tuo mitaan merkittavaa lisaa
indeksien teorian tutkimiseen. Vektorit ovat tassa ”pakkauksia”, joihin
voidaan sailoa hyvaan jarjestykseen hinta- ja maaratietoja. Esimerkiksi
kuluttajahintaindeksi lasketaan kuukausittain taman 200 vuotta
vanhan menetelman mukaan ja siina tarvitaan tiedot noin 400
hyodykkeesta.

MyoOskaan tassa varsin yksinkertaisessa (deskriptiiviseen
tilastotieteeseen kuuluvassa) kysymyksessa tallaisten vektorien valisen
"kulman” suuruudesta(?) ei seuraa mitaan tarkeaa.

Edellisen esimerkin mukaisesti maaritellaan

vektorien X = (X3,...,Xn) ja ¥ = (y1,...,yn) € R" skalaaritulo

Xoy = X1Y1 + X2Y2 +...+ Xnyn (€ R, huom!)

Siis vastinkomponentit kerrotaan keskenaan ja lasketaan yhteen.

Tuloksena saadaan reaaliluku, ei R":n vektoria.
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Esim. (jatkoa edelliseen) Kun lasketaan vuoden 2009 korin arvo vuoden
2009 hinnoin, on samantekevaa, kummin pain hinnat ja maarat
kerrotaan keskenaan:

Pos  Gos = (0.40,0.50,1.40).(35,60,30)
= 0.40-35 + 0.50-60 + 1.40-30

= 35-0.40 + 60-0.50 + 30-1.40 (vaihdannaisuus)

= o9 * Poo-

Jos "ostetaan” vuoden 2009 hinnoilla seka vuoden 2009 etta 2010

maarat, voidaan

- ensin laskea maarat yhteen ja sitten “ostaa” yhteenlaskettu kori
Pos * (Jos + G10) = (0.40,0.50,1.40)-((35,60,30) + (50,70,25))
2) 1t 1) T
= (0.40,0.50,1.40) -(85,130,55) = 176 €,

tai
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- "ostaa” erikseen vuosien 2009 ja 2010 korit ja laskea niiden arvot

vhteen
2) 4
Poo e Qoo + Pooe Q10 =86 €£+90€= 176 €.
nr 1
Siis
Poo « (Gos + G10) = Pog » Goo + Pos * G0 (osittelulaki)

Jos ”ostetaan” vuoden 2009 kori vuoden 2009 hinnoin ja samalla
muutetaan sen arvo dollareiksi kurssilla 1.40 USD/€,

- voidaan ensin laskea korin arvo euroina ja sitten muuttaa se
dollareiksi

1.40 Pog » Gos = 1.40-86 = 120.40 USD,

- tai muuttaa yksikkéhinnat ensin dollareiksi ja ”ostaa” niilla kori

(1.40 Pos) - Gos = (0.56,0.70,1.96) -(35,60,30) = ... = 120.40 USD.
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Vastaavalla tavalla kuin esimerkissa voidaan osoittaa yleisesti, etta
skalaaritulolla on ominaisuudet:

Jos vektorit

X = (X1,..)Xn), Y= (Y1,..-»¥n) ja Z = (z1,...,Zn) € R" ja a€ R on vakio, niin

1. Xey = YoX (vaihdannaisuus)
2.X0=0

3. (ax).y = a(x.y) =x-(ay)

4. (X +Y)eZ =XeZ +y+Z ja (osittelulait)

Xe( Y +Z) = Xoy + XeZ

Naiden ominaisuuksien avulla vektorilausekkeita voidaan muokata
hyvin samalla tavalla kuin reaalilukulausekkeita.

Skalaaritulo yhdistaa minka tahansa vektorien
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)

X = (X1,...,Xn) ja y = (y1,...,¥n) € R" ’sisdltdman informaation’

vksikasitteisella tavalla reaaliluvuksi,

y
l

jolloin se maarittelee funktion f: R"xR" R, f(x,y) = X.y

T

X

Esim. (jatkoa indeksiaineistoon) Jokaista KJ-TU-IP

maarakoria g = (91,02,93)€ Q= R*xR*xR* ( "maaraavaruus”) ja

hintojen yhdistelmaa p = (p1,p2,p3)€ P= R*xR*xR* ( ”hinta-avaruus”)

vastaa yksikasitteinen korin arvo

V =Peq = p1Q1+ P202 + P30Q3,

joten maaritellyksi tulee funktio
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hinnat maarat korien arvot

b [3
N

V:PxQ ->R%, V(p,q) =p-q
Esimerkiksi edella laskettiin
V((0.40,0.50,1.40),(35,60,30)) = (0.40,0.50,1.40) . (35,60,30) =86 €

eli vuoden 2009 korin arvo vuoden 2009 hinnoin.

Esim. Kun vektori % = (3,4) tulkitaan , (3,4)
suunnattuna janana, sen pituus 3
saadaan Pythagoraan lauseen avulla:
2
V32 4+ 42=5 .
0
0 1 2 3
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Toisaaltaon X.x =(3,4)«(3,4) =32+42=25

jamyds VvX.X=5.

Sama geometrinen yhteys on olemassa myds R3:ssa, ja antaa mallin

vektorin X = (x3,...,Xn) € R" pituuden (normin) maarittelylle

%] =VE X = (X1, 0 Xn) « (X, 0 Xn) = /X12 + o+ 2,2
T

(Huom. Tama normille sovittu merkinta ei tarkoita itseisarvoa.)

Esim. Vektorin x = (2,3,4) € R3 pituus

IX| = VXX =V22 + 32 +42 = /29 ~5.9

kertoo, kuinka kaukana “karkipiste” (2,3,4) on origosta.
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Vektorin X = (2,3,4,5) € R* pituudella

|X|=VX.X=V22+32+42 +52 = 54~ 74

ei ole enaa visuaalista geometrista tulkintaa. Kuitenkin se on vastaavalla
tavalla "yhteenveto” siitd, kuinka kaukana ”karkipisteen” (2,3,4,5)
koordinaatit ovat origosta.

Tilastotieteen kasitteissa talla on tarkea yhteys vaihtelun suuruuden
mittaamiseen.

Vektorien X = (X1,X2) ja ¥ = (y1,y2) € R? vdlisen kulman o suuruus
saadaan geometrian cosinilauseen
Xey

%11yl

cosqo = avulla.

Esim. Vektorit X =(3,0) jay =(2,4)

_ (3,0)¢(2,4) B 3:24+0'4
~JB0)e(B0)/(24)+(24)  V32+0222+42

cosa =0.447
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jao=63.4". .

Sama nakyy tassa

N
—

erikoistapauksessa

suorakulmaisesta kolmiosta.

Tassa a = 63.4° on melko suuri ja vektorit X ja y ovat melko
erisuuntaiset.

Vektoreiden x = (3,-2) ja y = (-6,4) vdlinen kulma saadaan samalla tavalla
(Piirra myos kuva.):

cosa = (3:72)(-64)
V(3B,=2)¢(3,-2) \/(=6,4)+(—6,4)
=-1
ja a=180°
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ja vektorit ovat taysin vastakkaissuuntaiset, jolloin vastinkomponentit

x1=3 ja y1= -2 seka x,= -6 ja y»=4 "menevat aivan eri suuntaan”.

R3:ssa vektorien valinen kulma lasketaan samalla tavalla ja silld on sama
("astelevylla mitattavissa oleva”) geometrinen tulkinta.

Vaikka tavallista geometrista tulkintaa ei enda ole R*:ssé jne., vektorien
valisen kulman kasite yleistetaan myos tallaisille vektoreille, jolloin se
mittaa vastinkomponenttien “samaan/erisuuntaan suuntautumisen
astetta”:

Vektorien X = (x3,...,Xn) ja y = (y1,...,yn) € R"
vilisen kulman o mdéidirittelee
Xey

%Iyl

cosa =

Esim. Vektorien x = (2,-3,4,-1) jay = (3,-4,5,-2) € R*vilinen "kulma”:
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(2,-3,4,—1)*(3,—4,5,-2)
J(2,-3,4-1)e(2,-3,4,-1) /(3—4,5-2)*(3—4,5-2)

cosa =

~ 0.994,
jolloin a ~ 6.4°.
X ja y ovat lahes samansuuntaiset,

mika nakyy vastinkomponenttien samankaltaisuudesta:

_ja melko saman suuruisia

NN~ NN
x=@-301)jay=@-482
™~ 1 ™~ 1

- merkkisia ja melko saman suuruisia

X:n komponenttien suuruudet ja merkit “ennustavat” tassa hyvin y:n
vastinkomponenttien merkin ja suuruuden.
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Tarkea erikoistapaus on tilanne, jossa x.y = 0, jolloin

ol

-y
11|

cosa = =0jaa=90°.

<

Tallaiset vektorit X ja y ovat keskendan kohtisuoria (ortogonaalisia).
Silloin vektorit ovat "kaikkein erisuuntaisimpia” siina mielessa, etta

vektorin x komponenttien merkki ja suuruus ei ennusta y:n
vastinkomponenttien merkkia ja suuruutta.

Tilastotieteen sovelluksissa tama tilanne vastaa muuttujien valista
riippumattomuutta:

Jos vektoreihin X, y, Z, ... on "pakattu” empiirisista muuttujista mitattua
informaatiota

(esim. x = hyodykkeen yksikkdhinta ja y = kysynnan maara),

tallaisten vektorien valisen “kulman” suuruudella on erittdin tarkea
yvhteys muuttujien valisen riippuvuuden tutkimiseen:
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Esim. Taulukossa ovat viiden opiskelijan

x = laskettujen harjoitustehtavien ja y = koepisteiden maarat

seka naiden arvojen poikkeamat keskiarvosta eli keskistetyt arvot

Ui=X-Xjavi=yi-y. (Huom. Tassa X ja y tarkoittavat keskiarvoja.)
Xi Yi Ui Vi

71 45 17,8 9
62 40 8,8 4
57 44 3,8 8
40 31 -13,2 -5
36 20 -17,2 -16

Alkuperaisista ja keskistetyista arvoista piirretyt hajontakuviot ovat:

50
45
40
35

30

25

KOEPISTEIDEN MAARA

20 <
15

KOEPISTEIDEN MAARAN POIKKEAMA
KESKIARVOSTA

10
=20
30 40 50 60 70 80 LASKUJEN MAARAN POIKKEAMA
LASKUJEN MAARA KESKIARVOSTA

283



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

Kuvioihin on myds piirretty ”niihin parhaiten sopivat” (pienimman
neliosumman) suorat. Pisteet keskittyvat molemmissa kuvioissa yhta
tiiviisti suoran ympdrille.

Tallainen selva keskittyminen kuvaa muuttujien x ja y valista voimakasta
lineaarista riippuvuutta:

- Kun x on pieni, myo6s y on pieni, ja kun x on suuri, myos y on suuri.
Silloin myos keskistetyilla arvoilla on:

- Kun uj = xj- X on pieni, myds v; = y; - y on pieni, ja painvastoin.

- Siis

koepisteiden maarat poikkeavat keskiarvosta samaan suuntaan kuin
harjoituspisteiden maarat.

Muuttujien x ja y valisen lineaarisen riippuvuuden voimakkuuden ja
suunnan mittaaminen perustuu keskistettyjen arvojen “saman
suuntaisuuden asteen” tarkasteluun:

Kun keskistetyt arvot "pakataan” vektoreiksi
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a=(17.888.883.813.2,:17.2) ja v = (o, §4. 8,5,/ 16)
N /
vastinkomponentit “samaan suuntaan”,

nama vektorit ovat hyvin “samansuuntaiset”.

- Vektorien U ja v valinen "kulma” on silloin pieni.

Sen cosini saadaan U:n ja v:n sklaaritulon ja normien avulla

u-v 17.8:9+-+(—17.2)-(—16)

- ~0.910
||Vl /17.824+(=17.2)2,/92++(—16)2

cosa =

ja “kulma” (5-ulotteisessa avaruudessa!) a ~ 24.2° on melko pieni.

Keskistettyjen jakaumavektoreiden valisen kulman cosinia kaytetaan
muuttujien valisen lineaarisen riippuvuuden mittarina ja sitd sanotaan

korrelaatiokertoimeksi.
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Siis kvantitatiivisten muuttujien x ja y yhteisjakaumassa
(x1,¥1), (X2,¥2), ..., (Xn,yn) havaittavaa lineaarista riippuvuutta

mittaa (Pearsonin) korrelaatiokerroin r (tai ry), joka on
keskistettyjen vektorien
U = (X1-X, X2-X, ..., Xn-X) ja V = (y1-Y, Y2-V, ..., Yn-¥) (X ja y tdssa keskiarvot)

valisen kulman cosini
K U-V

. X (xi—x)(yi—y)
VIxi—%)2 X (yi-¥)2

T ™

|al vl

Tasta voidaan muokata varsin helposti myos muita saantoja
korrelaatiokertoimen laskemiseksi.
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Muuttujan x arvojen X1, Xa, ..., Xn vaihtelun suuruutta voidaan mitata

keskistettyjen muuttujan arvojen u; = x;- X, i=1, ..., n, normin avulla:

Esim. (jatkoa)

Xi

71
62
57
40
36

Yi

45
40
44
31
20

17,8
8,8
3,8

-13,2
-17,2

vi Keskiarvot ovat x =53.2 jay = 36.0.

9

4

8
-5
-16

Laskettujen laskujen maaraa x; vastaava keskistetty arvo u; = x; - X

mittaa poikkeamaa keskiarvosta.

N&ista arvoista kootun R>:n

vektorin u = (17.8, 8.8, 3.8,-13.2,-17.2) ”pituus” on

U] = (Vu 2+ - +uy2)=4/17.82 4+ -+ + (—=17.2)?2

=+1878.8~ 29.6.
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Laskujen maaran x (otos)keskihajonta on

_ 17.8%2+--4(—17.2)2
sx=(JﬁZ<xi—x)2)=\/ _—

5-1
T

Ui

|1
T Al5-1

™

- |- . /8788 ~ 14.8.

= (1

Naita vektoriavaruuden kasitteiden ja tilastotieteen kasitteiden tarkeita
vhteyksia ei tassa voida tutkia tarkemmin talla kurssilla.
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4.2 Matriisilaskentaa

Matriisin kasite

- Sovelluksissa vektorit ajatellaan olioiksi, joihin voidaan ”pakata”

empiirista informaatiota.

- Matemaattisesti R":n vektorit muodostavat lineaariavaruuden, jonka

ominaisuudet saadaan mukaan muokkaamaan tallaista tietoa.

Esim.(jatkoa) Ekonomisti E:n kdayttamien luonnontuotteiden hinnat ja
seurantaviikon aikana kulutetut maarat vuosina 2009, 2010 ja 2011:

Hinnat
Vuosi KJ TU IP
(€/dl)  (€/8) (€/kpl)
2009 0,40 0,50 1,40
2010 0,80 0,60 2,00
2011 0,30 0,80 4,00
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Eri vuosien riveittain esitetyt maaratiedot koottiin vaakavektoreiksi
Jos = [35 60 30], G10 =[50 70 25] ja 11 = [120 90 50].

Maaria voidaan myos tarkastella hyodykkeittain eri vuosina ja koota
tiedot pystyvektoreiksi

S S

jotka kuvaavat kunkin hyodykkeen kulutetun maaran muuttumista ajan
suhteen.

Naista (pysty/vaaka-) vektoreista voidaan koota kokonaisuus, jossa
molemmat suunnat, seka aika etta hyodykkeen laji,

ovat mukana ”"pinoamalla” pystyvektorit rinnakkain tai vaakavektorit
paallekkain (vektorien yleistyksiksi) matriiseiksi:
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ki TU P
g v b

35 60 30 < 2009

Q=50 70 25 <2010

120 90 50 < 2011

Hintatiedot voidaan pakata samalla tavalla vuosittain ja hyodykkeittadin
matriisiksi P.

(Esita P.)

m x n- matriisiksi sanotaan suorakulmion muotoon jarjestettya
reaalilukukaaviota

a1 Q12 - QAqp
A= . %

] <« m vaakarivia eli rivia
An1Qm2  ° Amn

n pystyrivia eli saraketta
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Myds merkintdd A = |aj;| kaytetdan.
Luvut aj; ovat matriisin A alkioita.

Alkioista kdytetdan myos merkintaa aj; = [Alj.

1 x 1 — matriisit samastetaan reaalilukujen kanssa.

Esimerkiksi [5] =5 € R.

Kun matriisissa A on m rivia ja n saraketta

sanotaan, etta A on tyyppia m x n tai A on m x n-matriisi.

Jos m =n, niin A on tyyppia n oleva neliomatriisi.

21
Esim. A= [3 2 ] on tyyppia 3x2 ja esim. as; = [A]lz; = 1.
41
1234 .
B [5 67 8] on tyyppia jaesim. biz=[Bliz="
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C= [_12 g’] on tyyppia 2 oleva neliomatriisi.

Esim. Yritys tuottaa kolmea tuotetta, joiden arvo (M€) kahtena

kuukautena on koottu matriisiin A ja vastaavat tuotantokustannukset
(M€) matriisiin B:

1. kk 2.kk 1.kk 2. kk
voJ N2

2.6 4.3 « 1.tuote — 2.1 4.3
A= [1.4 0.7‘ « 2.tuote — [0.9 0.6] =B

3.8 2.8 « 3.tuote — 3.9 2.2

A ja B ovat 3 x 2 — matriiseja.

Esim.(jatkoa) KI  TU IP

35 60 30
Q=

50 70 25] & vuodet 2009, 2010 ja 2011
120 90 50

on tyyppia 3 oleva neliomatriisi.
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Matriiseja A ja B sanotaan yhtd suuriksi

ja siitd kdytetddn merkintdd A = B,

jos ne ovat samaa tyyppid m x n ja ajj= b;; Vi j eli vastinalkiot ovat
samat.

Neliomatriisin

rd11 d12 .-+ Aqn]
321 azz azn
A=[aj]= paalavistajalla

_anl an2 Y ann .

tarkoitetaan vasemmasta ylakulmasta oikeaan alakulmaan kulkevaa

|5vistajaa.

Jos neliomatriisin

[d11 0.. 0 1
0 djz2 ... 0
A= [ aij] = .
0

L0 0.. ay,A
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muut kuin lavistajaalkiot ovat nollia, niin A on lavistajamatriisi.

Jos lisaksi a11=a22=... = ann = 1, niin

A on tyyppia n oleva yksikkomatriisi, josta kaytetaan merkintaa I, tai l.

Esim
3 0 O
A= [ 0—1 0 ] on tyyppia 3 oleva lavistajamatriisi.
0O 0 5
|3 = ?

Jos neliomatriisin paalavistajan yla- tai alapuoliset alkiot ovat nollia, sita

sanotaan kolmiomatriisiksi.

U1 o W
[

1 2
Esim. Matriisit A = [ 0-1
0 O
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ovat kolmiomatriiseja.

N b N
S ulTw N
CDO\-\;'\J
O N0 .y

m x n — matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia, on nollamatriisi.

Matriisioperaatioita

Esim. (jatkoa) Jos terveysvalmisteiden kulutusta eri vuosina kuvaava

matriisi

valmisteet

35 60 30
BOMZOER2S ( vuodet
120 90 50

Q=

muunnetaan vaihtamalla rivit ja sarakkeet keskenaan
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2009 2010 2011

35 B8 120
matriisiksiQ'= | 60 W@ 90 | valmisteet,
30 B8 50

on tdman matriisin Q transpoosin Q' sisdltdma informaatio sama kuin
alunperin.

Matriisin A transpoosi A" saadaan vaihtamalla rivit ja sarakkeet

keskendidn.
AT:n A:n
Siis 1: S rivi - [AT]yj=[Ali €& | j:srivi
j: s sarake i: s sarake

Transpoosista kaytetaan myos merkintaa A’.

Esim.(jatkoa) valmisteet

0.40 0.50 1.40
Hintamatriisin P =| 0.80 0.60 2.00| vuodet
0.30 0.80 4.00
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? B
transpoosiPT=|? 12
?

2 —1
i a-[ 2304 b oaly
1 -6
™ ™
2 X 4 — matriisi 4 x 2 — matriisi

Esim. [AT]32 =6 = [A]23

Jos tdma matriisi AT transponoidaan vielad uudelleen, saadaan

(AT)T = .. =A

ja selvasti aina on (AT)T = A.
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Esim. KunA=[ ,onAT="?

Ul W =
N W
g N ol

Tallaista neliomatriisia, jolle A= A, sanotaan symmetriseksi.
Silloin siis on [A];j = [Al;i -

Esimerkiksi edelld [Alzs= ? =[Als:.

Kaikki yksikkdmatriisit I, ovat symmetrisia.

Transponointi ei muuta matriisiin sailotyn informaation sisaltoa eika
maaraa, mutta se lisaa sen muokkaamisen mahdollisuuksia.

Vektorit ovat matriisien erikoistapauksia, joten matriiseille
maariteltavien operaatioiden on oltava yhteensopivia vektoreille
maariteltyjen operaatioiden kanssa.
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Esim.(jatkoa)

Edelld maariteltiin (empiirisesti jarkevalla tavalla) (hinta)vektorin (pos)
kertominen (muunnos)vakiolla (1.40 USD/€) niin, ett3

kaikki komponentit kerrotaan vakiolla.
Esimerkkina oli
1.40- pos = 1.40- (0.40,0.50,1.40) = (1.40-0.40,1.40-0.50,1.40-1.40)

=(0.56,0.70, 1.96).

Jos sama muunnos halutaan tehda samanaikaisesti kaikkien vuosien
hinnoille eli kertoa hintamatriisi P vakiolla 1.40 on maariteltava

0.40 0.50 1.40 < Po9
1.40P = 1.40| 0.80 0.60 2.00 < P10
0.30 0.80 4.00 < D11

1.40-0.80 1.40-0.60 1.40-2.00

[1.40 -040 1.40-050 1.40-1.40 ]
1.40-0.30 1.40-0.80 1.40-4.00
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1.12 0.84 2.80

[ 0.56 0.70 1.96 ]
0.42 1.12 5.60

Vakiolla kertominen: Jos A on matriisi ja k on vakio, niin
kA = k[ a;j] = [ kaj ],

siis kaikki alkiot kerrotaan k:lla.

im. 35y - - 12l

Myos vektoreille maaritelty yhteenlasku yleistyy vastaavalla tavalla
kaikille matriiseille:

Yhteenlasku: Jos matriisit A ja B ovat tyyppia m x n, on niiden summa

A +B=[aj] +[bj]=[aj+bij],

siis vastinalkiot lasketaan yhteen.
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Esim. [—21(4136]+ 3_13 72
[0

Vidhennyslasku seuraa vakiolla kertomisesta ja yhteenlaskusta:

A-B=A+(-1)B = [ay] + (-1)[by] = [ay] + [-by] = [a-by],

siis vastinalkiot vahennetaan toisistaan.

Esim. Yritys tuottaa kolmea tuotetta joiden arvo (M€) kahtena

kuukautena on koottu matriisiin A ja vastaavat tuotantokustannukset

matriisiin B:
1.kk 2 .kk 1.kk 2.kk
NN NN

1.4 0.7 « 2.tuote — 0.9 0.6

2.6 4.3 « 1.tuote - 2.1 4.3
A = = B
3.8 2.8 « 3.tuote — 3.9 2.2
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Matriisi

2.6 4.3 2.1 4.3 05 0
A-B= [1.4 0.7]- [0.9 0.6]= =[ 0.5 0.1]

3.8 2.8 3.9 2.2 —0.1 0.6

kuvaa eri tuotteista saatavaa voittoa 1. ja 2. kuukautena.

Yhteenlasku ja vakiolla kertomien voidaan ajatella tehtavaksi vaaka-
(tai yhta hyvin pysty-)vektori kerrallaan. Silloin kaikki edelld todetut
vakiolla kertomisen ja yhteenlaskun ominaisuudet siirtyvat
samanlaisina kaikille matriiseille ja

matriisit samoin kuin niiden erikoistapaukset vektorit muodostavat
lineaariavaruuden:

Olkoot A, B ja C m x n — matriiseja seka a ja b vakioita.

(Ks. edelta (1) — (8) vektoreille.)
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(1)A+B=B+A (vaihdannaisuus)
(2)(A+B)+C=A+(B+(C) (litdnnaisyys)
00..0
00..0
(3) On olemassa nollamatriisi O = : . |,jolleA+0=A.
L0 0..0 -

(4) Matriisilla A on vastamatriisi —A = -[a;j] = [-aij],

jolleA+(-A)=A-A=0.

(5) a(bA) =b(aA) = (ab)A

(6)1-A=A

(7) a(A + B) =aA + aB

(8) (a+b)A = aA + bA

304



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

Kertolasku

Alun johdannossa asetettiin tavoitteeksi, etta yhtaloryhma
(moniulotteinen tilanne) voidaan ratkaista ”“vastaavalla tavalla” kuin
tavallinen 1. asteen yhtalo.

Jaatiin tilanteeseen:

Esim. Yritys tekee norsun ruoka-annoksia, joissa kaytetaan raaka-aineita
A, B ja C. Niilla ovat ominaisuudet:

A B C
Valmistettava maara (kg) X1 X2 X3
N-vitamiinin maara (mg/kg) 40 340 60

Hinta (€/kg) 10 60 20

On selvitettava, kuinka paljon raaka-aineita A, B ja C on kaytettava, kun
tehdaan 100 kg:n era, N:aa on oltava 8000 mg ja annos maksaa 2000 €?

Ehdoista saatiin yhtaloryhma:

305



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkila ©

(1) maara X1 + X + x3= 100
(2) N:n maara 40x;+340x, + 60x3= 8000

(3) hinta 10x:+ 60x, + 20x3= 2000

Yhtaloryhmasta “irrotettiin” omiksi kokonaisuuksikseen:

kertoimet, joilla
X1 ,X5 ja X3 |tuntemattomat| side — ehdot
on kerrottu

1 1 17 X1 100
40 340 60|=A [le =X l8000] =b
10 60 20 X3 2000
N 7
_ f .. muuttujien ja side —
kerroinmatriisi ehtojen vektorit

Yhtaléryhman ratkaisu X riippuu kerroinmatriisista A, ja side-ehtona
olevasta vektorista b.
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Matriiseille ja (vektoreille) on maariteltava niiden kasittelyssa
tarvittavat operaatiot niin, etta

- yhtaloryhma voidaan esittaa vastaavalla tavalla kuin tavallinen
lineaarinen yhden muuttujan yhtalo

Ax=b (?)

- ja my0s ratkaista se kaanteisluvulla kertomista ”“vastaavalla tavalla”
(kaanteismatriisin(?) avulla).

Jotta tama onnistuu, myoskaan (vektorien yleistyksen) matriisien
kertolaskua ei ole tarkoituksenmukaista maaritella “intuitiivisesti
luonnollisimmalla tavalla” vaan

maarittely on analoginen vektorien kertolaskun kanssa:

1 1 1
Jos kerroinmatriisista A = [40 340 60] "irrotetaan” ensimmainen
10 60 20
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vaakavektori ja lasketaan sen skalaaritulo muuttujavektorin kanssa

(1,1,1)(x1X2,X3) = Ix1 + Ixo +1X3 = X1 + X2 +X3,
saadaan yhtalon (1) vasen puoli.

Samalla tavalla

(40,340,60) «(x1 X2,X3) = ...

ja

(10,60,20) -(X1,X2,X3) =

Taman mukaan sovitaan, etta merkinta Ax tarkoittaa edella laskettujen
skalaaritulojen muodostamaa pystyvektoria

1 1 1 X1 X1+ X + X3
AX = [4() 340 60] X [le = [40x1 + 340x, + 60x3
10 60 20 X3 10x; + 60x, + 20x5

Nyt merkinnalla
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100
Ax=b © [ 340 60] Xz 8000
60 20 2000

on sama sisalto kuin yhtaloryhmalla.
Taman mukaan maaritellaan:

Matriisit A ja B ovat yhteensopivia, jos
A on mx I—matriisi jaBon I X p-matriisi

™ huom. 7

B all alz T aln T

A= | Qi1 Aj2 .- Ajn ja B =

_aml amz nan amn .
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Matriisitulo A x B maaritellaan A:n rivien ja B:n sarakkeiden
maarittelemien (n-komponenttisten) vektoreiden skalaaritulojen
avulla:

A x B = C = [c;], missa alkio

cij = (@j1,aj2, .-, Ajp )'(blj,ij,' Ty bnj)
Siis

- matriisista A otetaan i:s rivi

- matriisista B otetaan j:s sarake

- ja lasketaan niiden skalaaritulo.

- Rivi voidaan valita A:sta m kertaa ja sarake B:sta p kertaa.

Silloin C = A x B on tyyppia m x p.

Myos lyhyenpaa merkintaa AB = A x B kaytetaan.
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0 1
. 123
Esim. AxB=[ ]x[—l 2]
£5im 45 6
4 1
2x3 3x2

[1:0+2-(-1)+3-4 1-14+2-2+3-1] 110 8
1 4-0+5-(-1)+6-4 4-1+5-2+6-1] 119 20

2X2
100 -2 4 -3
Esi I3xD=[O 1 O]x[ 5 4 O]
0 01 1 —3 8
-2 4 -3
[5 o]
1 —3 8
Samoin on
-2 4 -3 10 O —2 4 -3
5 4 Ox] 010 |= 5 4 0|=D
1 —3 8 0 01 1 —3 8
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Matriisikertolaskun saannot seuraavat vektorien skalaaritulon
ominaisuuksista:

(1) (AB)C = A(BC) (litdnnaisyys)

kun A on mxn, B on nxp- ja C on pxr-matriisi.

(2) A(B + C) =AB + AC,
kun A on mxn-, B ja C nxp-matriiseja.
(3) (A +B)C=AC + BC, (osittelulait)

kun A ja B ovat mxn-matriiseja ja C on nxp-matriisi.

(4) A(aB) = (aA)B = aAB

kun A on mxn- ja B on nxp-matriisi ja a€R on vakio.

(5) (AB)" = BTAT, kun A on mxn- ja B on nxp-matriisi.
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Esim. (saanto (5))

1 2
A=[O—1]ja B=[12

S 01
1 4
AB = =l 0o—-1
3 4
(AB)T =
1 01f1 0 3
TT=
BA -21][2—1—2
1 0 3
4 -1 4] = (AB)!

Vaihdannaisuus ei yleisesti ole voimassa, vaan yleensa on
Ax B # B xA.

- Voi olla, etta A ja B eivat edes ole yhteensopivia molemmin pain.
Esimerkiksi, jos A on 2 x 5 - matriisi ja B on 5 x 4 — matriisi, Ax B on
maaritelty, mutta B x A ei.
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- Vaikka A ja B olisivatkin molemmin pain yhteensopivia, AxBjaBxA

eivat valttamatta ole edes saman tyyppisia:

Esim. A=[2 1]jaB=[_i ]

AB

BA

Esim.(jatkoa) Jos yhtaléryhmassa Ax = b

=

1 1 1 X1 100
[40 340 60] x [X2]= 18000
10 60 20 X3 2000

ei kiinniteta side-ehtoa b, vaan
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- annetaan ainemaarien X1, Xz ja X3 maarata

- annoksen painon y1,N:n maaran y, ja hinnan ys

- matriisin A sisaltamien saantdjen mukaan,

niin matriisi A maarittelee (lineaarisen) funktion,

joka kuvaa

kaikki mahdolliset ainemaarayhdistelmat X = (x1,x2,X3)ED=R*xR*xR* niita

vastaaviksi

paino- N:n maara-hinta-yhdistelmiksi y = (y1,¥2,y3)EV=R*xR*xR*.

Taman funktion symbolina kdaytetdaan samaa merkintaa, kuin sen

maarittelevasta matriisista:

A:D >V, ¥ = AX
Tarkemmin
Y1 1 1 1 X1
y=\|¥Yz2|= [40 340 60] X X2
V3 10 60 20 X3

X1+X2 +X3

]: [40){1 + 340x, + 60x3|.
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Jos raaka-aineita on esimerkiksi A=5kg, B=10 kg ja C=20 kg eli

X = [ ‘ niin vastaava paino, N:n maara ja hinta-yhdistelma on

1 5 35
= [40 340 60]X 10| = = 4800].

10 60 20 20 1050

Samalla tavalla jokainen m x n-matriisi A maarittelee funktion

A:R" > R™, § = AX

- dqq A12 .. Aqp T [ d11Xq T 12Xy + 0 ApXp T

dj1X1 —+ dj2X2 + - 4 dinXp

<l
]
>
Xi
]
=
[ERN
o
N
o
=
x
]

_Xn_ . . .
- aml amz L] amn - _am1X1 + am2X2 + cec + aman_

m x n nx1 mx1

Tallaista funktiota sanotaan (matriisin A maarittelemaksi)
lineaarikuvaukseksi.
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Esim.(jatkoa) Yhtaloryhmaa

1 1 1 X1 100
[40 340 60]X X2|= 18000
10 60 20 X3 2000

ratkaistaessa halutaan vastaus kysymykseen:

X1 100
Mika on x = [X2 |, jos Ax = [8000]?
X3 2000

Vastaavasti voidaan kysya neliomatriisin A maarittelemaan
lineaarikuvaukseen liittyen yleisemmin:

X1 Y1
Mikaonx = |X2|,jos AXx=|Y2|=y?
X3 Y3

Siis voidaanko matriisista A lahtien selvittaa kaanteinen saanto, joka
”palauttaa” y:n x:ksi, jos ensin on y = AX.

Jos tallaisen saanndn maaritteleva matriisi on olemassa, se maarittelee
A:ta vastaavan lineaarikuvauksen kaanteisfunktion. Tallaista matriisia
sanotaan A:n kddnteismatriisiksi ja merkintana kaytetaan A,
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A
X1 Y1
[ ] [ ]
X =1X2 V =1Y2| = Ax
"3 N\/ /3
= A'l \_I
A—l

Kaanteismatriisi A voidaan johtaa A:n sisdllosta monella tavalla, mutta
ensin tarvitaan lisaa tietoa matriiseista (, josta vain osaa tarvitaan
edellisen pienen ongelman ratkaisemiseen).

Tata varten tarvitaan determinantin kasite:

Neliomatriisin determinantti

Esim. (jatkoa) Loitsujen tuottoa kasittelevassa lineaarisessa
optimointitehtavassa edella olivat rajoitteita vastaavat suorat
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1. 30x + 60y = 24000 (1. vaiheessa kaytetty maksimiaika)

60y = -30x + 24000

-30 24000
y=—/—Xx+
60 60
y =-0.5x + 400
2. 10x + 5y = 4800 (2. vaiheessa kaytetty maksimiaika)

Sy = -10x + 4800

_-10 +4800
Y=os X 5
y=-2x + 960

1200

o
o
o

00
o
o

Rajoitteita 1. ja 2. vastaavat
tasa-arvosuorat, joissa

tuotantokapasiteetit

PL:n mairi/tévuoroy
3
o

H
o
o

(24 000 min ja 4800 min)

N
o
o

olisivat kokonaan kaytossa:

EansS:

o

200 400 600

o

800

EL:n maara tyovuoron aikana x

1000
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Suorien kulmakertoimet ovat erisuuruisia.

Taman vuoksi ne leikkaavat toisensa tasmalleen yhdessa pisteessa ja
vhtaloparilla on 1-kasitteinen ratkaisu (373.3,213.3).

Silloin yhtaloparin kertoimista edella nakyy, etta

-0.5#-2

—-30 —10
o — F—
60 5

< 30-5+ 60-10

30-5-60-10#0
Yhtal6paria vastaava matriisiesitys on

A X

[To “sIyl=[ “sso0 |

Siis yhtaloparilla on 1-kasitteinen ratkaisu, kun kerroinmatriisin
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Ao [a b] 130 60]
c d 10 5

alkioilla on ominaisuus ad — bc = 30-5 - 60-10 (= -450) # 0.

Tata (nelio-)matriisia A vastaavaa lukua sanotaan matriisin A
determinantiksi ja siitd kaytetdan merkintaa det A tai |A|.

Siis 2x2-matrisilla A = [ : l; ondet A= I - bc.

Yleinen nxn — matriisin determinantin maarittely, laskeminen ja
geometrinen tulkinta ei ole yhta yksinkertainen, mutta laskeminen
palautuu edelliseen erikoistapaukseen.

Matriisin A alimatriisiksi sanotaan matriisia, joka saadaan A:sta
jattamalla siitad pois joitain riveja ja/tai sarakkeita.
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Esim.(jatkoa) Terveysvalmisteiden hintamatriisin

Kl TU IP
P=[O.80 0-60 2.00] vuodet
0.30 6:80- 4.00

eras alimatriisi on ( 1. rivi ja 2. sarake pois) on
P1 =
Neliomatriisin A determinantti, josta kaytetaan merkintoja

ai; a2 ... A1y

detA= |A| =| Qi1 Qiz ... Qin | mddiritelldén rekursiivisesti :

An1 An2 - Ann

1. Kun n=1ja A = [ai1], niin detA = a;; .
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2. Determinantin kehittéminen i:nnen rivin mukaan:

dq11 d12 .. dqn

detA=| 4j1dj2 -+ Ajp

anl anz Y ann
n

— i+]j

= Z(—l) T aAy,
j=1

missa Aj on A:n sen alimatriisin determinantti, josta on jatetty pois
i:s rivi ja j:s sarake.

Siis 1) 2) 3)

N J 4

n
detA = Z(—1)i+i a;jAjj
j=1
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+ —_ +...

1 -1 i+j s se se ee merk-n
) (-1)* T m3aaraa i Lo oq..

2) Jokaista i:nnen rivin alkiota aj1, ai, ..., ain kohti summaan tulee
yhteenlaskettava, jossa aji:lla kerrotaan

3) ajj:ta vastaavan alimatriisin determinantti Gi— Gt

jossa on jatetty pois i:s rivi ja j:s sarake.

4) Alideterminanttien A; laskemiseen toistetaan samaa menettelydi,
kunnes alimatriiseissa on vain yksi alkio.

Esim. 2x2-matriisi A= [4 B ‘L;] (merkit [t I])
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a) 1. rivin mukaan:

1) 2) 3) 1) 2) 3)

detA = (-1)*1- 4 - det[-7] + (-1)'*>- 5 - det[3] =+ 4 - (-7) -

R
= 4-(-7) - 5-3 = -43.

b) 2. rivin mukaan:

detA = |3 _ 7

a)-kohdasta nakyy hyodyllinen sdanto 2x2-matriisin determinantin
laskemiseksi: (Vrt. aikaisempaan johdattelevaan esimerkkiin.)

|a 3|=ad—bc

4 3

c)det AT = |5 _ 7

|=4+n-}5=43
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Voidaan osoittaa, etta kaikille neliomatriiseille on det AT = det A.

Siita seuraa, etta determinantti voidaan laskea myo6s kehittamalla se
samalla tavalla j:nnen sarakkeen mukaan.

21 3 + — +
Esim. 3x3-matriisi A=]|4 5 6 (merkit [ — + — )
789 + — 4

1. rivin mukaan:

213
4 5 6
7 89

=+z-|g 8|(-1)-1-|‘; g|+3-|‘; 55;|

=2(5-9-68)—(4-9-67) + 3:(4-8-57)
=9

2. sarakkeen mukaan:

213
4 56
7 89

= =-9
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Neliomatriisien determinanttien ominaisuuksia:

Voidaan osoittaa (todistukset sivuutetaan):

1. Jos matriisin A jonkin rivin tai sarakkeen kaikki alkiot ovat nollia,
niin det A = 0.

2. Jos matriisi B saadaan kertomalla matriisin A jonkin rivin tai
sarakkeen kaikki alkiot vakiolla c, niin det B = c-det A .

3. Jos matriisin A kaksi rivid (saraketta) vaihdetaan keskendiéin,
determinantin merkki muuttuu.

4. Jos matriisissa A on kaksi (tai useampia) samaa rivid, niin det A = 0.

5. Jos matriisin A k:s rivi (sarake) kerrotaan vakiolla c ja liséitéién
i:nteen riviin, determinantin arvo ei muutu.
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6. det AB =det A - det B

7. det AT=det A

Erityisesti 5. ominaisuus voi helpottaa paljon laskutyota:

Esim. (jatkoa edelliseen) A =

- 1. rivi kerrotaan .IIa ja lisataan 2. riviin:

4+-25+-16+-3] [030
78 9

- B:n determinantti kehitetaan 2. rivin mukaan: (merkit
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Matriisia voidaan muokata saannon 5. avulla, kunnes jollakin rivilla

(sarakkeella) on vain yksi ykkosesta poikkeava alkio.

Kaanteismatriisi

Esim. Matriiseilla

a=[5 5 liee= [ 3]

”sattuu olemaan” ominaisuus

S]X 3 5]

BAz[_g —31"12 3

jasamoin AB=1;.
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Silloin sanotaan, etta B on A:n kaanteismatriisi, josta kaytetaan
merkintaa A (ja samoin B = A).

Siis

Jos tyyppia n olevilla neliomatriiseilla A ja B on ominaisuus
BA = I, = AB,

ne ovat toistensa kdidnteismatriiseja.

A:n kdanteismatriisista kdytetaan merkintaa A2,

Jos neliomatriisilla A on kaanteismatriisi, sita sanotaan
epasingulaariseksi.

Voidaan osoittaa, etta A on epasingulaarinen tasmalleen silloin, kun
det A # 0.

Kaanteismatriisi A voidaan johtaa A:sta monella tavalla. Seuraava
Cramer’in menetelma perustuu matriisin A kofaktorien laskemiseen:
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1) 3)
Matriisin A alkiota aj; vastaava kofaktori on (-1)"*A;;, missa
Ajj on sen A:n alimatriisin determinantti,

josta on jatetty pois i:s rivi ja j:s sarake.

Siis
+ — +
1) (-1)* maaraa merkin -t
+ — +
(Huom. 2) Alkio aj; ei ole mukana.)
a11 e 'aF--. aln
3) ajj:td vastaava alideterminantti Ajj= | —— w

i:S rivi ja j:s sarake pois

Voidaan osoittaa, etta
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missa adjungoitu matriisi adjA saadaan A:sta

- korvaamalla alkiot a;; kofaktoreillaan (-1)*Aj; ja

- transponoimalla ndin saatu matriisi.

Todistukset sivuutetaan. Tuloksen voi aina tarkistaa matriisikertolaskun
avulla.

Esim. A= [

_ N
Ul W N
N AW
e—]

1) A:n determinantti voidaan kehittaa varsin helposti minka tahansa
rivin tai sarakkeen mukaan.

Seuraavassa (harjoituksen vuoksi) ensin muokataan A:ta niin, etta 1.
rivilla kaikki muut alkiot paitsi ensimmainen alkio ovat nollia.

Sen jalkeen muokatun matriisin determinantti kehitetaan 1. rivin
mukaan.
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1) detA =

_ N

N Ul W N
HE W

1.sarake kerrotaan
—2:1laja lisdtaan
2.sarakkeeseen

_ |—1 =2 o272 | o273
= 1 -0 + 0-

3 4 11— 4l 13— 3
=1:(-1-4 - (-2)-3)

=2 # 0, joten A on epasingulaarinen.

2) A:n alkiot korvataan kofaktoreillaan:

+ = +
_+_
+ — +

)

_ N
Ul W N
N bW

] (merkit
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lssl =gl Ll

.. e

[3-7—4.5 —(Q2:7—4-1) 2-5-3-1]
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3) Taman transpoosina saadaan

adj A= ja
1 1 -1 1/2  1/2 —1/2
4) A'1=%l—10 4 2]=[ -5 2 1
7 -3 -1 7/2 —3/2 —1/2

Tuloksen voi tarkistaa kertolaskulla.

Maaritelman mukaan on oltava AA1 =13 = A1A:

1/2 1/2 —1/2 123
AlA=| -5 2 1 ]x[234]
7/2 —3/2 —1/2 157
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o O
o = O
_ O O

I—
"
W

Samalla tavalla saadaan AAl=15.

Voidaan osoittaa, etta seuraavat sadannot ovat voimassa
kadanteismatriisille:

Jos A ja B ovat epasingulaarisia ja k on vakio, niin

(1) (A7) = A

(2) (AB)!=B?A"
(3) (kA)? = A

(4) (AT)* = (A1)
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Erikoistapaus: Matriisia A sanotaan ortogonaaliseksi, jos Al = A.

Esim. (jatkoa) Yhtaloryhma

(1) paino X1 + X2 + x3=100
(2) N:n m3ara  40x;+340x, + 60x3 = 8000

(3) hinta 10x:+ 60x, + 20x3=2000

esitettiin matriisimerkinnoin

1 1 1 X1 100
Ax=Db = [40 340 6O]X X21= 180001 .
10 60 20 X3 2000

Ratkaisua varten tarvitaan Al;

1) Determinantin kehittaminen
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+ - +
(esim.) 1. rivin mukaan: (merkit |— + —|)
+ — +
_ 340 60 40 60 140 340
|A|'I1| 60 20l 110 20l 170 60
= (340-20 - 60-60) — +
=2000 # O,

joten A on epasingulaarinen ja A:lla on kdanteismatriisi A, jonka avulla
yhtaléryhma voidaan ratkaista.

2) Kofaktorit

[I |34O 60 . |40 60 40 340 ]
60 20 10 20 10 60
- 40 300 |
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[ 340-20 - 60-60 -(40-20 - 60-10) 40-60 - 340-10

1-340 - 1-40

3200 —200 —1000
40 10 — 50
—280 — 20 300

3) Transponoimalla saadaan tasta

adjA=..
) 3200 40 -—280
4) A'1=m —200 10 — 20
—1000 — 50 300

—-0.1 0.005 -—0.01

[ 1.6 0.020 —0.14]
—0.5 —0.025 0.15
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Yhtaléryhman ratkaisu saadaan kaanteismatriisin avulla:

Ax=b & Al AX)=Alb & (A'A)x=Alb ©Ix=Alb

=

Tassa saadaan

X1 1.6 0.020 —-10.14
X = [le = [—0.1 0.005 — 0.0l]x[ ]
X3 —0.5 —10.025 0.15

o 4

10
50

Siis annetut ehdot toteutuvat, kun A:ta on 40, B:ta 10 ja C:ta 50 kg.
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Matriisi A maarittelee

lineaarikuvauksen A:D - V, missa

Y1 1 1 1 X1 X1 + X2 + X3
y= [Yz = AX = [40 340 60] X [le = [40x1 + 340x, + 60x5]|.
V3 10 60 20 X3 10x; + 60x, + 20x3
joka kuvaa

kaikki mahdolliset ainemaarayhdistelmat X = (x1,x2,X3)ED=R*xR*xR* niita
vastaaviksi

paino- N:n maara-hinta-yhdistelmiksi y = (y1,y2,y3)EV=R*xR*xR*.

K3aanteismatriisi Al maarittelee taman lineaarikuvauksen

kadnteisfunktion A1:V > D, missa

X1 1.6 0.02 -0.14 Y1
x=|X2=A'y =|-0.1 0.005 —0.01] x |¥2
X3 —0.5 —0.025 0.15 y3

1.6y; +0.02y, — 0.14y,
—0.5y; — 0.025y, + 0.15y;
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A
X1 Y1
(] e _
X = Xz] y= [Yz]
X3 “\/ Y3
=Aly = AX
A-l

Yhtaléryhman ratkaisussa tarkasteltiin tassa erikoistapausta, jossa
X1 40 Y1 100

matriisi A kuvaa vektorin X = |X2| =]10| vektoriksiy=1Y2|=|8000
X3 50 y3 2000

ja kdanteismatriisi A1 ”kuvaa y:n takaisin” vektoriksi X.

Kun kasitteet on opittu, matriisioperaatioiden vaivalloinen kasityona
laskeminen voidaan hoitaa helpommin (esim.) Excelin avulla.

Tassa muutamia ohjeita tarvittavista “taikasanoista”:
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Yhteenlasku ja vakiolla kertominen kady hyvin samalla tavalla kuin
yksittaisissa soluissakin:

Edella oli esimerkki, jossa matriisissa A olivat rivien suunnassa saatu
tuotto kolmesta tuotteesta ja sarakkeiden suunnassa kuukaudet 1 ja 2
ja matriisissa B vastaavasti tuotantokustannukset. Voittoa kuvaa
matriisi A-B, joka saadaan laskemalla (tdassa taulukossa)

(esim.) soluun B8 =B3+E3 + Enter ja kuljettamalla B8:n kulmasta hiirta
yli kahden sarakkeen ja kolmen rivin.

A B C D E F G H
1
2
3 2,6 4,3 2,1 4,3
4 A= 1,4 0,7 B= 0,9 0,6
5 3,8 2,8 3,9 2,2
6
7
8 0,5 0
9 A-B= 0,5 0,1 AT= 2,6 14 3,8
10 -0,1 0,6 4,3 0,7 2,8
11

Matriisin A transpoosi A" saadaan, kun

- varjostetaan oikean kokoinen (tdssa 2x3) alue tassa esim. sarakkeisen
E,F ja G jarivien 9 ja 10 kohdalle ja "lukitaan” alue painamalla 2,

- kirjoitetaan (tassa) soluun F9

Shift+Ctrl+Enter

=TRANSPOSE(B3:C5) ja painetaan
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Matriisien kertolaskuun, determinantin laskemiseen ja

kdaanteismatriisin maaraamiseen tarvittavat toiminnot
MMULT, MDETERM ja MINVERSE saa polulta

INSERT - FORMULAS - Math&Trig

tai ne voi kirjoittaa suoraan Excel-taulukon soluihin.

Tehdas vie maasta elintarvikkeita A, B ja C, joiden keskihinnat ($/t) ja

maarat (tonnia) ja keskihinnat (S/t) olivat:

Maarat Hinnat
Vuosi C A B
2010 21.5 25.7 4058 5990
2017 32.2 27.9 10286 12402
A B C D E F G H
1 4058 5990 1909
2 P= 10286 12402 3009
3
4
5 Q= 11,3 21,5 25,7
6 26,2 32,2 27,9
7 PxQT=| 228701,7 | 352458,7
8 11,3 26,2 460206,1 | 752788,7
9 Q'= 21,5 32,2
10 25,7 27,9
11
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Tulomatriisi PxQ' saadaan, kun

- varjostetaan oikean kokoinen alue (tassa) sarakkeiden G ja F ja
rivien 7 ja 8 kohdalle ja ”lukitaan” alue painamalla f2,

- kirjoitetaan (tassa) solun G7 kohdalle

=MMULT(B1:D2;B8:C10) ja painetaan Shift+Ctrl+Enter

Hintamatriisin P ja maaramatriisin Q' tulo PxQ" kuvaa vuosien 2010 ja
2017 vietyjen "maarakorien” arvoa vuosien 2010 ja 2017 hinnoin, mista
voidaan mm. laskea Laspeyres’n ja Paaschen hinta-ja volyymi-indeksit.

Yhtaloryhma (1) paino X1 + X2 + x3=100
(2) N:n maara  40x;+340x, + 60x3=8000
(3) hinta 10x;+ 60x, + 20x3=2000
esitettiin matriisimerkinnoin

1 1 1 X1 100
Ax=Db = [40 340 6o]x X21=18000].
10 60 20 X3 2000
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Epdsingulaarisuuden varmistamiseksi tarvitaan detA, joka saadaan
- kirjoittamalla esim. solun F3 kohdalle (tassa)

=MDETERM(B2:D4) ja painamalla Shift+Ctrl+Enter

A B C D E F G H
1
2 1 1 1
3 A= 40 340 60 2000
4 10 60 20
5
6 1,600 0,020 -0,140
7 -0,100 0,005 -0,010
8 -0,500 -0,025 0,150
9
10
11

A:n kaanteismatriisi A saadaan, kun

- varjostetaan oikean kokoinen (tassa 3x3) alue tassa esim. sarakkeisen
B,C ja D jarivien 6,7 ja 8 kohdalle ja “lukitaan” alue painamalla f2,

- kirjoitetaan (tassa) soluun B6

=MINVERSE(B2:D4) ja painetaan Shift+Ctrl+Enter
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