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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Rakennefunktio ja toimintapolut (1/2)

* Olkoot P4, ..., P; koherentin jarjestelman
minimitoimintapolut ja
1, jos kaikki P;:n komponentit toimivat
aj(x B {O jos jokin P; nkomponenttl el toimi

Patee
ai(x) = rrel})n X; = Hx,;
lEPj
Jarjestelma toimii, jos jonkin toimintapolun komponentit toimivat
1,jos aj(x)=1 jollekin toimintapolulle
P(x) = {O, jos aj(x)=0 kaikille toimintapoluille
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Rakennefunktio ja toimintapolut (2/2)

e Saadaan siis
S

d(x) = mjaxozj(x) = mjaxl_[xi =1- H(l — nxi>

iEPj j=1 iEPj
— Rakennefunktio on siis yksikasitteisesti esitettavissa
minimitoimintapolkujen rinnakkaisjarjestelmana

* Esimerkki __1_{3 }_

— minimitoimintapolut (1,1,0), (1,0,1)

d(x) =1— (1 —2x1x)(1 —x1%3) = XX + X1 X3 — X1 XX3
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Rakennefunktio ja katkosjoukot (1/2)

* Olkoot (y, ..., C koherentin jarjestelman minimikatkosjoukot ja

B;(x) ={

e Patee

1, jos ainakin yksi komponentti C;:ssa toimii
0, jos mikaan komponentti C;:ssa ei toimi

Bi(x) =maxx; =1— 1—[(1 — X;)

iECj J
lECj
e Jarjestelma ei toimi, jos jonkin minimikatkosjoukon kaikki
komponentit pettavat

|1, jos Bj(x)=1 kaikille katkosjoukoille
p(x) = 0, jos 5;(x)=0 jollekin katkosjoukoille
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Rakennefunktio ja katkosjoukot (2/2)

e Talloin

$(x) = min;(x) = ]_[ﬁ, (x) = 1_[ (1 [a-=

lEC]

|

 Rakennefunktio siis ykS|kaS|tte|sest| esitettavissa

minimikatkosjoukkojen sarjajarjestelmana

e Esimerkki

— minimikatkosjoukot (1,0,0,), (0,1,1) —

1

¢(x) =[1—(1—x)][1 = (1 —x3)(1 —x3)]
= X1 [x3 + x3 — x5x3]
= X1Xy + X1X3 — X1X2X3

1

}
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Jarjestelman luotettavuus

e Komponentin i tila on satunnaismuuttuja
_ | 0,jos komponentti i ei toimi
~ |1, jos komponentti i toimii

* Komponentin i luotettavuus p; = P|X; = 1]

—  Tilavektorista vastaavasti saadaan siis tn-vektorip = (p4, ..., Pn)

— Huom! Tarkasteluajankohta tasmennettava, muuten ei mielekas maaritelma
« Jarjestelman luotettavuus r(p) = P[¢p(x) = 1]

—  Kaytetaan myods termia luotettavuusfunktio

—  Voidaan maarittda odotusarvona r(p) = E[¢p(x)], koska ¢ (x) on bindarimuuttuja
e Esimerkkeja

—  Sarjajarjestelma toimii, jos sen kaikki komponentit toimivat (oletetaan nama
riippumattomiksi) =

@) =plo@ =1 =p[[[_x=1]=]]_rxi=1=]]_n

X;

— Rinnakkaisjarjestelmalle
r(p) =1- ‘ ‘ 1(1—Pi)
1=
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Luotettavuuden laskennasta (1/3)

* Toimintapolut

— Jarjestelma toimii, jos jokin toimintapolku kunnossa

— Luotettavuus on siis tn sille, etta tilavektorina on toimintapolku

— Jarjestelman luotettavuus = toimintapolkujen tn:ien summa

—  Esim. 2/3-jarjestelman toimintapolut (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)

r(p) = (1 —ppaps + (1 —p2)p1ps + (1 — p3)p1D2 + P1P2P3
= p1P2 + P1P3 + D203 — 2P1P2P3

— Tn:ien p; sijoittaminen X;:iden paikalle rakennefunktiossa
¢X) =1—-(1—-XX)(1 — X1 X3)(1 — XX3)

ei anna oikeaa odotusarvoa, koska talléin tulee vaaria tulotermeja (p;)?.
Ts. bindaarimuuttujille patee

E[X?] = E[Xi] =p;
— Sama luotettavuus saadaan odotusarvona
El[¢(X)] =E[1-(1—-X1X)(1 — X1 X3)(1 — X, X3)]
= E[X. Xy + X1 X3 + Xo X3 — X£X, X5 — X1 X2X3 — X1 X, X5 + X7 X2X2]
= E[X X, + X, X35 + X, X3 — 2X, X, X3] = r(p)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Luotettavuuden laskennasta (2/3)
. KatkOSJOUkOt

Jarjestelma ei toimi, jos joku katkosjoukko toteutuu

Luotettavuus saadaan siis vahentamalla yhdesta tn sille, etta tilavektori on
katkosjoukko

—  Katkosjoukot L
(O’OIOIO), (0’0’0’1)’ (OIOI]"O)’ (0’0,1’1) ja (0,1’0'0) T

— Naéin luotettavuudeksi saadaan 5 { & }
r) =1—(1—p)A —p)(1 —p3)(1 —ps)
—(1=p)(A = p2)(1 —p3)ps — (1 = p)(1 = p2)p3(1 — ps)
—(1 = p) (A = p2)p3ps — (1 = p)p2(1 = p3)(1 — ps)

e Ehdollistaminen

— Jarjestelman toiminta voidaan ehdollistaa jonkun avainkomponentin
toiminnalle

r(p) = P(¢p(1;,x_))P(x; = 1) + P(¢p(0;,x_;))P(x; = 0)
=r(1;,p-)p-; + (0, p_) (1 —p_;)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Luotettavuuden laskennasta (3/3)

Ehdollistaminen (jatk.)

—  Tarkastellaan jarjestelmaa — 1 —3
2 ]7
N4

- Ehdollistetaan jarjestelman komponentille 2
A: Komponentti 2 toimii B: Ei toimi

S

r(p) =1-1—-p3)(1—p,)

— A:n luotettavuus

- B:n luotettavuus
r(p?) =1—- (1 —p1p3)(1 —py)

- Koko jarjestelman luotettavuus siis
r(p) =1 -1 —-p3)(X—p))p, + (1 — (1 —p1p3)(1 —py))(1 —p2)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Luotettavuuden tarkeys

« Koherentissa jarjestelmassa komponentin luotettavuuden tarkeytta

kuvaa
ar(p)
L.(i) = i=1,..,

— Ts. miten paljon jarjestelman luotettavuus muuttuu, jos yksittaisten komponentin
luotettavuus muuttuu?

—  Luotettavuuden ehdollistamiskaavaa kayttaen tama voidaan kirjoittaa muodossa

L) =r(1;,p-;) —r(0;,p_;)

—  Kunnossapito kannattaa pyrkia kohdentamaan luotettavuudeltaan tarkeimpiin
komponentteihin

Huom! Riskitarkeysmitoista tulee

—  Esim. sarjajarjestelmassa i:nnen komponentin luotettavuus my&hemmin lisd&. Tata mittaa
n kutsutaan myds Birnbaumin mitaksi
r(p) = ‘ ‘ - Pj
J=1

0
(D) = gg) B 1_[]'# P

Ts. tarkeys suurin komponentille, jonka luotettavuus pienin (tdlléin muiden tulo suurin)
—"ketju on yhta vahva kuin sen heikoin lenkki”
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Laskenta-approksimoinneista (1/4)

 Huomioita

— Rakennefunktion kayttéon perustuvat em. laskutavat antavat
tarkan luotettavuusarvon

— Komponenttien oletetaan kuitenkin olevan toisistaan
riippumattomia vailla yhteisia vikaantumissyita

— Isoissa jarjestelmissa tarkka laskenta tulee raskaaksi =
tarvitaan approksimaatioita

— Koherenttien jarjestelmien approksimaatioiden aaripaina
sarja- ja rinnakkaisjarjestelmat, joten

n n

| piSr(p)Sl—‘ ‘ (1—p;)

1=1 =1

» Ei kuitenkaan kovin kayttokelpoinen — jos esim. nelja komponenttia
yhteisella tn:1la p = 0.9, niin rajoiksi saadaan 0.94 = 0.6561 ja 1-(1-0.9)-4 =

0.9999, mitka ovat liian valjat
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Laskenta-approksimoinneista (2/4)

* Minimitoimintapolut ja -katkosjoukot
— Jarjestelma voidaan kuvata sarjaankytkettyina

minimikatkosjoukkoina tai rinnakkainkytkettyina
minimitoimintapolkuina
— Naista saadaan luotettavuusrajat

1_[1;1 [1 B niecj(l Tr)|sTip)s1- 1_[;1 [1 B Hiepjpi]

— Komponentit voivat olla useilla toimintapoluilla ja useissa
katkosjoukoissa, kyse approksimaatiosta

a8 D
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Laskenta-approksimoinneista (3/4)

* EsimerkKi
—  Minimitoimintapolut 1
{1}, {2,31,{2,4} — —
— Minimikatkosjoukot 2 { }
{1,2},{1,3,4} 4
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A?

Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Laskenta-approksimoinneista (4/4)

 Esimerkki jatkuu
—  Minimitoimintapoluista saadaan luotettavuudelle ylaraja 1

r(p) =1-A-p)A—pap3)(1 —p2ps) |
3

—  Minimikatkosjoukoista saadaan luotettavuudelle alaraja L[5 { }
r(p) = [1 -1 -p)A ~pp)] X 2

[1-(1—p)(A—p3)(1—p,)]

— Jos kaikkien komponenttien tn:t samoja, niin
A-1-p)HA-0-p)<r(P)<1-1-p)(A-p*)?

»p

—  Tarkka arvo voidaan laskea seuraavista toisensa poissulkevista katkosvektoreista
(OIOIOIO)I(OIOI1IO)I(OIOIOI1)'(0101111)1(0111010)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Komponenttien elinika

e Komponentin elinikaa kuvataan satunnaismuuttujalla T
—  Tiheysfunktio f(t), kertymafunktio F(t)

*  Eloonjaamisfunktio S(t) (survivor function)
—  onse tn, ettd komponentti toimii ainakin ajanhetkeen t asti, ts. S(t) = P[T > t],t =0

. Huomioita
—  Yleensa oletetaan, etta komponentti on toimintakuntoinen tarkastelujakson alussa
= S5(0) =1
—  Jatkuville tn-jakaumille patee
1=P[T <t]+P[T =t] =F()+S(t)
= S(t) =1—F(t)
- Edelleen
L]lm Sit) = thm(l —F@)=1- 11m F(t)=0

—  Ehdollinen eloonjad@misfunktio St|7x4(t)on tnsille, etta JarJesteIma toimii ainakin hetkeen t asti
ehdolla, ettd se on toiminut hetkeen a asti (so.t = a)

¢ _PITzaNT =zt _PIT=t] _S® |
rirza(t) = P[T>a]  P[T =ad] S(a)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Esimerkkeja eloonjaamisfunktioista

* Seuraavista eloonjaamisfunktio
S1(t) on parempi, koska
51(t) = S,(¢)

 Ehdolliset eloonjaamisfunktiot

— Esim. henkivakuutusten myyntiehdot y
voidaan ehdollistaa sille, minka
ikainen vakuutettava henkilo on
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Riskitaajuusfunktio

. Riskitaajuusfunktio (hazard function) kertoo, miten altis hetkeen t asti toiminut

komponentti on vikaantumaan hetkella t
—  Sovelletaan raja-arvolaskentaa

Plt<T<t+A]
Plt<T<t+A|IT>t]= PIT 1

S —S(t+4)
B S(t)

- Keskimaarainen vikaantumistn A levyisella intervallilla

S(t)—S(t+4)
S(HA

- Hetkelliseksi vikaantumistaajuudeksi saadaan
S(t)—S(t+A
h(t) = lim ©) ( )
A-0 S(t)A

—  Todennakoisyystulkinta: milla tn:lla komponentti vikaantuu seuraavan A pituisena jaksona?

h(t) A=P[t<T <t+A|T > t]

. Huom! My0s termia vioittuvuusfunktio kaytetaan samassa merkityksessa
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Muita funktioita

Kumulatiivinen riskitaajuusfunktio
S'(7)

o = [ hodr= | -5
0 0
= —In(S5()) +In(S(0)) = —In(S(1))

— Saadaan siis tlim S =0>= tlim H(t) = o
-  H(t) kasvavajaH(0)=0

dt

 Jaljella oleva elinikaodote
L(t) = E[T —t|T = t]

— Laskentaa varten tarvitaan ehdollinen tn-jakauma

f (@)

frirse(D) =<, 7=t
—  Tallsin >()
R (. o, 1 (" 3
L(t) =E|T —t|T = t] = ft (t —t) S0 dt = _S(t)ft Tf(T) dt — t
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A?

Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu

Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Funktioista toiseen siirtymiset

pats)

S(t)

hi(r)

H(t)

L(t)

f S(t) h(1) H(t) L(t)
fn) o JTf{T)d*t
. —log J-f("c)d’c t
. f F(@dv J' f(odr f = i
' ' _[ f(vydt
!
, ~§°(t) 17
- 8(0) . 0] IOE S(t) ﬂ JS(T)dT
!
o0 -—Ih(_\')d_\r
— | Dt —Ih['r)dt . jh(T)dT r e 0 dt
h(tye 0 e 0 o :
—I A(T)dT
e 0
t[{!(r)e"' Ht) e Hir) Hr(r) = EHU] -[ e-‘H{_‘T)dT
T
r 1+L(T) ! . '
1+ L) —_[ L » _‘:fEL.E‘D_d 1+ L'(1) 1+ L'(7)
e 0 (1) . dt .
e 0 L(t) L(T)

L(t)
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A?

Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Eksponenttijakauma

e Elinikafunktiot
f(£) =267

t R t d oAt R
— —At = — — =11—e" t
F(t) joze dt Afo dt( 7 ) |1 —e ]

S =1-F@)=e*

f(t) e M
h(t) = S(t) T At A
1
L(t) = z

 Eksponenttijakauma on muistiton
P[T=h+t] Sh+t) e M+

P[T—h>t|T>h] = PITSH = S D

= P[T = t]

=e M =S(t)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Elinikdodote

e Elinikaodote on vakio

L(0) = E|T] = Joor)le_hdr
0

. ‘oo e—lr jooe—lrd ‘Ooe—lr 1 -
— T — Tl = _ — =

o —A o —A o —4A A (£)
 Lause. Eksponenttijakauma on ainoa muistiton jatkuva jakauma
e Tod.

Muistittomuus tarkoittaa sita, etta t, h > 0 patee

S(it+h) =S5t)S(h)

Talloin kokonaisluvuille m, n patee
m m-—1 1 m— 2 1 1
S (—) =39S St1—1=S§ S{—|S|—
n n n n n n
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A?

Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Tod. (jatkoa)

Kun m = n, niin saadaan
n

1 1 1
s()=|(s (—) =S (—) = S(1)n
n n

Sijoitetaan tama edelliseen

m m
S (—) =S(1)n
n

Eloonjaamisfunktio jatkuva, joten suhde m/n voidaan korvata t:lla

— t
S(t) = [S(D)]
Koska S(0) = 1ja lim S(t) = 0, niin on olemassa 2. > 0 s.e. S(1) = e~*
On siis saatu S(t) = e A

m.o.t. (mika olikin todistettava).
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Jarjestelmien yllapidosta

 Periaatteellisia vaihtoehtoja
— Uusiminen (replacement)
— Ennaltaehkaiseva huolto (maintenance)
— Korjaaminen (repair)
* Uusiminen
— Vioittuneet komponentit korvataan uusilla

—  Myos muita komponentteja voidaan uusia
»  Uusiminen tehdaan jonkin politilkkan mukaisesti (ks. seuraavat kalvot)

Ennaltaehkaiseva huolto

— Huollolla pyritaan estamaan vikaantumiset
»  Esim. lentokoneen huolto — vikaantumisia ei haluta

— Huollon yhteydessa vikaantuneet komponentit korjataan tai uusitaan
» Vrt. auton huolto (jarrupalat jne.)

—  Kysymyksia
»  Miten usein huollot pitaisi tehda? missa laajuudessa?

* Korjaaminen

— Jarjestelma korjataan vain sen vikaantuessa
»  Esim. satelliitit — ennaltaehkaiseva huolto liian kallista

—  Kysymyksia

»  lkadntyvissa jarjestelmissa usein enemman vikoja — missa vaiheessa korjaaminen ei enda kannata?
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Jarjestelmien korjaaminen

* Komponenttien uusiminen

—  Kun komponentti vikaantuu, se vaihdetaan uuteen
»  Esimerkiksi lamppujen vaihto
—  Kysymyksia
»  Montako komponenttia pitdisi olla varastossa, jotta varastoimisen ja vikaantumishairididen
yhteenlasketut kustannukset minimoituvat?

»  Onko vikaantuneet komponentit pakko uusia heti?
»  Minka politiikan mukaan komponentit pitaisi uusia?

* Uusimispolitiikkoja
— Vikaantumisperustainen (failure replacement):
»  Kukin komponentti uusitaan vain sen vikaantuessa
— lkaantymisperustainen (age replacement)
»  Kukin komponentti uusitaan, kun se

vikaantuu tai

sen kayttoika saavuttaa asetetun uusimisvalin ¢ (kumpi ndista sitten toteutuukin
komponentin kohdalla ensiksi)

— Eraperustainen (block replacement)
»  Komponentti uusitaan, kun se
vikaantuu tai

tullaan uusimisajankohtaan c, 2¢, 3c, ..., jolloin kaikki komponentit uusitaan

»  Voidaan joutua uusimaan sellaisiakin komponentteja, jotka ovat toimivia ja jotka ovat olleet
toiminnassa vain vahan aikaa
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Uusimispolitiikkojen vertailua

 Huomioita

— Kun ¢ = oo, ikdantymis- ja erdaperustainen uusiminen lahestyvat
vikaantumisperustaista
— lkaantymisperustaisessa uusimisessa tarvitaan odotusarvoisesti

enemman komponentteja kuin vikaantumisperustaisessa

» Nain siksi, etta uusitaan myos komponentteja, jotka saavuttavat uusimisvalinsa
toimintakunnossa

— Eraperustaisessa tarvitaan odotusarvoisesti enemman

komponentteja kuin ikaantymisperustaisessa

» Nain siksi, etta uusitaan myds komponentteja, jotka ovat toimivia ja jotka eivat
ole viela olleet toiminnassa koko uusimisvalia

— Patee siis

ne(t) < ng(t) < ny(t),t >0
missa n¢(t), ny(t), ny (t) ovat hetkeen : mennessa tarvittavien
uusien Iiomponenttlen lkm:t vikaantumis-, |kaantym|s ja

eraperustalsessa uusimisessa
-

Figure 6.3  Block replacement policy
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Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Vikaantumisalttius

e Komponenttien vikaantuminen

— Jos vikataajuusfunktio h(t) on kasvava, niin vikaantumistn kasvaa ajan
myota (wear-out)
»  Tyypillinen tilanne, kun viat aiheutuvat kulumisesta
— Jos vikataajuusfunktio A(t) on vaheneva, niin vikaantumistn pienenee
ajan myota (burn-in)
» Voiolla tilanne uuden jarjestelman kayttoonotossa, kyse esimerkiksi alkuvaiheen
’lastentaudeista’, joiden jalkeen jarjestelma toimii paremmin

— Molempia tapauksia varten tarvitaan elinikamalleja, joissa vikataajuus ei
ole vakio

— Useimmiten ei-vakioisia vikataajuusfunktioita mallinnetaan Weibull- ja
gammajakaumilla

e Kayttotarkoituksia

— Yksittaisten komponenttien riskianalyysit

— Pisteprosessit, joissa komponentteja uusitaan
»  Komponentin vikaantumisajankohtaa kuvaa satunnaismuuttuja T

» Korjaamiseen ja uusimiseen kuluva aika voidaan oletetaan merkityksettomaksi, jos kukin
komponentti saadaan uudenveroiseksi viiveetta joko uusimalla tai korjaamalla
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Weibull-jakauma (1/4)

e  Ominaisuuksia

—  Soveltuu sellaisten prosessien mallintamiseen, jossa vikaantumistn muuttuu ajan myota
—  Elinikaa kuvaavat funktiot (k > 0,4 > 0,t = 0)

f(t) = kAFtKE1e~(AD"
S(t) = e_(lt)x
h(t) = kAktk1
H(t) = (At)"
- K-muotoparametri maarittaa jakauman muodon
»  k < 1 = vikataajuusfunktio vaheneva

» k= 1 = vikataajuusfunktio vakio (ts. eksponenttijakauma Weibullin erikoistapaus)
» Kk > 1 = vikataajuusfunktio kasvava

. Patee

E[TT] = ——T (f)

KAT  \Kk

—  Ts. odotusarvo- ja muut momentit saadaan gamma-funktiosta, joka on taulukoitu
—  Elinikdodote L(t) ei esitettavissa suljetussa muodossa
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Weibull-jakauma (2/4)
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Figure 4.7 Lifetime distribution representations for the Weibull distribution.
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Weibull-jakauma (3/4)

* Esim. virtakytkimen toiminta
— Toiminta-aika noudattaa Weibull-jakaumaa parametrein
A=0.0014 vrk? ja k =1.28.
— Miten kauan kytkin odotusarvoisesti kestaa?
— Milla tn:lla se kestaa vahintaan 500 vrk:ta?
— Enta vahintaan viela 500 vrk:ta, jos se on toiminut 200 vrk:ta?

MS-E2117 Riskianalyysi / Jan-Erik Holmberg © 29



A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Weibull-jakauma (4/4)

e Ratkaisu
— Odotusarvo saadaan kaavasta

1
ElTl = 5001ax 128" Tzss) = 6618

— Tnsille, etta kytkin kestaa vahintaan 500 vrk:ta saadaan eloonjaamisfunktiosta

5(500) — e—(0.0014><500)1'28 — 0.531

— Ehdollinen tn sille, etta kytkin toimii vahintaan t vrk:ta, jos se on jo toiminut

200 vrk:ta
S(t) e—(0.0014><t)1'28
STiT2200(t) = 5(200) = s=@ooraxzagy b = 200
mista saadaan
S5(700)
STiT2200(700) = $(200) = 0.459
— Tama tn pienempi kuin S(500), syyna kasvava vikataajuusfunktio (x = 1.28 >

1)
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Gammajakauma (1/2)

e Elinikafunktiot

f(O) = o (0 e

t 2 . B At -
F(t)=J F()(/lr) ~ATdr = F(KI)_[ dx
E[TT] = k(k+1Dk+1)..(k+7r—1)

/17"

-« = 1 antaa erikoistapauksena eksponenttijakauman

—  Eloonjaamisfunktio ei esitettavissa suljetussa muodossa
»  Sama koskee myos kumulatiivista riskitaajuusfunktiota H(t) ja jaljella olevaa elinikd-odotetta L(t)
»  Mm. ndista syista Weibullin jakauma on kaytanndssa yleisempi kuin Gamma-jakauma

 Erlangin jakauma

— JosTy, T, ...,Tn ovat toisistaan r||ppumattom|a eksponenttijakautuneita
satunnalsmuuttUJla parametrilla A, niin )i ; R;noudattaa Erlangin jakaumaa (=
gammajakauma, missa k = n)

£©) = QO™ e 5(0) = )

n-1(At)k
k=0 K!

A
(n—1)!
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Figure 4.8 Lifetime distribution ref tations for th fistribut

. Esim. turvallisuuskriittinen varustaminen

- Luotaimen viestintajarjestelman komponentin on toimittava avaruudessa 10 v kuluttua vahintaan
todennakoisyydella 99,99%. Montako varakomponenttia on otettava mukaan, jos komponentin
vikaantumistaajuus on A = 0.025/v?

. Ratkaisu
— Erlangin jakauman perusteella n komponentista muodostuva jarjestelma toimii 10 v paasta tn:lla

_1(0.025x10)% _
- 5.(10) =ZZ=3( >'< )" p—0.025%10

—  Koska S3(10) = 99.987% ja S,(10) = 99.999% niin oltava ainakin 4 komponenttia eli 3 varalle
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Vikaantumisten lukumaara

* Notaatiota
— Jarjestelma otetaan kayttéon ajanhetkella T
— Komponentti vikaantuu hetkella T; ja se joko korjataan tai korvataan uudella viipymatta

—  Tama korjattu/korvattu komponentti vikaantuu hetkella T,, jolloin sille tehdddn samoin
— Nain menetellen hetkeen t mennessa tarvitaan komponentteja

N(t) = max{k|T, <t}

 Laskentaprosessin ominaisuuksia
- N(t) on ei-vdheneva
— Jost; < t,,niin N(t,) — N(t;) on aikavalin (t;, t,] kuluessa vikaantuneiden
komponenttien lukumaara

—  Prosessilla on riippumattomat lisaykset, jos minka tahansa kahden toisiaan
leikkaamattoman aikavalin (¢4, t5] ja (t3, t4] aikana tapahtuneiden vikaantumisten
lukumaarat ovat toisistaan riippumattomia

—  Prosessi on stationaarinen (stationary), jos minka tahansa aikavalin kuluessa
vikaantuneiden komponenttien lukumaara riippuu vain aikavalin pituudesta

—  Uusiutumisprosessissa (renewal process) vikaantumistapahtumien valiset ajat ovat
toisistaan riippumattomia ja identtisesti jakautuneita
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I
|

Figure 6.6  Point process realization.
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Homogeeninen Poisson-prosessi

 Poisson-prosessi parametrilla A toteuttaa seuraavat ehdot
—  Alussa hetkelld t = 0vikaantumisten lkm N(0) =0

— Toisiaan leikkaamattomien aikavalien aikana tapahtuneiden vikaantumisten lukumaarat
ovat riippumattomia

— Minka tahansa t :n levyisen aikavalin aikana vikaantumisten Ikm on Poisson-jakautunut
parametrilla A siten, etta

PIN(t;) = N(t;) = n] = WZ; P -2,

missan = 0,1,2, ...

. Esim.

—  Tarkastellaan edellista avaruusluotainta. Mika on todennakoisyys sille, etta 7 vuoden
paasta vikaantuneita komponentteja on tasan 2?

e Ratkaisu

At|"
P[N(t) =n] = 4] e~ M
n!
joten
0.025 x 7]?
PINGT) = 2 = . P 00257 _ 12304
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Ei-homogeeninen Poisson-prosessi

e  Ominaisuuksia

—  Vikaantumiset eivat tapahdu vakiotaajuudella, vaan niita tapahtuu aikariippuvan
funktion A(t) mukaisesti; tata kutsutaan intensiteettifunktioksi

— Kunnoltaan huononeva (paraneva) jarjestelma mallinnetaan kasvavalla (vahenevalla)
A(t):Na

—  Hetkeen t mennessa ilmenneiden vikatapahtumien odotusarvoinen |km saadaan
kumulatiivisesta intensiteettifunktiosta

t
A(t) = f A(t)dTt
0
—  Tasan nkomponenttia vikaantuu aikavalilla (a, b] todenndkoisyydella

[ff A(T)dr]n

n!

PIN(b) = N(@) = n] = e Jo A

* Huomioita

—  Ensimmaisen komponentin vikaantumiseen kuluva odotusarvoinen aika sama kuin
yksittdisen komponentin vikataajuusfunktiolla A(t)

—  Sen sijaan my6hemmat vikaantumiset riippuvat intensiteettifunktiosta =
komponenttien myohemmat vikaantumisvalit riippuvat siita, milloin aiemmat
vikaantumiset ovat tapahtuneet

= Eisiis enaa kyse uusiutumisprosessista!
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Ei-homogeeninen Poisson-prosessi

 Esimerkki virtakytkin
e Olkoon intensiteettifunktio

A(t) = kAt e >0

parametrein A = 0.0014 ja x = 1.28 (so. sama kuin Weibull-jakauman
vikataajuusfunktio kalvolla 29).

Milla todennakdisyydella taman intensiteetin mukaisesti huonontuvassa
jarjestelmassa komponentti vikaantuu kolme kertaa 1000 vrk:n kuluessa

e Ratkaisu
— Nyt
t
A(t) = f kAT 1dT = (At)*
0
— Taten
1000 3
A(T)d’[ 1000
P[N(1000)=3]=U0 T ] o=l A@dr
[0.0014 x 1000]128%3

— ¢ —[(0.0014x1000)*2] — 13 oy,
3! '
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A? Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

Korjaukset ja kaytettavyys

e Jarjestelmien korjaamisesta
— Testaamiseen, korjaamiseen ja uusimiseen menee usein aikaa, mita
pisteprosessikuvaus ei ota huomioon

— Merkitaan X :lla i:nteen vikaantumiseen ja R;:lla i:nteen korjaamiseen
kuluvaa aikaa

— Jarjestelman tila riippuu nyt siita, miten kauan vikaantumiseen ja
korjaamiseen kuluu aikaa

— Merkitaan jarjestelman tilaa muuttujalla

Y(£) = 1,jos jarjestelma toimii hetkella ¢
(t) = 0, jos komponentti ei toimi hetkell4 ¢
. Kaytettavyys (availability, A(t))

Tarkoittaa todennakoisyytta, jolla jarjestelma on toimintakuntoinen
jonakin ajankohtana tai aikavalina

— Lahestyy ajan kuluessa vakioraja-arvoa, kun X;:n ja R;:n jakaumat pysyvat
samoina

— Voidaan kasitteena tasmentaa eri tavoin
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Kaytettavyys

 Hetkittainen kaytettavyys
—  Engl. point availability

Alt) =PIX(t) =1]=EIX®)],t >0

—  Sama kuin eloonjaamisfunktio S(t) komponentille, jota ei voida korjata

 Raja-arvoinen kaytettavyys
—  Engl. limiting availability
A = lim A(t)
t—oo
—  Miten ison osan ajasta jarjestelma toimii "pitkassa juoksussa”?

* Keskimddrainen kaytettavyys valilla (0, c]
—  Engl. average availability

1 C
A, =Zf A(t)dt,c >0

—  Miten ison osan aikavalista (0,c] jarjestelma toimii odotusarvoisesti ?

 Raja-arvoinen keskim. kaytettavyys
—  Engl. limiting average availability
Ao = lim A,
C— 00
—  Miten suuren osan ajasta ylipaataan jarjestelma toimii?
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Kaytettavyyden maarittaminen

. Lahtokohtia

- Oletetaan, ettd X, ja R; (i = 1,2, ...) ovat toisistaan riippumattomia eksponenttijakautuneita
satunnaismuuttujia parametrein 4, ja 44

A

M

—  Aikavalin (t, t + A] paattyessa jarjestelma toimii, jos
» se toimi hetkellad t eikad hajonnut ennen t + A:t3, tai
» se ei toiminut hetkelld t, mutta korjattiin ennen t + A:ta

- Saadaan siis

A(t+4) = (1= 2A) + 1,A(1 — A(D))

s A(t + AZ — A(t) = —(Ag + 1DA) + A4

- Kun A— 0, niin

A A
A(t) = 1 0

_|_
A+A A+ 4

e—(Ao+/11)t, t>0
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Kaytettavyys ja vikaantumisajat

« Keskimaarainen kaytettavyys
L(°f N Ao _
A, =— + e~ (lotADt | gt
0

C AO + /11 AO + /11
=1 Cﬂ‘l _ /10 e—(ﬂ,o+21)c _I_ /10
C /10 + /11 (/10 + /11)2 (/10 + Al)z

—  Vain ensimmainen termi jaa jaljelle, kun ¢ = oo

. Raja-arvoja
- Raja-arvoinen kaytettavyys siis

A
A=lim A(t) = ———
t—oo AO + /11
—  Koska keskimaarainen vikaantumisaika MTTF = 1/A, (mean time to failure) ja korjausaika MTTR =
1/A, (mean time to repair), niin kertomalla ylld osoittaja etta nimittaja termilla 1/(A, A,) saadaan

4= MTTF
~ MTTF+MTTR

- Raja-arvoinen kaytettavyys riippuu siita, miten nopeasti jarjestelma saadaan korjattua suhteessa

siihen, miten nopeasti se vikaantuu
—  Tama patee myds, kun korjausaika toisin jakautunut (esim. korjaus kestoltaan vakiopituinen)
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Esimerkkeja kaytettavyydesta (1/2)

*  Esim. uusiutumisprosessi

—  Oletetaan jarjestelman vikaantuminen ja korjaaminen eksponenttijakautuneiksi.

Keskimaardinen vikaantumisaika on 1000 tuntia ja korjausaika 10 tuntia. Jarjestelma on
aluksi toimintakunnossa.

—  Mika on jarjestelman
»  toimintatodenndkdisyys hetkella t = 10?
»  raja-arvoinen kaytettavyys?
»  keskimdardinen kdytettavyys valilla (0,10]?

e Ratkaisu
—  NytA,=1/MTTF =0.001jar, =1/MTTR = 0.1, joten
0.1
A(10) =

' +
0.1+ 0.001 0.1+ 0.001
— Raja-arvoinen kaytettavyys saadaan, kun hetkittaisessa kaytettavyydessa t — oo

= 99.01%

e—(0.001+0.1)><10 = 99,379,

A= '
0.1 + 0.001

—  Keskimaarainen kaytettavyys
1(0.1x%x10 0.001
A(t) =

10| 0101 T (0.101)2

(1 _ e—0.101><10) = 99.63%,
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Esimerkkeja kaytettavyydesta (2/2)

e  Esim. laatuohjelman suunnittelu

- Laatuohjelman avulla pyritetaan kaksinkertaistamaan keskimaarainen vikaantumisaika seka
puolittamaan keskimaarainen korjausaika. Jos nama tavoitteet saavutetaan, mika on laatuohjelman
vaikutus jarjestelman kaytettavyyteen?

Ratkaisu
- Ennen laatuohjelmaa jarjestelma on poissa kaytosta ajan

T P P S
V57 4+ A+ 4

- Laatuohjelman jalkeen vastaava osuus ajasta on
2 1/2,
1-A4,=1- =
20, + 1/20y 244 + 1/22,

- Suhteeksi saadaan siis

1-4,  1/22 X)Ll+/10_)tl+/10
1—A; 21 +1/22, Ao 4A+ 2,

— Usein A, olennaisesti pienempi kuin A4, joten aika, jona jarjestelma ei ole kaytettavissa, alenee noin
neljasosaansa
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