Ville Turunen: (6.7.2016)
MS-C1420 Fourier-analyysi (5 opintopistetti)

Esitiedot: Lineaarialgebra 1, Differentiaali- ja integraalilaskenta 1.

1 Johdanto

Mita Fourier-analyysi on? Fourier-analyysi on lasné kaikkialla, missé esiin-

tyy sdannollisyytta tai symmetrioita. Fourier-analyysin avulla tutkitaan ilmioita
esittamaélla tarkasteltava funktio eli signaali yksinkertaisten vardhtelyiden yhdis-
telmiini. Signaalia voidaan tarkastella esimerkiksi ajassa (kun halutaan tietdi
milloin jotakin tapahtuu) tai taajuudessa (kun halutaan tiet#d kuinka usein
jotakin tapahtuu), tai yhté aikaa aika-taajuudessal Niin voidaan kuvailla erityi-
sesti aaltoliikettd kuten ddnté tai sihkomagneettista séteilyd niin, ettéd esimer-
kiksi puhesignaaleista ja kuvista voidaan poistaa ei-toivottua kohinaa. Fourier-
menetelmid kaytetddn niin klassisessa fysiikassa kuin kvanttimekaniikassakin,
todenn#koisyyslaskennassa ja tilastotieteissé ja yleensé osittaisdifferentiaaliyhtéloiden
sovelluksissa, seké nopeassa numeerisessa laskennassa tietokoneilla. Fourier-analyysia
tarvitaan myo6s hyvin abstrakteilla matematiikan aloilla kuten lukuteoriassa
seké funktioiden ominaisuuksien tutkimuksessa.

Historiaa: Fourier-analyysin idean esitteli vuonna 1807 Jean-Baptiste Fourier
(1768-1830) tarkastellessaan laimmonjohtumista. Diskreettid Fourier-muunnosta
oli kuitenkin pohtinut jo Carl Friedrich Gauss (1777-1855) vuosina 1805-1806
trigonometrisen interpolaation laskelmissaan, missé hén jopa kuvaili FFT-algoritmin
kauan ennen kuin Cooley ja Tukey sen lopulta vuonna 1965 julkaisivat: Gauss
sovelsi menetelméénsa asteroidi Junon radan ennustamiseen. Fourier-analyysia
ennakoivat 1700-luvulla Leonhard Euler, Alexis-Claude Clairaut, Joseph Louis
Lagrange ja Daniel Bernoulli tutkiessaan vardhtelevid kappaleita ja kiertoratoja.

Esimerkkejad Fourier-analyysin sukulaiskursseista Aalto-yliopistolla:
MS-C1350 Osittaisdifferentiaaliyhtalot, MS-E1421 Harmonic analysis, MS-E1220
Symmetries, MS-C1110 Lukuteoria.

Merkinn#t. Fourier-analyysia kdytetddn laajalti tieteissé ja insinodrialoilla,
ja kukin ala kdyttdd omia perinteisid merkintojadn: esimerkiksi

f voi olla signaali tai taajuus,

x voi olla paikka tai signaali,

imaginaariyksikko voi olla i tai j.

Sekaannusten vélttamiseksi sovimme nyt télla kurssilla seuraavat merkinnét:
signaali on s (joskus myds ¢ tai r),

aika on ¢ (aikamuuttuja voidaan joskus tulkita myos paikaksi),

taajuus on v (kreikkalainen “nyy”-kirjain),

imaginaariyksikké on i (jolle i = —1).



2 Fourier-esimerkkeja akustiikassa

Fourier-analyysin avulla &dnisignaali voidaan esittdd erdénlaisena matemaatti-
sena nuottikirjoituksena: Seuraavat kuvat esittdvit samaa ihmisdénté niin, ettéd
vaaka-akselilla on aika, pystyakselilla taajuus, ja signaalin energiatiheys on ver-
rannollinen kirkkauteen. Ylemméssa kuvassa on ikkunoidun Fourier-muunnoksen
spektrogrammi. Alemmassa kuvassa on vastaava Born—Jordan -jakauma.

Spectrogram, sample rate and frequency resolution: 8000 4 Hz
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Born-Jordan, sample rate and frequency resolution: 8000 4 Hz
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Téllaisten Matlab-kuvien avulla voidaan esimerkiksi parantaa signaalin laatua
ja poimia siitéd yksityiskohtia hyodynnettavéksi.



3 Signaalit ja niiden luokittelu
Télla kurssilla jaamme signaalit kahteen luokkaan:

(A) Analogiset s:R— C (jatkuva aika R),
(D) Digitaaliset s:Z — C (diskreetti aika Z).

Jaamme ndmaé luokat vield kahtia: signaali voi olla

joko (0) jaksoton

tai (1) jaksollinen (eli periodinen).
Sanomme, etti signaalilla s on jakso (eli periodi) p, jos
s(t —p) = s(t)

jokaisella ¢. Siten meilld on neljd luokkaa signaaleja: (A0), (A1), (DO0), (D1). Jo-
kaisessa néisté neljastd tapauksesta on oma Fourier-analyysinsé, jotka ovat kes-
ken&dn hyvin samankaltaisia, kuten tullaan ndkemé&én:

Tapaus : Fourier — muunnoksen nimi :
(A0) Fourier (integral) transform |/ Fourier — (integraali)muunnos,
(A1) Fourier coef ficient transform | Fourier — kerroinmuunnos,
(D0) (DTFT) Discrete Time Fourier Transform |/ Diskreetin ajan Fourier — muunnos,
(D1) (DFT) Discrete Fourier Transform | Diskreetti Fourier — muunnos.

Opimme n#iden kisitteiden véliset yhteydet tutustumalla niiden perusominai-
suuksiin ja sovelluksiin. Laskemme kynéll4 ja paperilla sekd Matlab-ohjelmalla.
Yleisemmin: kun d € Z™, ovat d-dimensioiset signaalit funktioita

s:RT 5 C tai s:2%—C,

mutta ndiden késittely palautuu 1-dimensioiseen tapaukseen. d-dimensioinen
muuttuja voi sovelluksissa sisdltdéd koordinaatteinaan aikaa, paikkaa tai muuta
sellaista. Signaalin arvoina voidaan tarkastella muutakin kuin kompleksilukuja
(esimerkiksi vektoreita tai matriiseja), mutta téillaista meidéin ei tarvitse pohtia
talla kurssilla. Digitaalisessa signaalissa on arvojen joukko vield yleensd “kvan-
tisoitu”, mutta emme myoskéddn kasittele kvantisoinnin ongelmia.



Esim. Asni: s(t) on ilmanpaine hetkelli ¢ € R. Digitaalinen monofoninen
dénite: mitataan ilmanpaineesta tasaisin véliajoin néytteitd (esim. 16000 tai
44100 niytettd sekunnissa), jolloin saadaan digitaalinen signaali.

Esim. Mustavalkoinen kuva: 2-dimensioinen analoginen signaali s, nyt s(z,y) €
[0, 1] on harmaasivyn aste tason pisteessi (z,y) € R? (esim. 0 tdysin valkoinen, 1

téysin musta, 1/2 keskiharmaa...). Vastaava digitaalinen kuva: tissi digitaalises-

sa signaalissa (z,y) € Z? on pikselin sijainti. T#llainen kuvien Fourier-analyysi

on olennaisesti samankaltainen kuin 1-dimensioisten signaalien.

Esim. Thmisen silméssd on kolmea erityyppistd tappisolua — vérivalokuva
on monidimensioinen signaali, joka koostuu kolmesta analogisesta signaalista
Sred, Sblues Sgreen R? — [0, 1], miss# s,cq(z, y) on tason pisteen (x, %) punasivyn
aste jne. Digitaalinen virikuva: (r,y) € Z? kuten harmaasivyisen digitaalisen
kuvan tapauksessa.

Esim. Analogisessa videosignaalissa mukana sekd &dni (mono, stereo tms.)
ettd liikkkuva (3-virinen) kuva, ja muuttujina aika ¢ € R seké kuvapiste (z,y) €
R2.

Mitd on odotettavissa? Frilaisten Fourier-muunnosten idea on pohjimmil-
taan samankaltainen: Signaali on “mukava” funktio s : G — C, missd muuttuja
t € Gon “aika” (tal “paikka”). Signaalin Fourier-muunnos on funktios : G — C,
jonka arvo “taajuudella” v € G on

) = [ steyeteeke evar
G

Alkuperdinen signaali saadaan takaisin kddnteismuunnoksen kaavalla

s(t) = / 5(v) etivakio tv qy,
G

Niissé kaavoissa integraali voi olla diskreetin muuttujan tapauksessa myos sum-

maus, ja usein (mutta ei aina)

vakio = 2.

Signaalien kisittelyssa joitakin asioita kannattaa tehdd aikamuuttujan puolella,
joitakin puolestaan taajuusmuuttujan puolella! Signaalin s : G — C energia-

tiheys hetkelld t € G on |s(t)|? ja energiatiheys taajuudella v € G on [5(v)[2, ja
Fourier-muunnos séilyttdd kokonaisenergian siind mielessé, etté
/ |s(t)\2dt:/ 15(v)|? dt.
G G
Kurssin my6ta hyvin tutuksi kdy Eulerin kaava
el = cos(t) +1 sin(t), (1)



jonka voi ymmaértaa kompleksitason yksikkoympyréan geometriana. Muistin vir-
kistykseksi tdssd vield funktioiden ¢ — cos(27t) ja t — sin(2nt) kuvaajat yli
viridhtelyn kahden jakson (kumpi on kumpi?):

1

0.8

0.6

0.4

Mielikuvia pohdittavaksi: Jatkossa esiintyy usein funktio e, : R — C,
missd v € R on vakio ja
e, (t) = ei27rt‘u
= cos(2nt - v) +1sin(2nt - v).
Kannattaa ajatella, ettd tédmé on (kompleksiarvoinen) alkeisviirihtely taajuu-
dellav € Rajan t € R suhteen. Tdmén voi havainnollistaa kiytédnnossé: Matlab-
ohjelmalla on helppo tehdd dénitiedosto funktion e, reaali- ja imaginaariosista,

ja ndma kuulostavat méaratyn taajuisilta tasaisilta vihellyksiltd. Karkeasti ot-
taen signaali s : R — R muotoa

s(t) = ™ sin(2mip(t))

kuulostaa vihellykselté, jonka “volyymi” on a(t) ja taajuus |3’ (t)| hetkelld ¢ (jos
a,? : R — R ovat “hitaasti muuttuvia”).

Tehtavd. Miten osittaisintegrointi liittyy tulon derivaatan kaavaan

d / /
T F@ @] =) s(t) +r(t) s'(t) 7

Tehtavd. Miten integraalin muuttujanvaihto liittyy derivaatan ketjusdantoon

S s(pl0) = (o1 #'(1) 7



Tehtdva. Perustele tasointegraalin muuttujanvaihtokaava

/_O; /_Zg(x,y)dxdy: /000 /(]QWQ(TCOS(H),rsin(B))rdedr

karteesisten koordinaattien (x,y) ja napakoordinaattien (r,#) vilill.

Tehtsivi. Pitee e¥T* = e¥e?, kun w, z € C, ja tunnetaan my6s Eulerin kaava
et = cos(t) +isin(t),
missd ¢ € R ja i on imaginaariyksikko. Todista tdmén avulla kaavat

eit 1+ o it oit _ oit
H)="—"T" i S
cos(t) 2 2
cos(2t) = cos(t)? —sin(t)® ja sin(2t) = 2cos(t)sin(t).

Tehtéva. Tarkista, ettii t — exp(—t?) ratkaisee differentiaaliyhtilon alkuarvo-
ongelman

s'(t) = =2t s(t),
s(0) = 1.

Miksi talld ongelmalla ei ole muita ratkaisuja s?
Vihje: Laske derivaatta (), kun r(t) = exp(t?) s(t). Sovella Integraalilaskennan
peruslausetta: “Jos derivaatta katoaa, niin funktio on vakio.”



4 Analoginen jaksoton maailma:
ei-periodiset signaalit s : R — C

Talla kurssilla analogisella signaalilla tarkoitetaan funktiota
s:R—C,

missd reaalilukujen suora R on jatkuva aika-avaruus. Jaksottomien analogisten
signaalien tapauksessa Fourier-muunnosta kutsutaan Fourier-integraalimuunnokseksi
(FT, Fourier (integral) Transform). Jaksollisten (eli periodisten) analogisten sig-
naalien tapausta kutsutaan Fourier-kerroinmuunnokseksi (Fourier Coefficient
Transform), jolle duaalinen on Fourier-sarjamuunnos (FST, Fourier Series Trans-
form), joka on olennaisesti sama kuin digitaalisten signaalien diskreetin ajan
Fourier-muunnos (DTFT, Discrete Time Fourier Transform).

Moniulotteiset signaalit? Sovelluksissa jidrkevd paikka-avaruus olisi usein
R? (erityisesti tapauksen d = 2 ja d = 3) ja silloin tarkasteltaisiin vastaavia
signaaleja s : R? — C. Niiden moniulotteisten signaalien analyysi on kuitenkin
vain helppo laajennus tapauksesta d = 1.

Tulkintoja signaalille — miten signaali s voitaisiin mieltd4?
Akustiikka: s dédnisignaali, siis s(t) € R olisi ilmanpaine hetkelld ¢ € R.
Meteorologia: Paitsi ilmanpaine, myos lampoétila ajan funktiona.
Kuvankisittely: s valovoima ajan tai paikan funktiona.

Klassinen mekaniikka: s(¢) € R kappaleen paikkakoordinaatti hetkelld ¢ € R.
Limménjohtuminen: s(t) € R lampétila paikassa ¢ € R.
Kvanttimekaniikka: s alkeishiukkasen aaltofunktio paikan funktiona.
Kohinainen signaali

0.5

0.4} g

0.3F A

0.2F




4.1 Integraalien tulkinta

Kéytetddn seuraavassa integraalille merkintda

) 0 b
/ s(t)dt := / s(t)dt = lim s(t)dt + lim s(t) dt. (2)
R

o a——oo [, b—+oo Jo

Télla kurssilla emme aio keskittyé sithen, misséd mielessé kyseiset integraalit ovat
olemassa tai laskettavissa — téllaisiin kysymyksiin tutustutaan opintojaksoilla
MS-C1280 Mitta ja integraali seki MS-E1421 Harmonic analysis, jois-
sa tyokaluna kaytossd on Lebesgue-integraali. Joissakin tilanteissa Lebesgue-
integraalikaan ei riitd, vaan tarvitaan esimerkiksi tulkintaa distribuutioiden
avulla. Nyt meille riittda peruskurssitasoinen késitys integroinnista. Huomaa,

" /Rs(t) dt‘ g/R\s(t)|dt.

Sanontoja: signaali s : R — C on

o itseisesti integroituva, jos ||s||p1 =[5 |s(t)]dt < oo.
e nelidintegroituva eli energialtaan ddrellinen, jos ||s||? == [; |s(t)[* dt < oc.
o olennaisesti rajoitettu, jos |s(t)| < vakio melkein kaikilla .

Téssd “r(t) = s(t) melkein kaikilla ¢, jos ||r — sl = 0 (eli silloin r = s
integraalin nikskulmasta katsoen ;)

Merkintoja:
L'(R) on itseisesti integroituvien signaalien avaruus,
L?(R) on nelisintegroituvien (eli dérellisen energian) signaalien avaruus,
L*°(R) on olennaisesti rajoitettujen signaalien avaruus.

Esim. Olkoon e, (t) := e?™"® jokaisella t € R, missii o € R. Silloin |e,(¢)| = 1
jokaisella t € R, joten e, & L*(R), e, ¢ L*(R), mutta e, € L= (R).

Esim. Kardinaalisini sinc : R — R maéritellian seuraavasti:

7511;(:”, jos t # 0,
1, jost=0.

sinc(t) :=
Téssd sinc ¢ L' (R), mutta sinc € L2(R) ja sinc € L>(R).
Esim. Olkoon

t71/2) jos 0 < |t] < 1,
sy L deso <
0 muutoin.

Tissd s € LY(R), mutta s ¢ L%(R) ja s € L®(R).

Esim. s ¢ LP(R) kaikilla p, kun vaikkapa s(t) = e~ I*l tai s(t) = 1/(1 + t2).



Signaalin mittauksen ongelmia: Arkieldméssd emme voi késitelld tarkasti
signaalia s : R — C. Téhén on useita kidytdnnollisid syitd. Voimme havain-
noida vain lyhyitd menneisyyden aikavilejd, ja toki R on tiukasti tulkittuna
epéfysikaalinen malli ajalle tai paikalle. Myos taustakohina rajoittaa signaa-
lin havaitsemisen tarkkuutta — meiddn on kehitettévéa keinoja poistaa hélyé
signaalista. On joka tapauksessa epirealistista kuvitella, ettd voisimme mita-
ta signaalin s tdsméllisen arvon s(t) € R tésmailliselld hetkelld ¢ € R. Vihdn
realistisempaa olisi ajatella, ettd kenties voisimme mitata jonkinlaisia paino-
tettuja hetkellisii keskiarvoja signaalista, esimerkiksi tarkan arvon s(t) sijasta
“keskiarvon”

Ays(t) == /]Rs(u) 0,0 (u — t) du,

missé g, on 0-keskiarvoisen o-keskihajontaisen normaalijakauman tiheysfunk-
tio. Téssd parametri o > 0 olisi suuruusluokaltaan mittaustapahtuman ajanhet-
ken epatarkkuus, ja jatkuvalle signaalille patisi

s(t) = O<1igrgo Ags(t)
(sivumennen sanoen, kiytimme tédtd mittauksen A,s ideaa todistaessamme
Fourier-muunnoksen kdénteismuunnoksen kaavaa...). Ja tosieldméssd ehdimme
mittaamaan vain &érellisen monta arvoa! Vaikka siis jostakin kumman syysti
padsisimme késiksi signaalin s tarkkoihin arvoihin, ehdimme saada niisté selville
vain n € Z* kappaletta niytteiti

s(t1), s(ta), s(ts), -+, s(tn)-

Tamé johtaa diskreetin Fourier-analyysin ja tietokonelaskennan pariin, mut-
ta sitd ennen meiddn on syytd ymmértdd signaalien s : R — C tapauksen
paépiirteet.

Tehtivd. Tarkastellaan (¢, y)-tasossa ns. topologin sinikdyrdid y = s(t), missi

s(t) = {sin(tl), jost >0,

o, jos t < 0.

a) Hahmottele “topologin sinikdyrén” kuvaa.

b) Néayté, ettd ||r]| < oo, kun r(t) := s(t)/(t + 1) (missd r(—1) = 0).

c) Yleensi ei ole mielekéstéd puhua signaalin s : R — C “hetkellisellisesté taa-
juudesta”. Miksi topologin sinikdyran tapauksessa “taajuus hetkelld ¢ > 0” voi-
si kuitenkin olla 5-t=2 ? (Vihje: Mieti yleisempéé tapausta s(t) = sin(2we(t)).
Silloin aikavalilld [t,¢ + h] on signaalissa s vérdhdyksid noin (¢t + h) — ()
kappaletta, ja ¢'(t) = limp, o - -)



4.2 Energiatiheys ja energia; sisidtulo

Signaalin s : R — C energiatiheys on funktio |s|? : R — [0, oo[. Silloin

b
[P [sopa e o (4)
[a,b] a
on signaalin s energia vdlilli [a,b] C R. Signaalin s energia on

sl = [ Is(o) e 5)
R
“Energia” [|s||* on usein (muttei aina) ldheisté sukua ilmison liittyville fysi-

kaaliselle energialle. Aiirellisen energian signaalien avaruutta merkitéisin L?(R).
Signaalien r, s € L2(R) pistetulo eli sisitulo on

e RCEGLR (6)
R
Téssé selvisti 0 < (s, s) = ||S||2 < 0.

Epédyhtdloitd: Huomaa, ettd epdyhtialostd ay < %(m2 +y?) seuraa

|mh__|WNMm&§/1OWW+M”ﬁa:1

Il st J Al sl 2\ 12 llsl?

miké todistaa Holder-epdyhtdlon
sl < [l7[[ fIsl], (7)
mistéd seuraa Cauchy—Schwarz -epiyhtilé (huom. Schwarz # Schwartz)
()| < Il sl (8)
mistéd seuraa Minkowski-epdyhtdlo
I+ sl| < [|7[| + [Is]]- (9)

Niméi epiyhtilot pitevit kaikille #irellisen energian signaaleille 7, s € L?(R).
Sisdtuloon kétkeytyy olennainen tieto signaalien vilisestd geometriasta:

[(rs8)] = lI7[l 8]l [ cos(a)l,

kun signaalien r,s € L?(R) “vilinen kulma” on «. Erityisesti signaalit r,s €
L?(R) ovat “toisiaan vastaan kohtisuorassa”, jos (r,s) = 0.

Tehtivd. Todista #skeiset epiyhtilst (7), (8) ja (9)!

10



4.3 Fourier-(integraali)muunnos

Funktion s : R — C Fourier-muunnos on funktio s: R — C, missi

() = /]R s(t) e 27 g (10)

mikéli s on Fourier-muuntuva eli tdmé integraali on “teoriassa laskettavissa”
(eli s on “riittdvin mukava”). Tdssd muuttuja ¢t € R voi olla esimerkiksi aika
tai paikka (yksikko vaikkapa sekunti tai metri), ja muuttuja v € R voisi olla
ilmioon liittyvin virdhtelyn taajuus (yksikko vaikkapa hertsi).

Voidaan merkitd selvyyden vuoksi my6s

Fa(s) =35,

kun halutaan korostaa, ettd funktion s méérittelyjoukko on R.

Milloin signaali on Fourier-muuntuva? Hieman liioitellen voidaan sanoa,
ettd “kaikki kdytdnnon elamén signaalit ovat Fourier-muuntuvia” — meidén on
vain tulkittava kaavan (10) integraali sopivasti! Differentiaali- ja integraalilas-
kennan perusopinnoista tiedetdin esimerkiksi Analyysin peruslause seurauksi-
neen: jos funktio s : R — C on jatkuva ja &dérelliskestoinen (eli s(¢t) = 0, kun
[t| on “riittdvin suuri”), niin se on integroituva — téssd onkin jo kiva suu-
ri luokka Fourier-muuntuvia signaaleja! Tieddmme myos, etteivit jatkuvuus ja
ddrellisyyskestoisuus ole valttdméattomia integroituvuudelle. Fourier-muunnos
onnistuu my6s sellaiselle integroituvalle funktiolle s, joka on lisdksi itseisesti
integroituva eli jolle

sl ::/\s(t)|dt<oo7 (11)
R
jolloin

50| < / ls(8)]dt = [1s]} 1 < oo.

Kun integraali tulkitaan sopivasti, voidaan Fourier-muuntaa myo6s signaaleja
s : R — C, jotka eivit valttdmétta integroidu itseisesti: télla kurssilla meille
keskeisin on ddrellisen energian tapaus

||3H2::/R|s(t)|2dt<oo, (12)

mutta on jo hyva tietdd, ettd hurjemminkin kayttaytyvia signaaleja voi Fourier-
muuntaa: myohemmin esitelladn temperoitujen distribuutioiden luokka.

Esim. Olkoon ¢ € C, jolle |¢| = 1. Tutkitaan signaalia s : R — C, missi

c2me e 2me (tto) gi2m(t—to) Yyp ¢ > ¢,
s(t) ==
0 kun t < tg.
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y=exp(-t/2).*sin(2*pi*t*3)
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Kyseessd on “vérdhtely” taajuudella o € R, alkaen ajanhetkelld ¢ty € R, vai-
mentuen vauhtia e > 0 (hahmottele téstd signaalista kuvia joillakin vakioilla

¢, a, tg, €: vaikkapa erikseen reaali- ja imaginaariosat; vaihtoehtoisesti 3-dimensioinen
kuva, jossa aika-akselin kera reaali- ja imaginaariakselit). Silloin

Sw) = /R o~i27E () d

0o
C/ e—127rt-u e e—27r£ (t—to) ele(t—to)u dt —
to

efi27rto-1/

“THiv—a)je

Energiatiheydet |s|? ajassa ja |3]? taajuudessa ovat seuraavat:
1s(1)2 (2me)2e—4me (t=to) | kun t > t,
S =
0, kun t < tg,
N2 1 -
[s(W)) = —F——— kaikilla v € R.

14+ (v —«a)?/e?

Hahmottele energiatiheyksien kuvaajat — miten parametrit tg, v, € vaikuttavat
nithin? Huomaa, etti |s|? ja [5]? eiviit sisélli kaikkea informaatiota signaalista
s. Tulemme kuitenkin nakeméén, ettd s voidaan olennaisesti palauttaa Fourier-
muunnoksestaan s: timé mahdollistaa hyddylliset signaalinkisittelyoperaatiot.
Lisdksi opimme, ettd energia séilyy Fourier-muunnoksessa, toisin sanoen

511> = lls>.

On suositeltavaa palata tdhén esimerkkiin Fourier-teorian edistyessi!

Tehtidvi. Laske funktion s Fourier-muunnos s : R — C, missd s on joukon
[-1/2,4+1/2] C R karakteristinen funktio eli

1, kunte[-1/2,+1/2],

0  muutoin.

s(t) = 11724172 () = {

12



(Lopputulos: $(v) = sine(v) := sin(nv)/(7v), kun v # 0. Enté 5(0)?)

1 Valin [-1/2,+1/2] karakteristisen funktion Fourier-muunnos

A4
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Tehtévd. Laske Fourier-muunnos joukon [a,b] C R karakteristiselle funktiolle
s = 1[4 p), missé
1, kunt b
o8) = { K € [a, ], 13
0 muutoin.

Niyté, ettd taajuuden energiajakauma |§(u)|2 on rajoitettu ja ettd
Bw)* < elv] 2,

missé ¢ > 0 on vakio. (Itse asiassa [3()|* on mahdollista kirjoittaa lyhyeni
selkeéné kaavana...)

Tehtiivii. Laske signaalin s : R — C Fourier-muunnos, kun s(t) = eI
Sievenni vastauksesi reaaliseksi!
(Lopputulos: 3(v) = 2/(1 + (27v)?), missd v € R.)

1 Signaalin s kuvaajaa, kun s(t)=exp(-|t|) Fourier-muunnos signaalille s, kun s(t)=exp(-|t|)

09r
0.8
0.7
0.6
0.5F
0.4+ 0.8
031 0.6
0.2r 0.4

011 0.2

L 0 L L L L
8 10 -1 -08 -06 -04 -02
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Tehtiva. Oletetaan, ettd analoginen signaali s on reaaliarvoinen. Miten tdmé&
nikyy Fourier-muunnoksessa 5 : R — C? Enté jos my6s § on reaaliarvoinen —
mité voidaan silloin sanoa alkuperiisesta signaalista s?

Tehtdva. Olkoon ¥ : R — C, joka on derivoituva kohdassa t = 0 ja jolle
¥(0) =1 ja (t + u) = Y(t)1(u) jokaisella t,u € R. Niyti, ettd kaikilla t € R
patee

() = O,
(Erityisesti: jos ¢ : R — C on siled, ¢(0) =1 ja |[¢(¢)| = 1 jokaisella t € R, niin
PY(t) = 2™ erdilld v € R.)

Fourier-muunnoksen lineaarisuus: Kunr,s: R — C ovat Fourier-muuntuvia
ja ¢ € C vakio, niin
c
r+s(v) =7)+3v), (15)

missd (cs)(t) = cs(t) ja (r + s)(t) := r(t) + s(t). Tarkista tdmé Fourier-
muunnoksen lineaarisuus suoralla laskulla!

Tehtivd (Fourier-muunnoksen symmetrioita). Olkoot ¢,r,s : R — C
sellaisia, etté

q(t) = s(t —a) ja r(t) = s(bt), (16)
missi a,b € R vakioita ja b # 0. Tarkista laskemalla, etta
qv) = e ), (17)
N 1.
r(v) = 3 s(v/b). (18)
Samoin tarkista kaava R
k() = 3(v — a), (19)

missd k(t) = eT12m0 5(¢).

Tehtiva. Kun 0 < n € Z, maéritelladan Hermiten funktiot h, : R — R siten,
etta "
wt? di —2ont?

hp(t) :=
(t) =e™ oo

Todista, etts h, = (=1)"hy,.

14



4.4 Schwartz-testisignaalien perhe .7 (R)

Laurent Schwartzin (1915-2002; huom. Schwartz # Schwarz) esittelemit tes-
tifunktiot s : R — C ovat “sileitd ja nopeasti katoavia” — tarkemmin sanoen:

Masritelmé. Funktio s : R — C on Schwartz-testisignaali, jos s € C™(R)
(eli s adrettoman siled eli ddrettoméin monta kertaa derivoituva) niin, ettd

lim " s (t) =0 (20)
|t] =00
kaikilla m,n € N ={0,1,2,3,4,5,---}. Merkitdin silloin s € . (R).
Miksi testifunktioita? Osoittautuu, ettéd ne kayttaytyvét erinomaisen hyvin

Fourier-muunnoksen suhteen. Liséksi testisignaaleja on runsaasti, ja niilla voi
mielivaltaisen tarkasti ldhestyd pahanlaatuisia signaaleja!

Esim. Olkoot a,b,c € C, missi Re(a) < 0. Silloin Gauss-signaali

N eat2+bt+c
on Schwartz-testifunktio.

Esim. Jos s € C*®(R) ja s(t) = 0 kun |¢| > 1, niin s € .#(R): esimerkiksi

s(t) 1= exp (tl_l) |

y=exp(1/(F-1)), kun |t|<1.

kun || < 1.

0.4

0.35f A

0.3F A

0.25 A

0.2} 4

0.15 A

0.1 A

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
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Esim. Olkoot k£ € N, A € C, r,;s € Z(R), ja olkoon ¢ : R — C polynomi.
Silloin As,” + s,5%) gs,rs € 7 (R).

Derivaatta—polynomi -dualiteetti: Fourier-muunnos muuntaa derivoinnin
polynomilla kertomiseksi ja polynomilla kertomisen derivoinniksi, silld jos r(t) =
ts(t) jaT = ts, niin

gA'(u) = —i2nts(v), (21)
s'(v) = +i2nvs(v). (22)

Todetaan ndmé suorilla laskuilla (suppenemisista seké derivoimisen ja integroi-
misen jarjestyksestd vélittamatta): ensiksi

4
dV]R

= /s(t)ie*izm"’dt
R dl/

= / s(t) e 2™V (—i2nt) dt
R

= —i2n7(v),

s'v) = s(t)e 2™V dt

toiseksi saadaan osittaisintegroimalla (olettaen, ettd s(t) — 0, kun |¢| — o0)
s/ (l/) — /S/(t) e—i27rt-u dt
R

d o
= — [ s(t)—e ™V dt
[0
= —/s(t) e 2TV (_i2my) dt
R

= +i2mvs(v).

Seuraus: Kaavoista (21) ja (22) johtuen § € #(R), jos s € Z(R). Siten
Fourier-muunnosta voidaan ajatella lineaarikuvauksena

(5= 3) : Z(R) = F(R). (23)

Seuraavaksi ndytdmme, ettd tdmé& kuvaus on bijektio, jonka k#dnteiskuvaus
liheisesti muistuttaa Fourier-muunnostal

16



exp(—lz), kun [t|<4

0.9F A
0.8F A

0.7} B

05} 4

0.4} g

0.2F A

0.1 4

Esim. Kun normaalijakauman keskiarvo on p € R ja keskihajonta o > 0, sen
tiheysfunktio ¢, » : R = R toteuttaa

et = e (F(52))

Olkoon nyt s(t) := o, (t) eli

1 2
s(t) = —— e~ (H/0)7/2,
®) Vamo
Tamén Fourier-muunnoksesta meilld on paljon iloa jatkossa! Aluksi tédrked ha-

vainto ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloiden maailmasta: vakioilla a, b €
R alkuarvo-ongelman

{9’@) = —atyg(t),
9(0)=1b

ainoa ratkaisu on )
g(t) =be /2

— kertaa tdmé differentiaaliyhtéléiden ominaisuus, jos ei tunnu tutulta! Tassé
laskussa

—t
"(t) = = s(t),
$(t) = =5 (1
miké on Fourier-muunnettuna
21 3(W) = —— (1)
2nvs(v) = s'(v
i2mo2



derivaatta—polynomi -dualiteetin nojalla! Saatiin differentiaaliyht&lo
5'(v) = —(2m0)?v5(v),

jonka ratkaisu siis on
2
5(v) = 5(0) e~ 2(mov)”,

Tassa,

50) = / s(t) dt

R

- 1/2
= //s(t)s(u) dtdu]

/R JR

. 1/2
- //71 3 e_(t2+“2)/(2"2)dtdu]

| Jr Jr 270

r oo 27 1 1/2
= / / —— e "/ rdhdr

LJo Jo 2mo?

F o

Y K
= —e d’l“
o 02

= ]:,

missé siirryttiin tason napakoordinaatteihin (r, 8), joille péitee (¢, u) = (r cos(6), rsin(6)).
Néin on saatu laskettua ,
P00 (v) = e 2, (24)

Huomaa, etté ylla fR s(t) dt = 1, koska s on todennikoisyysjakauma (tulipahan
kuitenkin laskettua tdmé seikkaperiisesti!).

1 Normaalijakauma N(0,1) ja sen Fourier-muunnos

0.9} | 8
08} (o -
07} b g
06}
05}
04}
03f
02}

0.1F
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Tehtdava. Tarkista, ettéd edellisen esimerkin seuraava mielenkiintoinen erikois-
tapaus on voimassa: kun o = 1/v/27 ja s = g, eli kun

s(t) = e, (25)
niin silloin
s(v)y=e"™". (26)

Toisin sanoen tissi tapauksessa § = s pitee!

Tehtéva. Laske normaalijakauman tiheysfunktion s = ¢, , Fourier-muunnos,

missi
1

s(t) = m

Voit palauttaa integra%lin sopivilla muuttujanvaihdoilla tunnettuun tilanteeseen
T=r kun r(t) =e ",

o ((t=1)/0)? /2

Fourier-kiinteismuunnos! Olkoon s € . (R). Silloin

1

s(t) = lim s(u) —= e m(w=0/2 qy
0<e—0 Jp Ve
Edellinen esim. . —i —t). _ 2

= lim s(u) [ e 2rmt v =™ gy dy,

0<e—=0 Jr R
. p— 2 i . — .

_ lim e €TV e+127rt v s(u) e i27u-v dudyv

0<e—=0 Jr R

= / e 2T 5(1) dv.
R
Huomaa, ettéd tdmé lasku todisti Fourier-kiénteiskaavan
s(t) = / HET (1) du, (27)
R

joka on voimassa jokaisella s € .7 (R) ja t € R. Siten Fourier-muunnos
(s—3): R) = (R) (28)

on bijektio! Huomaa myds, etté ?(t) = s(—t), ja ettéd

wy)

|
®

Seuraavaksi tirkeid tiedote: Energia siilyy Fourier-muunnoksessa! Taméi
liittyy unitaarisuuteen...
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Fourier-muunnos on unitaarinen: toisin sanoen se siilyttéé signaalien nor-
mit ja niiden viliset kulmat! Tama tarkoittaa tdsmaéllisesti sitd, ettéd sisdtulot

séilyvét eli
(r,5) = (r,s) (29)

— tétd kutsutaan myos Parseval-yhtiloksi (tai Parseval-Rayleigh—Plancherel -
yhtiloksi tms.). Téstd toki seuraa vilittomésti isometrisyys eli normin (ja siten
energian) sdilyminen:

181 = [lsl - (30)

Tarkistetaan Fourier-muunnoksen unitaarisuus kiyttédmélla Fourier-kaédnteismuunnosta:

73 = [ )T

_ /R v) / e=i2ntv 5(1) dt dv

T
R
//e+i2ﬂt'y?(l/)dl/?t)dt
R
ST

R
/ OOt = (rs).
R

Fourier-muunnoksen tulkintaa. Voidaan ajatella, ettd Fourier-kdénteiskaava

s(t) = /R () 62

kuvailee signaalin s “dérettoméné lineaarikombinaationa” yksinkertaisista aal-
loista .
t s 2™ = cos(2nt - v) + isin(2nt - v).

Téllaisen aallon taajuus on v € R (joka voi my6s olla negatiivinen!), ja silloin
aallolla on “paino” §(v) € C. Aikavélilld [a,b] C R signaalilla s on energia

/ s,

ja taajuuskaistalla [a, 8] C R sen energia on

/a * 5P o
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4.5 Konvoluutio

Signaalien r,s : R = C konvoluutio on signaali r x s : R — C, jolle

rxs(t) = /Rr(t —u) s(u) du, (31)

miké&li tdmé integraali voidaan laskea; tdméa on ok ainakin, jos 7, s integroituvat
itseisesti, jolloin my®os r * s integroituu itseisesti, ja péatee jopa

[l sllpe < llrlle sl
missé ||q||z1 == [ [q(t)| dt. témén viitteen todistaminen onkin hyvé pieni har-

joitustehtéivi! (Myshemmin nihdéén, ettéd konvoluutio-operaatiot s — rx*s ovat
tdsmilleen samoja kuin signaalien aikainvariantit operaatiot.)

Konvoluutio Fourier-muuntuu tuloksi ja pidinvastoin! Nayté laskemal-
la, etté

Txs(v) = 7(v)s(v), (32)
Ts(v) = Tx3W), (33)

missd (7 s)(t) := r(t) s(t). Taiméd on Fourier-analyysin erds térkeimpid ominai-
suuksia: “konvoluutio ajassa” on “kertolasku taajuudessa”.

Tehtéivd. Sanotaan, ettd signaali r : R — C on rajoitettu, jos |r(t)] < M
kaikilla ¢, missd M < oo on vakio. Nayté, etté silloin

7 (1) SM/R|s(u)|du.

Tehtdva. Nayté, ettéd

Il sl ja

7l |[s]]-

lr sl <
<

7 s]]

Tehtsivi. Laske s x s ja §* s, kun

1, jos|t| <1/2
5@){* jos il < 1/2,

0, jos [t| >1/2.

Tehtdva. Olkoon ¢, (t) := 20 /(0?2 +(27t)?), kun o > 0. Néyté, ettd ¢, * b, =
Vpro- (Vihje: laske 5(v), missd s(t) = e~ kun a > 0.)
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Esimerkki. Kun s:=1_; 11 jars = o eli

s(t) = 1, kunt 6 [—1,+1], ro(t) = 1 e_(t/“)z/z,
0  muutoin, Vomo
niin
N 2, kun v =0, - o(mom)?
S(l/) = {sin(ZﬂL/) . TU(V) =¢e A ) )
—=——  muutoin,

joten lukija voi helposti ndyttéda, ettd téassa

li — 5% =0.
02050 s = 5 %7l
Tamé sindnsé vaatimattoman oloinen tulos on térke, silla se yleistyy helposti
koskemaan mité tahansa signaalia s € L%(R).

Signaalin mittaamisesta: Miké&déan fysikaalinen mittalaite ei kykene mittaa-
maan signaalin arvoa tdsmaéllisesti annetulla tarkalla ajanhetkelld. Usein koh-
tuullisen realistinen oletus on, ettd tarkkojen signaalin s arvojen s(t) sijasta
mitataan arvoja r*s(t), missd “mittaria mallintavalle” funktiolle  : R — [0, oo
pétee ainakin

r(t)

/R r(t) dt

Osaatko sanoa, miksi namé ehdot ovat jarkevia? Esimerkking téllaisesta funk-
tiosta r voisi olla edellisen esimerkin r, = ¢g o

Y

0, (34)

1. (35)

Tehtévd. Oletetaan, etti r € S(R) toteuttaa ehdot (34) ja (35). Olkoon
re(t) :== e r(t/e). Niyti, etti

o, Xta0) = 7e % Xiap || = 0-

Silotus konvoluution avulla. Oletetaan, etté signaali 7 : R — C on siled (eli
sitd voidaan derivoida mahdollisesti montakin kertaa). Osoittautuu, ettd myos

r* s = s*r on silloin silei:

(r*s) =r"xs, (36)
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Kohinainen signaali s (katkoviiva) ja sen konvoluutiosilotus r*s (yhtenéinen viiva)

| | | | | |
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0

Mihin tétd havaintoa voi kayttda? Yritetdin vaikkapa sisdintulevasta sig-
naalista s suodattaa ulostuleva signaali 7 * s sopivalla konvoluutioytimelld r. Jos
esimerkiksi halutaan siilyttdd matalat taajuudet, mutta poistaa korkeataajui-
nen taustahély, niin voidaan valita sellainen r, jolle

rv) =1, kun |v| = 0,

r(v) — 0 nopeasti, kun |v| — oo,

r(t) — 0 nopeasti, kun [t| — oo.
Muista, ettd r*)(v) = (i27v)k 7(v): siispi siledlle r pitee 7(v) — 0 nopeasti,
kun |v| — oco. Esimerkki: olkoon 7(t) = ¢, (t) Gaussin normaalijakauma, missi
1
t) i = —
wo0= s

e*(t/g)rz/2 _— @(1/) _ 672(7r(n/)2

= P *s(t) Po (V) 5(v)
672(‘“—01})2 §(1/)
00 5w
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Normaalijakaumia: keskiarvo 0, keskihajonnat 1/k, missa k=1,2,3,4,5.
T T T T T T T

1
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0.9r

0.8r

0.7

0.6

051

0.4

0.3F

0.2

0.1F

Aikasiirrot ja taajuusmodulaatiot. Signaalin s: R — C siirto ajan b € R
verran on signaali Tps : R — C, missé

Tys(t) == s(t —b). (37)

Signaalin s : R — C modulointi taajuuden o € R verran on signaali M,s : R —
C, missa _
Mys(t) := e 5(t). (38)

—_— ——
Fourier-muunnos kohtelee néité kaavoja niin, ettd M,s = T,5 ja Tps = M _45,
toisin sanoen

Mys(v) = T,5(v),
Tys(v) = M_5(v).

Voidaan ajatella, ettd “aikapuolen modulaatio Fourier-muuttuu taajuuspuolen
siirroksi”.
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Integraalioperaattorit: havaitusta sisédntulevasta signaalista s : R — C
muokkaamme ulostulevan signaalin As = A(s) : R — C. Muunnos A on lineaa-
rinen, jos

A(r+s) = A(r)+A(s) ja
A(Xs) = XA(s)

kaikille signaaleille ;s : R — C ja vakioille A\ € C. Lineaarinen muunnos A
voidaan esittédé integraalioperaattorina:

As(t) = /RKA(t, u) s(u) du, (39)

missd K 4 on muunnoksen ns. ydin. Téassa ydin K 4 toki médrda integraaliope-
raattorin A, mutta myos kisinteinen pitee: A maiarad ytimen K4 “yksikésitteisesti
distribuutioiden mielessd” (hyvin véljin ehdoin; tarkempi tulos on ns. Schwartz-
ydinlause).

Esim. Fourier-muunnos itsessdén on télldinen integraalioperaattori:
kun K4(t,u) = e 27"% gaadaan

As(t) = / Ku(t,u) s(u)du = / e 2T 5(y) du = 5(t).
R R
Téssé siis As =S5 eli A = (s +— §) on Fourier-muunnos!

Aikainvariantit operaattorit: Olkoon integraalioperaattori A ajan siirrois-
sa sdilyvd eli aikainvariantti. Tamé tarkoittaa sitéd, etté

T,A = AT, (40)

kaikilla b € R eli
TbAS(t) = ATbS(t)

kaikille signaaleille s : R — C ja kaikille ajoille ¢,b € R. Silloin A = T, ATy,
mistd saadaan

/RKA(t,u) s(u)du = As(t) = T_pATps(t) = ATyps(t +b)
= /RKA(t—i-b,u)Tbs(u)du
= /RKA(t—i-b,u)s(u—b)du
= AKA(t+b,u+b)s(u)du.
Siten Ka(t,u) = Ka(t + b,u + b) kaikilla b,¢,u € R, erityisesti Ka(t,u) =
Ka(t —u,0) = r(t — u) jollekin signaalille r : R — C. Siis As = r * s téssd

— toisin sanoen aikainvariantit operaattorit A ovatkin aina konvoluutiomuotoa
S > T %S,
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4.6 Signaalien normit

Signaalin s : R — C “suuruutta” voidaan mitata Henri Lebesguen (1875-1941)
LP-normeilla, jotka mééritelldadn seuraavasti:

Isllgr = [/ |s<t>|pdtr/p, (41)

Jos s j_atkuva

IIs]| o = ess sup;cp|s(t)| sup|s(t)| = lim ||s||z». (42)
teR p—00

Merkitédén s € LP(R), jos ||s||rr < co. Téssd LP(R) on ns. Lebesgue-p-avaruus.
Samaistetaan signaalit r,s € LP(R), jos [|r — s||» = 0 eli kun r(¢) = s(t)
“melkein kaikilla ¢ € R”, ja merkitédéin silloin yksinkertaisesti r = s (tdmé
“melkein kaikilla” -késite esitellddn tdsmallisesti kurssilla MS-C1280 Mitta
ja integraali). Erityisesti sanotaan:

e Signaali s € L' (R) on itseisesti integroituva: [g |s(t)|dt = ||s||L1 < oco.
e Signaalilla s € L*(R) on ddrellinen energia ||s||*> = [5 [s(t)|* dt = [||s]|r2]*.

e Signaali s € L*(R) on olennaisesti rajoitettu: |s(t)| < ||s||pe melkein
kaikilla ¢.

Signaalien vektoriavaruudet: Kun r,s : R — C ja ¢ € C, méiéritelldén
funktiot ¢s,r + s : R — C luonnollisesti kaavoilla

(es)(t) = es(t),
(r+s)(t) = r(t)+s)
jokaisella t € R. Voidaan todistaa, ettd cs,r + s € LP(R), jos r,s € LP(R). Toi-
sin sanoen signaalien avaruus LP(R) voidaan tulkita vektoriavaruudeksi. Téssé
vektoriavaruudessa voidaan ajatella signaalien r, s € LP(R) viiliseksi etdisyydeksi
lukua
7 = sllzr,

joka siis riippuu parametrista p € [1, oo].

Esim. Schwartz-funktiot kuuluvat kaikkiin LP-avaruuksiin kaikilla p € [1, oo]:
Z(R) C LP(R).

Esim. Olkoon e, (t) := €™ jokaisella t € R, missii a € R. Silloin |e, (t)| = 1

jokaisella t € R, joten |leq|/r~ = 1: siten e, € L®°(R). Toisaalta e, ¢ LP(R)
kaikilla p < co.

Esim. Kardinaalisini sinc : R — R maéritellian seuraavasti:

{Sir;(:t), jos t # 0,

sinc(t) := ) fos £ = 0

Tissi sinc € LP(R) kaikilla p > 1, mutta sinc & L'(R).
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Esim. Olkoon

In(|¢ jos 0 < |t] <1
5(@::{“' D JosO <l <1,
0 muutoin.

Téssid s € LP(R) kaikilla p < co, mutta s & L (R).

Esim. Olkoon s(t) := ¢t ¢, kun 0 < t < 1 (ja s(t) = 0 muutoin), missi
0 < e < 1. Silloin

/ () dt = /ltspdt - {1/(1 —ep) < oo, kunep <1,
R 0

00, kun ep > 1.

Téstd nidhdidn, ettd s € LP(R) tismilleen silloin, kun p < et
Esim. Olkoon s(t) :=¢¢, kun 1 < ¢ (ja s(¢) = 0 muutoin), missd 0 < ¢ < 1.

Silloin

0, kun ep < 1.

/S(t)|pdt:/oot—spdt:{1/(5p—1)<00, kun ep > 1,
R 1

Tastd nahdiin, ettd s € LP(R) tismilleen silloin, kun p > e~

Lebesgue-avaruuksien leikkaus: L!(R)NL>(R) C LP(R) eli toisin sanoen:
jos s € LY(R) ja s € L*°(R), niin s € LP(R), koska (kun s # 0 ja 1 < p < o0)

s\ |s(t)] _
/|5(t)\pdt: ||5||p°°/ ( i ) di < ||5||p°°/ dt = |[slz="lisllzr < co.
R ® \lsllze ® [lsllze

Lebesgue-avaruuksien summa: LP(R) C L'(R)+ L>(R) eli toisin sanoen:
Jos s € LP(R), niin s = 81 + Soo, missii 87 € LY (R) ja soo € L®°(R) — miksi?
Riittéd tarkastella tapausta 1 < p < co (miksi?), jolloin méiritelldin

0 muutoin,

s (t) = {S(t) kun |s(t)] <1,

jolloin selvéisti ||sco|lr < 1 ja

on(t) = {s(t) kun |s(t)] > 1,

0 muutoin,

joten

s flos = / ls1(8)]dt < / ()P dt = |}s]12, < co.
R R
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Muistutus: Analyysin peruslause. Jos s:R — C on jatkuva ja

0= [ st

nin ' = s eli r'(t) = s(t) kaikilla t € R.
Télle tulokselle on seuraava yleistys:

Lebesguen differentiointilause: Jos s € L'(R) ja

niin v’ = s siing mielessd, etti v’ (t) = s(t) melkein kaikilla t € R.

Téssé selvisti r € L°(R), tarkemmin sanoen ||7|| g~ < ||s||z1. Muistetaan siis:
itseisesti integroituva funktio on rajoitetun funktion derivaatta
(mutta rajoitetun funktion derivaatta ei aina ole itseisesti integroituva).

LP-funktioiden approksimointi Schwartz-funktioilla, kun p < co: Sig-
naalia s € LP(R) voidaan approksimoida (eli 1&hesty#) mukavilla testisignaaleilla
sk € Z(R) mielivaltaisen tarkasti — téstd on iloa, kun Fourier-muunnos yri-
tetdin médritelld hankalille LP-funktioille. Kuinka approksimoidaan? Jos g,r €
Z(R), niin g* (rs) € #(R): tissi on kysymys silotuksesta konvoluution avulla!
Kun k € Z*, médritelliiéin rp, € 7 (R) siten, etti

rk(v) = Gi(v) 1= e/,
jolloin sy := g * (1 s) € L (R). Kun nyt 1 < p < 00, niin
lim ||s — sk|lr =0
k—o0

(sivuutetaan todistus). Siten .#(R) C LP(R) on “tihe#ssd” avaruudessa LP(R),
kun 1 < p < oo. Tapaus p = oo osoittautuu erilaiseksi:

Miksi Schwartz-funktioilla ei voi yleensi approksimoida L*>°-funktioita?
Toisin sanoen .(R) C L>®(R) “ei ole tiheissd” avaruudessa L (R): Ajatte-
le esimerkiksi vakiofunktiota 1 € L*°(R), jolle |1 — sk|jr~ > 1 kaikilla s €
Z(R). Téstd ndhddén, ettei funktiota 1 voi approksimoida mielivaltaisen tar-
kasti Schwartz-funktioilla (ja sama approksimoinnin mahdottomuuden peruste-
lu pétee kaikkiin s € L>(R), joille lim; o s(t) # 0). Myoskédn epéjatkuvia
s € L*°(R) ei voi approksimoida L*°-normin mielessii Schwartz-testifunktioilla
(mieti, mitd funktion epijatkuvuuskohdassa tapahtuu!).
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4.7 Fourier-muunnos (s — 5) : L'(R) — L>*(R)
Koska
[s(v)] =

Lo soal < [1solar= sl
R R
ndahd&an, etta
51z < lIsllLr- (43)
Siten Fourier-muunnos voidaan ajatella jatkuvana lineaarikuvauksena
(s 3) : LY(R) — L (R). (44)

Jos s € L*(R), niin 5: R — C on my®ds jatkuva, ja lisiksi Riemann—Lebesgue
-lemman mukaan 5(v) — 0, kun |v| — oo.

4.8 Fourier-muunnos (s — 5) : L?(R) — L*(R)
Aiemmin nahtiin, ettd Fourier-muunnos
(s—3): R) = ZR)
on bijektio, jolle kaikilla r, s € #(R) piitee
(r,5) = (s,7), (45)

misti erikoistapauksena energian siilyminen ||[5]|? = ||s|?. Té#miin ansiosta Fourier-
muunnos voidaan yksikésitteisesti laajentaa jatkuvaksi lineaarikuvaukseksi

(s 3) : L*(R) — L*(R), (46)

sillda .7 (R) C L?(R) on tiheiissi avaruudessa L?(R). Lisiiksi tdmé kuvaus (46) on
automaattisesti bijektio, joka on unitaarinen eli (45) pitee kaikilla r, s € L2(IR)!

Rajoitettu lineaarinen laajennus. Asken laajensimme Fourier-muunnoksen
lineaarisesti laajempaan vektoriavaruuteen normirajoituksen avulla. Téllainen
lineaarinen laajennus on oikeastaan hyvin yleinen ilmié matematiikassa. Misté
siind on kysymys? Lineaarikuvaus B : X — Y normiavaruuksien X,Y on jatku-
va (tai rajoitettu) jos

Ve e X @ ||B(x)|ly <wvakio||z]x.
Vektorialiavaruus V C X on tihed, jos se approksimoi avaruutta X, eli
Ve>0Vex e X veV: |lz—v|x <¢

(jokaisella tarkkuudella ¢ > 0 ja jokaisella z € X on olemassa v € V siten,
ettd &~ v tarkkuudella ¢ avaruudessa X). Silloin jokaisella rajoitetulla line-
aarikuvauksella Ag : V' — Y on olemassa yksikésitteinen lineaarinen laajen-
nus A : X — Y: timi tarkoittaa, ettd A(v) = Ap(v) kaikilla v € V; jos
liséksi lim ||z — vg|lx = 0, niin lim ||A(x) — Ao(vg)|ly = 0; edelleen pétee
k—o0 k—o0

|A(2)|ly < c]|z||x jokaisella x € X, jos alunperin || Ag(v)|]y < ¢|lv||x jokaisella
v € V (missé ¢ < co on vakio).
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Esim. Fourier-muunnoksen tapauksessa V = .%(R) on tihed vektorialiavaruus
avaruudessa X =Y = L%*(R), ja laajensimme lineaarikuvauksen Ay = (s + 3) :
V — Y normirajoituksen ||5]] = ||s|| turvin.

L?-Fourier-muunnoksesta: Integraalit
s(v) = / e 2TV () dt
R

midrittelevit Fourier-muunnoksen itseisesti integroituville signaaleille s € L!(R).
Téllaiset integraalit eivit kuitenkaan suppene itseisesti, jos s ¢ L'(R). Jos
s € L*(R) ja ¢ € Z(R), niin

) E0) = (s,9)

= /Rs(t)w(t)*dt :/s(t)w(—t)*dt - /Rs(—t)qp(t)*dt:

R

<))

(s,

siten

5(1) = (1)
melkein kaikilla ¢ € R, kun s € L?(R). Tdm# antaa meille mahdollisuuden
ymméartid kaavojen

kS
S
Il

/ s(t) e 270V ¢, (47)
R
s(t) = /Rg(l/)eHZ”t'”du (48)

olevan totta myds signaalille s € L?(R), vaikka tiukasti tulkittuna nimi inte-
graalit eivét perinteisesé mielessd suppene.

Asrellisen energian tapauksen Fourier-muunnos! Joka tapauksessa nyt
voimme todeta, ettd Fourier-muunnos on laajennettu kaikkia &érellisen energian
signaaleja koskevaksi bijektiiviseksi energian siilyttavéksi lineaarikuvaukseksi

(s 3) : L*(R) — L*(R). (49)
Esim. Olkoon

1, jos |t] < 1/2,
o f1e sl <y
0  muutoin.

Silloin s € LY(R), ja 3 = sinc € L>°(R) on kardinaalisini, jolle

M, kun v # 0,

sinc(v) := i
1, kun v = 0.

Nyt sinc € L?(R), mutta sinc ¢ L!(R). Kuitenkin sinc(t) = s(t) = s(—t) =
s(+t) melkein kaikilla ¢ € R, joten sinc = s € L?(R).
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4.9 Schwartzin temperoidut distribuutiot .’(R)

Kohta laajennetaan Fourier-muunnos ns. Schwartz-distribuutioiden (eli tempe-
roitujen distribuutioiden) avaruuteen .’ (R) jatkuvaksi lineaariseksi bijektioksi

(s +—~3): S'(R) = S (R),

missd avaruus #’(R) on erittdin laaja: se sisédltdd mm. kaikki polynomit ja
LP-funktiot kaikkien kertalukujen (distribuutio)derivaattoineen — toisin sanoen
Fourier-muunnos laajenee koskemaan melkoisen hurjia ddrettomén energian sig-
naaleja. Afirettoméin energian signaaleja tarvitaan #irellisen energian signaalien
kiisittelyssi — helppo esimerkki: signaalin ¢ — e'2™*® energia on #dretén. Toi-
nen esimerkki: miki on signaalin §;, energia aika-siirrossa s — Tps = J0p * s, missi
Tys(t) = s(t — b) = & * s(t)? Yleisemmin: dérellisen energian operaatioiden A
Schwartz-ytimet K4 ovat useimmiten d#reténenergiaisia.

Klassinen derivaatta. Funktio f : R — C on derivoituva pisteessé t € R, jos
on olemassa raja-arvo

@ = lim ———~ € C (50)

(eli f/(t) on kiyrin y = f(x) tangenttisuoran kulmakerroin pisteessi (x,y) =
(t, f(t)) € RxC). Télloin f on automaattisesti myos jatkuva pisteessi ¢. Mutta
epéjatkuviakin funktioita voi usein derivoida distribuutioiden mielessé:

;) Kuinka derivoidaan ei-derivoituva funktio? Schwartz-testifunktioita
s, € L(R) C C®°(R) voi derivoida mielivaltaisen monta kertaa; jos silloin
r : R — C on polynomi, saadaan osittaisintegroimalla

(rst™ ) = (=1)™ (s, (r*¢)™).

Nyt itsepéisesti méérittelemme signaaleille s € L>°(R)

(s ) 1= (1) (s (7)) = (<17 [ () () wl)) ), (51)
R
vaikka yleensi s ei ole edes jatkuva (saati sitten derivoituva klassisessa mie-
lessii)! Tissi sanotaan, ettd Schwartz-distribuutio s™ € .#/(R) on funktion
s € L®(R) m:s distribuutioderivaatta — varoitus: tallsin s(™ € #/(R) ei
valttaméattd endé ole mikain funktio f : R — C, vaan jotakin hurjempaa, kuten
kohta nahdé&an!

Schwartzin temperoidut distribuutiot. Schwartz-distribuutio s € .#'(R)
on muotoa

s= Z Tm 5&”% (52)
m=1
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missié n € ZT, r,, on polynomi ja 3521) on rajoitetun funktion s, € L>°(R) m:s

distribuutioderivaatta. Mitd tdmé tarkoittaa? Jos téssé testifunktio ¢ € .7 (R),
niin muodollisella osittaisintegroinnilla saadaan

(s.,0) = (3 rmsi,v)
m=1

= D (rmsi, )

m=1

= D W)

= > ()™ (s, (1, 1) ™)

= - _1\ym s * (m) *
S0 [on) (50 ™0) a

missé viimeisin integraali on jarkevd Lebesgue-mielessé — on tosin tapana ly-
hyesti kirjoittaa silloin distribuutiointegraali

/R S(6) Y ()" dt = (s, 0), (53)

vaikka tdm4 ei olekaan mikéén klassinen integraali, kun s € .#/(R) ei vilttamétta
ole edes mikéin funktio f : R — C (puhutaan téstd tarkemmin Dirac-deltan esi-
merkissd kohtal). Jos Schwartz-distribuutioille ¢, s € .%/(R) pétee (g, %) = (s, )
eli (¢ — s,v) = 0 kaikilla testifunktioilla ¢ € (R), niin ¢ = s.

Esim. Olkoon s € .#/(R). Silloin distribuutioderivaatat s(™) € .#’(R) jokai-
sella m € N. Samoin r s € .%’(R), jos tissd r : R — C on miké tahansa polyno-
mi. Temperoidut distribuutiot muodostavat luonnollisen vektoriavaruuden.

Esim. LP(R) C .%/(R) jokaisella p € [1,00] — miksi? Témé on Schwartz-
distribuutioiden mégritelmén nojalla tdysin selva tapauksessa p = oo. Tapaus
p = 1 seuraa Lebesguen differentiointilauseesta! Tapaus 1 < p < 0o taas seuraa
niiistd aiemmista tapauksista, kun muistetaan, etti LP(R) C LY(R) + L (R).

Esim. Signum-funktio sgn € L>°(R) mééritelladin

+1, kunt >0,
sgn(t) := ¢ —1, kunt <0, (54)
0, kunt=0.

Huomaa, etté klassinen derivaatta

sgn’(t) := lim e R

h—0

sgn(t + h) — sgn(t)
h
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on olemassa tdsmélleen silloin, kun ¢ # 0. Kohdassa t = 0 signum-funktio ei ole
edes jatkuva! Lasketaan distribuutioderivaatta sgn’ = sgn):

(s’ ) = —(sgmy) = - / sen(t) o/ (1)" d

0 [eS)
- / () dt — / GErd = 90 +90) = 20(0)
—oo 0
jokaisella ¢ € .(R). Siten distribuutioderivaatta on sgn’ = 2§y € ./ (R), missé

(00, 9) == (0)
jokaisella testisignaalilla ¢ € .7 (R).

Dirac-delta. Dirac-delta-distribuutio &, € .'(R) hetkelld b € R mééritellasin

(0, 1) == (b)" (55)

(jokaisella ¢ € .#(R)), ja sitd voidaan ajatella yksikkopistemassana (tai yk-
sikk6impulssina) hetkelld ¢ = b. On tapana kirjoittaa distribuutiointegraali

/Rdb(t)w(t)* dt = P(b)* = (6, ¥),

vaikka Dirac-delta 0, € .#’(R) ei ole funktio (ja siten tdméi integraali ei ole
klassisesti tulkittavissa)! Usein viiitetdin, ettd d,(t) = 0, jos t # b (ja jotkin
tahot voivat viittdd, ettd Jp(b) = oo) — miksi tdmé on huono ajatus? Jos
nimittdin s on funktio, jolle s(t) = 0 melkein kaikilla ¢ € R, niin klassisena
integraalina

/Rs(t)w(t)*dt —0

jokaisella ¢ € 7 (R): ei ole olemassa funktiota s : R — C, jolle [, s(t) ¢ (t)* dt =
P(b)* = (o, ¥) kaikilla ¢ € (R). Téssd kuitenkin d;, voidaan ajatella distri-
buutioiden mielessé raja-arvona tavallisista funktioista: esimerkiksi

0p = lim s
0<e—0 ©

siiné mielesséd, etté jokaisella ¢ € S (R) pétee
<5ba 1/}> = lim <367 1/)>7

1
0<e—0

missé esimerkiksi Gauss-normaalijakauma
Se = ppe € L (R),

tai esimerkiksi kun s, € LP(R) mééritelldsin

1 jos [t — b 2
88@)::{/67 jos |t —b] < /2,

0 muutoin.
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4.10 Fourier-muunnos (s — 3) : /' (R) — '(R)

Schwartz-distribuution s € .#/(R) Fourier-muunnos § € .¢”(R) mééritelldén

-~

<§7 ¢> = <S’¢>’ (56)

missd ¢ € #(R). Tdmé luonnollisesti laajentaa aiemman #érellisen energian
tapauksen, jossa s € L?(R). Nyt saatiin mééritelty# temperoitujen distribuu-
tioiden bijektiivinen Fourier-muunnos

(s 3) : 7 (R) = .7 (R). (57)

Esim. Olkoon s(t) = eg(t) := €278, Silloin eg € L(R) C .7/ (R), ja

@, 9) = (e, 0) = / TS (1) At = P(B)* = (65, D)

jokaisella testifunktiolla ¢ € #(R). Siten €5 = g ¢ LP(R) on Dirac-delta pis-
teessd B € R. Téssd esimerkissd s = eg € ./(R) on déretonenergiainen signaali,
jossa on lopputuloksen mukaan vain taajuutta § € R (ja télld taajuudella siis
adreton energiatiheys).

Esim. Signaali s := §, € .%’(R) on d4retdnenergiainen, ja se kuvaa &killista
napsahdusta hetkelld b € R. Nyt

-~

Gor D) 1= (50 0) = $(b)* = / e 2V S0) du = (e, D)

R

jokaisella testifunktiolla ¢ € .#(R). Siten 5 =e_p € L™ (R) ¢ &'(R). Vaihto-
ehtoinen epdmuodollinen laskelma télle olisi

~

W(v) = / Sp(t) e 2t = o720V — ¢y (1),
R

mutta tissd on hyvd huomata, ettd ¢t — 2™ ei ole Schwartz-testifunktio!
Voidaan ajatella, ettd signaalin s = §; energiantiheys taajuudessa on nyt vakio

|51 = 1.
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Esim. Dirac-deltaa voi kayttaa Fourier-integraalien sievennyksessé, kun inte-
graalit ymmérretddn distribuutioiden mielessa:

s(t) = /e+i2”t'”§(u)du
R

/R/Rei%(t_“)'”s(u)dudy
/R [ /]R el2mit=u)v du} s(u) du
= /Rdo(t—u) s(u) du

8o * s(t)
= s(t),
pyorittiin siis ympéri s(t) = --- = s(t) — siis miké oli idea? Laskelman en-

simméisessa yhtalossa oli tyoladsti todistamamme Fourier-kéédnteismuunnoksen
tapaus, kun taas myohemmin “fuskasimme” kirjoittamalla

/ 2T qy = §o(t — u). (58)
R

Téllaisia “fuskauksia” on mukava kéyttéaé oikopolkuina Fourier-integraalien sie-
vennyksissé: ndimme téssikin, miten mukavasti integraalit laskun loppuvaihees-
sa katosivat! Yleisemmin & * s = Tps:

5b*8(t) = /5bt—u )
= t—b) Tbs()

Toisin sanoen integraalioperaattorin Tj konvoluutioydin on §; eli vastaava ydin
KT;, (t, u) = 5b(t — 'LL).

Esim. Olkoon ¢ > 0. Méiritelldin s. € L'(R) siten, etti s.(t) := e/t sgn(t).
Silloin ||se — sgn||p~ # 0 as ¢ — 0T, mutta silti

lim s.(t) = sgn(t),

e—0t

ja jos v # 0, niin
1
sgn(v) = lim 5. (v)=...= —.
) = Jig, S0) ==

Siten jos r(u) := -1 kun u # 0, niin 7(v) = +isgn(—v) = —isgn(v) muodol-
lisesti. Midritellain Hilbert-muunnos H = (s — Hs) : L?>(R) — L?(R) siten,
ettd -

Hs(v) := —isgn(v) 5(v). (59)
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Edeltavin tarkastelun mukaan Hilbert-muunnoksen tulisi toteuttaa konvoluu-
tiotyyppinen kaava singulaarisena integraalina

Hs(t):/RS(t_u)du:: lim (/Ewdm/:os(i;“)du) (60)

™Y e=0t \J_o TU

— ja niin se toteuttaakin (mutta todistus ei ole helppo).

Fourier-integraalien ystidvillinen tulkinta: Jotta Fourier-integraalit
S(t) — / e+i2ﬂ't-u §(1/) dy = / e+i27rt-z/ / e*iQﬂ"u,-lI S(U) dudy
R R R
suppenisivat itseisesti, on oltava s,5 € L!(R), ja silloin s, s ovat automaattisesti
myos jatkuvia ja kuuluvat kaikkiin LP-avaruuksiin: tdmé on totta ainakin kun
s,s',8" € L*(R),

tai yleisemmin jos

s,s € LY(R) ja s € L*[R).
Olemme kuitenkin onnistuneet laajentamaan Fourier-muunnoksen jopa LP-avaruuksia
suurempaan Schwartz-distribuutioiden avaruuteen; on varsin harmitonta kiyttaa
Fourier-integraalikaavoja ndiden dédrettomén energian signaalienkin tapaukses-
sa. Jos s € ./(R), niin distribuutioiden mielessé

/e+i27rt-1/§(y) dv = /e+i2ﬂ't'l/\/efi2ﬂ'u1/ s(u) dudy
R R R
//ei%(t_“)'”dl/s(u)du
RJR

/ 0o(t — u) s(u) du
R
s(t),

vaikka pisteittiisid arvoja s(t) € C ei distribuutioille ole useinkaan olemassal
Meilld on nyt kidytossé bijektiiviset “ajasta taajuuteen” -Fourier muunnokset

SR) c L*R) c S'(R)
1 | 1
Z[R) c IL}R) c Z'(R).

o (R) sisiltdd kaikki “silefit nopeasti viihenevét” signaalit.
o L%(R) sisiiltiisi kaikki direllisen energian signaalit.
o '(R) sisiltdd “olennaisesti kaikki vastaantulevat signaalit”.

Onneksi pahanlaatuisia signaaleja s € L?(R) (tai jopa déreténenergiaisia distri-
buutioita s € #'(R)) voi approksimoida kivoilla testisignaaleilla s, € .7 (R).
(Késittelimme Schwartz-distribuutioiden alkeet — liséitietoja distribuutioista
kurssilla MS-E1421 Harmonic analysis.)
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4.11 Epatarkkuusperiaate

Kvanttimekaniikassa hiukkasen aaltofunktio s : R3 — C noudattaa ns. Schrodingerin
yhtiilsa. Jos ||s]|? = 1, niin hiukkanen on alueessa 2 C R3 todennikoisyydelli

[ st aa.

Osoittautuu, ettd on fysikaalisesti mahdotonta mitata mielivaltaisen tarkasti
yhté aikaa hiukkasen paikkaa ja liikem&éraé (tai signaalin tarkkaa aika—taajuus-
sijaintia) — tétd ilmiotd kuvailee Heisenbergin epitarkkuusperiaate.

Tehtiva. Fourier-analyysin Heisenbergin epdtarkkuusperiaate on epayhtalo

Jsi? < am ([ |s<t>|2dt)1/2 ([ |§<u>|2du)l/2. (60)

Todista epatarkkuusperiaate seuraavasti: Nayta ensin osittaisintegroimalla, etté

Is|2 = —/Rt (s(t)570) + 500 5'(1)) i

kaikille signaaleille s € .’(R), joten

]2 < 2 / £s(8)]|5'(8)] dt.

Sovella sitten Cauchy—Schwarz -epédyhtélod tdhéin integraaliin niin, ettd saat
Heisenbergin epédyhtélon (muista, ettd energia siilyy Fourier-muunnoksessa).

Huom! On helppo todistaa yleisempi Heisenbergin epayhtilo

Il < 4 ( [ w2isor dt)m ( JA |§<u>2du)m (61)

jokaisella g, 9 € R. Miten Heisenbergin epdyhtilo voidaan tulkita? Jos ||s|| =
1 = ||5||, voidaan ajatella, etti |s|? ja [3]? ovat todennikdisyysjakaumia, joiden
odotusarvot ovat

e = / Hs@®Pdt ja ps= / v [30)[ dv
R R

ja vastaavat varianssit
7= [P lsOPd G o2 = [ pe?50)P
R R
Silloin Heisenbergin epéayht&lé on
1
I < o503 (62)

eli téssd mielessd signaali ja sen Fourier-muunnos eivit voi olla lokalisoitunei-
ta mielivaltaisen tarkasti yhtd aikaa sekd ajassa ettd taajuudessa! Itse asiassa
néissd epédyhtéloissd esiintyvéd vakio 47 on paras mahdollinen: sen voi n&dhdé
tarkastelemalla signaalina s Gaussin normaalijakaumaa.
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4.12 Fourier-integraali dimensiossa d € Z* = {1,2,3,4,5,--- }

Olemme tahén mennessi kisitelleet 1-ulotteisten signaalien s : R — C Fourier-
analyysia. Osoittautuu kuitenkin, ettd d-dimensioisten signaalien tapaus on
olennaisesti samankaltainen, joten tapaus d = 1 on erityisen hyvid ymmértia!
Signaalin s : R¢ — C Fourier-muunnos 5 : R? — C lasketaan

s(v) = /]Rd e 2TV 5(¢) dt, (63)

missi t = (t1,--+ ,tq) € R? (yleistetty “aika”) ja v = (v1,--- ,vq) € R? (yleis-
tetty “taajuus”),
d
t~V:Ztk~Vk:t1V1+“-+tdI/dGR
k=1

(“ajan” ja “taajuuden” pistetulo),

[ vatm [ [ty
Rd R R

Energia mééaritellaan

Is])? = / Is(t)[2 dt,
R4

ja esimerkiksi

s(t) = / €+i27Tt'V§(I/) dv,
R

Isl* = [Is11*,
r*s(t) = /Rd r(t — u) s(u) du,
rxs(v) = T(v)sv).

38



5 Analoginen jaksollinen maailma:
periodiset signaalit s : R — C

Olkoon signaali s : R — C nyt P-jaksollinen eli P-periodinen, siis
s(t— P) = s(t)

jokaisella t € R. Esimerkiksi tutut trigonometriset funktiot cos, sin : R — R ovat
2m-jaksollisia, silld cos(t — 27) = cos(t) ja sin(t — 27) = sin(¢). P-jaksollisesta
funktiosta s riittda tietdd sen arvot milld tahansa P:n mittaisella vililla, esi-
merkiksi janalla | — P/2,4+P/2] tai janalla [0, P[. Huomaa, etté jokaisella P-
jaksollisella funktiolla on jaksona myo6s 2P ja 3P ja 4P ja 5P ja ...

cos(2*pi*t/6), kun [t|<6. Jaksonaika=?

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Merkintoja: Kun s: R — Con P-jaksollinen eli s(t—P) = s(t) kaikilla ¢t € R,
merkitédén s : R/PZ — C. Joukkoa T := R/Z kutsutaan nimelld “litted torus”.
(Miksi? Mieti...) Voidaan ajatella, ettd “aika-avaruus” T = R/Z on ympyri:
ajanhetki ¢ € R on sama kuin ajanhetki ¢ — k € R kaikilla & € Z. Siten ajan
t € R/Z kokonaislukuosalla ei ole vilié, vain desimaaliosalla on merkitysté!

Eliméi helpommaksi! P-jaksollinen signaali s : R — C voidaan yksinkertai-
sella muuttujanvaihdolla muokata 1-jaksolliseksi funktioksi s; : R — C:

s1(t) := s(Pt) (64)
eli s(t) = s1(t/P). Niinpi jatkossa kisittelemme VAIN yksijaksollisia signaaleja.
Energia. Signaalin s:R/Z — C “energia” on

1
Isl? = [ JsPde= [ st ae (69

R/Z 0
ja meille “hyvid signaaleja” ovat ne, joilla energia ||s||?> < oo, jolloin merkit#in
s € L*(R/Z). Tassi L*(R/Z) on &irellisen energian analogisten 1-jaksollisten

signaalien vektoriavaruus. Huomaa, etté téssa jaksollisessa tapauksessa integroi-
daan vain yhden ajanjakson yli, ei siis enéiéd koko reaaliakselin R yli!
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5.1 Jaksollisten signaalien normit

Periodiset Lebesgue-avaruudet. Jaksollisten signaalien s : R/Z — C Lebesgue-
p-avarvuden LP(R/Z) normi méiiritelldin luonnollisella tavalla seuraavasti:

1<p<oo 1 1/p
sl S [/ |s<t>ﬁdt} , (66)

Jos s Etkuva

IIs]l oo = esssupte[071]|s(t)| max |s(t)] = lim ||s||L»{67)
p—00

te[0,1]

Télloin merkitdéin s € LP(R/Z), jos ||s[|L» < co. Samaistetaan signaalit 7, s €
LP(R/Z), jos ||r — s|lre = 0 eli kun r(t) = s(¢) “melkein kaikilla ¢t € R/Z”, ja
merkitéddn silloin yksinkertaisesti » = s Erityisesti sanotaan:

e Signaali s € L*(R/Z) on itseisesti integroituva: fol |s(t)|dt = ||s||z1 < oc.

e Signaalilla s € L?*(R/Z) on direllinen energia |s||*> = fol |s(t)]2dt =
[llsllz2]2.

e Signaali s € L*(R/Z) on olennaisesti rajoitettu: |s(t)]
kaikilla ¢.

IN

||s]| s melkein

Jaksottomille signaaleilla tiedetéén, ettd
LP(R) ¢ L*(R),
kun p # ¢, missd p, ¢ € [1, 00]. Toisaalta jaksollisille signaaleille
*(R/Z) 'S LY(R/2);

erityisesti pétee
L>(R/Z) c L*(R/Z) C L*(R/Z),

1 1/q 1 1/q
[/ |5<t)|th] s[/ ||s||%wdt} — sl
0 0
1 Holder 1 1/2
Isler = [ Istolae "< (/ |s<t>|2dt>
0 0

silla selvisti

ja

1/2

([ 1ar) = olee
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5.2 Fourier-kerroinmuunnos ja Fourier-sarja eli
jaksollisten signaalien s : R — C tapaus (s : R/PZ — C)

Fourier-kerroinmuunnos. 1-jaksollisen signaalin s : R/Z — C Fourier-
muunnos on funktio 5 : Z — C, joka médritelldin kaavalla

1
s(v) = / s(t)e 2 v dt = / s(t) e 2t dt, (68)
R/Z 0

mikéli tdm4 integraali on laskettavissa: selvisti

)| s/o [s(t)] dt = [s]| 1,

joten tdmi on ok, kun s € L'(R/Z). Lukuja 5(v) € C sanotaan signaalin
Fourier-kertoimiksi. Voidaan merkitd selvyyden vuoksi myo6s

y]R/Z(S) = /S\,

kun halutaan korostaa, etté signaali s : R — C on 1-jaksollinen.

Huom! Olkoon v € Z. Tarkista, etti

L I, kunv=0
/ oY 4t = { e (69)
0

0 muutoin!

Ja sitten retorinen kysymys: miké on signaalin s : R/Z — C Fourier-kerroinmuunnos
5:7Z — C, kun s(t) = 2™ missi o € Z?

Esim. Olkoon k € Z+. Méiritelldsin funktio s : R — C kaavalla

vl ;
s(t) := sin(2mt - k) T2 % (efizmik _gmizmiky
i

Selviisti s(t+m/k) = s(t) kaikilla m € Z, joten s on 1/k-periodinen, mutta toki
my6s k/k-periodinen. Voidaan siis ajatella, etti

s:R/Z — C,
ja télld on Fourier-kerroinmuunnoksena s : Z — C, missi

+1/(21), jos v = +k,
s(v) =4 —1/(21), josv=—k,

0 muutoin.
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Tehtivd. Laske signaalin s: R/Z — C Fourier-kertoimet, missé s(t) = ¢, kun
It < 1/2.

1-jaksollinen s, jolle s(t)=t, kun [t|<1/2
T

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1

Tehtivd. Laske signaalin s : R/Z — C Fourier-kertoimet, missi s(t) = 1 — ¢,
kun 0 <t < 1.

1-jaksollinen s, jolle s(t)=1-t, kun 0<t<1

0.9r 4

0.8r 4

0.7r 4

0.6 B

051 B

0.4 B

0.3F A

0.2 A

0.1F 8

Tehtévd. Laske signaalin s : R/Z — C Fourier-kertoimet, missé s(t) = |¢|,
kun [t] < 1/2.
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05 1-periodinen s, missa s(t)=|t|, kun |t|<1/2.
. T T T

0.45 b

04r B

0.35 4

0.3 B

0.25F B

0.2 B

0.15F A

0.1F A

0.05

Tehtdvid. Laske signaalin s : R/Z — C Fourier-kertoimet, missé s(t)
kun [t| < 1/2.

1-jaksollinen s, missa s(t):tz, kun |t|<1/2
0.25 T T T

0.2r B

0.15F B

0.1F B

Tehtivd. Laske signaalin s : R/Z — C Fourier-kertoimet, missé

1, kun0<z<1/2

t) =
*® =10, kun 1/2 <0 < 1.

Tehtdva. Néaytd, ettd §(v) = ¢, € C, kun s : R/Z — C mééiritelldén

o0
S(t) = § :Ck e127rt-k _ § Ck e127rt-k

keZ k=—o0

(toki olettaen, ettd s on “riittédvin mukava’”).
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1-jaksollinen signaali, jonka k:s Fourier—kerroin on exp(-abs(k))
T T T T T T T

24

Huomautus: Pian osoittautuu, ettei edellisen tehtdvén ilmio ollutkaan sat-
tumaa: jokainen “riittdviin mukava” s : R/Z — C voidaan palauttaa Fourier-
kertoimistaan §(v) € C Fourier-sarjana

s(t) = Z?(V) etizmtv (70)
VEZ

— voidaan ajatella, ettd periodisessa analogisessa signaalissa s on télléin sama
informaatio kuin ei-periodisessa digitaalisessa signaalissa 5 : Z — C. Kurssin
alussa esitellyn signaalien luokittelun (A0, A1, DO, D1) mielessi tdmé tarkoittaa
sitd, ettd luokat (A1) ja (DO0) ovat Fourier-muunnoksen kautta duaalisia niin,
ettd nédiden luokkien ominaisuudet ovat toistensa “peilikuvia’”.

Tehtévd. Laske “mukavan” signaalin s : R/Z — C Fourier-kertoimet, kun
s(t) == Z CL e'HQ”““’7
kEZ

missd p > 1 on kokonaisluku.

Tehtdva. Miten signaalin s : R/Z — C ja sen derivaatan s’ : R/Z — C
Fourier-kertoimet liittyvét toisiinsa?

Tehtava. Kurssilla kdyttdmédmme “moderni” Fourier-sarja on muotoa
s(t) =Y ™ E(w).
VEL

Monissa ldhteissd kdytetddn kompeloé trigonometrista versiota

s(t) = % + ) (ax cos(2mtk) + by, sin(2mtk)) .
k=1

Etsi muunnoskaavat vakioiden ay, by, ja Fourier-kerrointen s(v) vélilla. (Kertoi-
mia ag, by, kutsutaan kosini- ja sinisarjojen kertoimiksi.)
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Tehtdva. Kun 0 < r < 1, médritelldsin Poisson-ydin P, : R/Z — C kaavalla
Po(t) =Y rlfletmtk, (71)
kEZ

Néytd geometrisen summan avulla, etta

1—72

P.(t) = .
®) 1+ 72 —2r cos(2nt)

Néyta lisiksi, ettd 0 < P.(t) < oo ja ettd fR/Z P.(t) dt = 1. Laske myos Poisson-
ytimen suurin ja pienin arvo.

Poisson-ytimet arvoilla r=0.5, r=0.6 ja r=0.7

6

Fourier-kertoimille kifinteismuunnos? Fourier-sarja! Jos tiedetédéin vain
Fourier-kertoimet 5(k), kun k € Z, voidaanko téisté tiedosta palauttaa 1-jaksollinen
signaali s : R/Z — C? Vastaus on kyll4, jos s on riittdvin mukava! Jotta las-
kussa alkuun péadstidén, oletetaan signaalin sileys. Silloin

s(t) = lim s(u) Pp(t — u) du

r—1- 0

r—1-

1
= lim s(u) E vl ei2r(t=w)v gy,
0 VvEZ
= lim s(v) plvlgi2mty
r—1—
VEZ

— Z g(l/) ei27rt'z/-

vEZ
Vaihtoehtoinen piittely kisinteismuunnokselle. Askeinen Fourier-sarjan

padttely oli erittain ldheista sukua Fourier-integraalin kiainteismuunnoksen kaa-
van perustelulle. Oikeastaan vain korvasimme ei-periodisen Gaussin normaali-
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jakauman periodisella Poisson-ytimelld! Fourier-sarjan voi 16ytda myos muun-
laisten periodisten ytimien avulla. Esimerkiksi
1
s(t) = lim s(u) Yy (t — u) du,
N—oo Jg
missé ydinfunktio Yy : R/Z — C on (esimerkiksi) muotoa

Yn(t) := ey cos(mt)?V, (72)

1
missi, N € ZT ja vakio cy € R valitaan siten, etti / Yn(t)dt = 1.
0

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4
0.3 \
0.2
)]

15 2

0.1

On helppo havaita, etti koska 2 cos(rt) = eTI™ + e~ seuraa binomikaavasta

2N —1
2N 2N . .
YN(t) — Z (N) ( L > e+17rt-(2N7k) efmt-k

k=0
2N —1
— Z 2N 2N oHi2mt-(N—k)
N k '
k=0

Siispd saadaan
1
s(t) = lim s(u) Yn(t —u) du

N—oo Jo

1 2N -1
2N 2N :
— lim s(u) Z ( N ) ( L ) e+127r(t—u)~(N—k) du

N—oo /g 0
2N 1 1

2N 2N ;

- <N) < k ) /0 sl e du

2N -1
2N 2N ;
— 1 -~ _ +i27t- (N —k)
A}lm E ( ) ( f )s(N k)e

_ Zé\(y) e+i27rt-u

VEZ
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edellyttden, ettd laskun vélivaiheet olivat hyvin perusteltuja!

Tehtdava. Taydenni edelliseen Fourier-sarjan kddnteismuunnoksen laskuun vélivaiheet
ja perustelut. Lasku oli ok ainakin, jos s € C*°(R/Z) eli kun s : R/Z — C on
ddrettomén monta kertaa derivoituva. Lasku oli ok my6s yleisemméssé tapauk-

sessa, jossa
D 1B)| < oo,
VEZL

jolloin s on automaattisesti myos jatkuva.

Tehtavd. Fourier-sarja olisi voitu 16ytaa myos tarkastelemalla Poisson-ytimen
sijaan niin sanottua Dirichlet-ydintd. Kun N € Z*, médritellain Dirichlet-ydin
Dy :R/Z — C kaavalla

N
Dy(t):= Y &h

k=—N

Niyti, ettd
sin((2N + 1)t)
Dn(t) = —————F77—=
() sin(7rt)

Nayté lisiksi, ettd [ , Dy (t)dt = 1.

Dirichlet-ytimet Dy kun N=3, N=4, N=5
12 T T T T
I f I [
10 | | | +
\ i \ \ \
\ f\ i i |
8 I | | Il
sl
a4t i
|
2t 1
f 0
ok ‘ H‘Hg /‘m‘”\”i
NN
/W YMAY
[ {
)
2 | JV, 4
4 I | I I I I |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
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Fourier-muunnos on unitaarinen: Tarkastellaan signaaleja r,s: R/Z — C
ja niiden Fourier-muunnoksia 7,5 : Z — C. Téllsin

"5 = Y)W

vEZ
- Y ) / o2t 5(1) dt dv
VEZ R/Z
— / Z eti2mtw ?(I/) ?t)dt
R/Z VEZ

= / rt)s(t)dt = (r,s).
R/Z

Toisin sanoen Fourier-muunnos on unitaarinen eli se séilyttéd signaalien normit
ja niiden véliset kulmat! Lyhyesti sanoen sisétulot sdilyvit eli

(r,5) = (r,s). (73)

Tésta toki seuraa valittomasti energian séilyminen:

I511* = (5,3) = (s, 5) = lls|I*. (74)

Néméi kaavat voi ensin perustella sileille testisignaaleille r, s € C*°(R/Z), misti
ne laajenevat kaikille #irellisen energian signaaleille r, s € L2(R/Z).

Konvoluutiot. 1-jaksollisten signaalien r,s : R/Z — C konvoluutio r * s :
R/Z — C mééritellddn kaavalla

1
rxs(t) = /0 r(t —u) s(u) du, (75)

mikéli tdmé integraali on laskettavissa (tdssi r*s € L1(R/Z),josr,s € LY(R/Z)).
Vastaavasti funktioiden 7,5 : Z — C diskreetti konvoluutio ¥ x5 : Z — C

maéaaritellaan
Pr3(v) = F(v—a)s(e), (76)
vEeZ

mikili tAm# sarja suppenee (ok, jos summa itseisarvoista on dérellinen — pala-
taan tdhin myshemmin.)

Konvoluutio Fourier-muuntuu tuloksi ja pidinvastoin. Tarkastellaan “riittdvéan
mukavia” 1-jaksollisia signaaleja r, s : R/Z — C. Néyté laskemalla, ettd

(v)s(v), (77)
*5(v), (78)

=)

r*s(v) =

%
®
g
R
\

=)

missé (1 s)(t) := r(t) s(t).
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Periodinen konvoluutio ja silotus. Jaksollisten analogisten signaalien r, s :
R/Z — C tapauksessa (r * s)' =" x s eli

(r*s)'(t) =r"*s(t) (79)

jokaisella t € R/Z (todistus laskemalla aivan kuten jaksottomien analogisten
signaalien tapauksessa). Siten r * s on siled, jos r on silei.

Tehtiva. Laske Z n2.
n=1

Vihje: Tarkastele tapauksessa s(t) =t (kun |t| < 1/2) Fourier-sarjaa

sx*s(t) = Z 2™ 555(n)

neZ

—

kohdassa ¢t = 0. Laske siis s * s(0) ja s* s(n).
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5.3 Jaksottoman analogisen signaalin periodisointi

s ja siitd 1-periodisoitu Ps, kun s(l):exp(—Stz)
T T T T T

14

2

Kuinka Fourier-integraali ja Fourier-sarja liittyvét toisiinsa? Periodisoidaan
eli jaksollistetaan signaali s : R — C signaaliksi Ps : R/Z — C siten, ettd

Ps(t) =3 s(t — k). (80)
keZ

Tdmé& on ok ainakin, jos s on jatkuva ja sarja suppenee itseisesti jokaisella
t € [0,1]; erityisesti Schwartz-testisignaalille s € .(R) pétee Ps € C*°(R). Nyt
jos v € Z, niin

Pa(v) = /0 o270 ™ (¢ — k) dt

kEZ

1
Z/ T2 g(t — k) dt
0

keZ

/R e T2V (At = 3(v).

Siis periodisoidun signaalin Ps Fourier-kertoimet 7/3\s(u) vastaavat luonnollisesti
alkuperiisen signaalin Fourier-muunnoksen arvoja S(v) kokonaislukupisteissi
veZCR: e

Ps(v) =3(v), kun veZ. (81)
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14 s ja siitd 1-periodisoitu Ps, kun s(t):exp(—lotz)
’ T T T T T

12r A

Poisson-summauskaava testisignaalille s € .(R) on

Z s(k) = Z?(V) (82)

keZ VEL

Todistetaan tdmé periodisoinnin ja Fourier-sarjan avulla:

Saw) YOS Psw) = S et pyw) = Ps(0)

VEZL VEZ veZL +=0
©STs0-k) = S sk
kEZ kEZ

5.4 Analoginen maailma (A0 4 Al)

Tahén mennessd olemme kisitelleet analogisia signaaleja s : R — C, jotka voi-
vat olla joko jaksottomia (tapaus AO) tai jaksollisia (tapaus Al). Tapauksen
(A0) signaalille s : R — C méériteltiin Fourier-muunnos § : R — C, tarkem-
min sanoen Fourier-integraalimuunnos. Tamén kd&nteismuunnos oli myos inte-
graalityyppinen. Tapauksen (A1) signaalille s : R/Z — C méériteltiin Fourier-
muunnos s : Z — C, tarkemmin sanoen Fourier-kerroinmuunnos. Témén kiénteis-
muunnos oli muodoltaan Fourier-sarja. Y14 esitelty periodisointi ja Poisson-
summauskaava rakentavat yhteyden tapausten (A0) ja (A1) vélille.

Niiden eri Fourier-muunnosten ja Fourier-kdanteismuunnosten lisdksi kes-
keisid késitteitd olivat signaalin energia ja energian sdilyminen seké erilaiset
konvoluutiot.
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6 Digitaalinen maailma:
diskreetin ajan jaksottomat signaalit s : Z — C

Talla kurssilla digitaalisella signaalilla tarkoitetaan funktiota
s:7Z — C,

missd Z = {0, £1, 42, £3, - - - } on diskreetti atka-avaruus. Jaksottoman digitaali-
sen signaalin Fourier-muunnosta kutsutaan diskreetin ajan Fourier-muunnokseksi
(DTFT, Discrete Time Fourier Transform, signaalien luokka (DO0)). Jaksollisten
eli periodisten digitaalisten signaalien tapausta kutsutaan diskreetiksi Fourier-
muunnokseksi (DFT, Discrete Fourier Transform, signaalien luokka (D1)), jon-
ka numeerinen laskenta on paras suorittaa ns. “nopealla Fourier-muunnoksella’
(FFT, Fast Fourier Transform), joka on erés tekniikan ja luonnontieteen aloilla
hyodyllisimpié algoritmeja.

Analogisesta jaksottomasta signaalista s : R — C (signaalien luokka (A0))
saadaan digitaalinen jaksoton signaali s, : Z — C (signaalien luokka (D0))
mittaamalla ndytteitd h-pituisin aikavilein:

sp(t) == s(th)

kaikilla ¢ € Z. Toki on digitaalisia signaaleja, jotka eivét ole néytteitd mistadn
analogisesta signaalista, mutta usein kdytadnnon sovelluksissa on kyse téllaisesta
naytteenotosta.

s(ty=e" sin(2mt/6) ja siita valein h=0.1 otetut naytteet, kun |ti<3

0.5
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6.1 Diskreetit LP-avaruudet ?

Funktioille s : Z — C méiritelldsin LP-avaruuksien (P := LP(Z) normit seuraa-
vasti:

1/p
sl = lZsml”} , (s3)

tez
II's]] e = sup|s(¢)|. (84)
tez
Téllsin merkitddn s € (2 = LP(Z), jos ||s]|¢» < oo. Erityisesti sanotaan:
e Signaali s € ¢! on itseisesti summautuwva: Y., |s(t)] = [|s]|lp < co.
e Signaalilla s € (% on ddrellinen energia ||s||* = >,c; |s(£)1* = [[|s]le2]?.
e Signaali s € £>° on rajoitettu: |s(t)| < ||s]le~ kaikilla .

Nyt selvasti
0t 2o,

ja yleisemmin /? C ¢, kun p < q.
Esim. Olkoon ¢ > 0. Milloin s € (7, kun s(t) = (1 + t2)7%/2? Huomaa, etti
tdma on olennaisesti sama kysymys kuin kysymykset

oo o0
Milloin Zk—m <00 ? Milloin / 2P dr < 00 ?
k=1 1

Téssi siis s € P tidsmilleen silloin kun 1 —pe < 0elip > 1/ elie > 1/p.
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6.2 Diskreetit distribuutiot s € .’(Z)

Diskreetit testifunktiot. Schwartz-testifunktioiden avaruuden .#(R) luon-
nollinen vastine digitaalisille signaaleille on diskreetti Schwartz-avaruus (7).
Sanotaan, ettd funktio s : Z — C on avaruudessa .#(Z), kun

max |th(t)| < 00 (85)

kaikilla N € Z* (derivoituvuudesta ei tarvitse vilittdd diskreetin aikamuuttujan
t € Z tapauksessa). Selviisti

0+ A(Z) C O

Esim. Jos s:7Z — C siten, ettd s(t) # 0 vain &dérellisen monella ¢ € Z, niin
se S (Z).

Esim. Josr € .Z(R) jas:Z — C siten, ettd s(t) := r(t) (kaikilla ¢t € Z), niin
s e S(Z).

Diskreetit distribuutiot. Schwartz-distribuutioiden avaruuden .#’(R) luon-
nollinen vastine digitaalisille signaaleille on diskreetti Schwartz-distribuutioiden
avaruus ' (Z). Sanotaan, ettd funktio s : Z — C on avaruudessa .’/ (Z), jos on
olemassa N € Z7 siten, etti kaikilla ¢ € Z pétee

|s(t)] < vakio (1 + [t))Y (86)
(eli s(¢) kasvaa enintéén polynomiaalista vauhtia, kun ¢ — £00). Selvisti
(> C (L) # .
Jos s € S (Z) jaop € S(Z), merkitisin

(s,9) == > s()d()* € C. (87)

teEL

Esim. Polynomit s:7Z — C ovat diskreettejd distribuutioita.
Sen sijaan r € ./ (Z), kun r(t) := e'.
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6.3 Signaalien avaruus (? = (*(Z) = L*(Z)

Diskreetin ajan t € Z ddrellisen energian signaali on ns. nelidGsummautuva funk-
tio s : Z — C: toisin sanoen signaalilla s on #irellinen “energia” ||s|?> < oo,

s = ls(). (88)

teZ

Niiden nelissummautuvien signaalien avaruutta merkitéin ¢2(Z) = L?(Z). Lisdksi
tyypillisesti vaadimme, ettd signaali on “riittdvan mukava” — siis kulloisenkin
tarpeen mukaan niin hyvékéytoksinen, ettd laskutoimituksemme kestévét kriit-
tisen tarkastelun... ;)

Normi ja sisdtulo: Nyt kannattaa kerrata, mitéd sanottiin analogisten sig-
naalien s € L?(R) tapauksesta... Digitaalisen signaalin s € L*(Z) normi on

1/2
sl = <Z IS(t)2> : (89)
tez

Signaalien 7, s € L*(Z) pistetulo eli sisitulo on

(r,s) := Z r(t) s(t). (90)

tez
Tehtiva. Todista Cauchy—Schwarz -epayhtalo
[(r )l < Il llsll- (91)
ja todista sen avulla ns. Minkowskin kolmioepdyhtdild
I+ sl < 7]l + [Is]l (92)

signaaleille r, s € L?(Z).

Signaalien vektoriavaruus: kunr,s:Z — C jac € C, méaéritelldén funktiot
cs,r + s : Z — C luonnollisesti kaavoilla

(cs)(t) = es(t),
(r+s)t) = r(t)+s(t)
jokaisella ¢t € R. Havaitaan, ettd cs,r +s € L?(Z), jos r,s € L?(Z). Toisin

sanoen signaalien avaruus L?(Z) voidaan tulkita vektoriavaruudeksi. T#ssd vek-
toriavaruudessa voidaan ajatella signaalien r,s € L?(Z) viliseksi etiisyydeksi

lukua
1/2
I — sl = (Z I (t) s(t)|2> .

tEL
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6.4 Diskreettiaikainen Fourier-muunnos DTFT
(Discrete-Time Fourier Transform)
(s +—=3): L*Z) — L*(R/Z)

Jaksottoman digitaalisen signaalin s : Z — C Fourier-muunnos on jaksollinen
analoginen signaali .#z(s) =5 : R/Z — C, missi

S(v) =) e 2V (1), (93)

teEZ

Tam&A muunnos s — § on nimeltédén diskreetin ajan Fourier-muunnos eli Disc-
rete Time Fourier Transform (DTFT).

Melkein tuttua? DTFT on olennaisesti samanlainen kuin aiempi Fourier-
sarja. (Huom! Tédssd imaginaariyksikon i etumerkki on miinus.) Mééritelmé (93)
on sellaisenaan ok, jos s € £!. Koska ¢! C (2 # (', on mééritelmi (93) tulkittava
sopivasti tapauksessa s € ¢2: silloin esimerkiksi méiritelldin s, € ¢! (kun k €
Z71) kaavalla

s(t), kun |t| <k,
oo {50
0, kun || > k,

jolloin s = limy,_, o S5 avaruudessa £2 ja vastaavasti 3 := limy_, o 3 avaruudessa
L?(R/Z). Silloin kaavan (93) sarja suppenee melkein kaikilla v € R/Z.

Esim. Olkoon k € Z. Mééritelldéin signaali s : Z — C kaavalla

1, kun |t| =1,
s(t) =
0, kun |¢] # 1.

Téamén Fourier-muunnos on §: R/Z — C, jolle

S(v) = e F DY o 2n(FD Y — 9 cos(270).

Digitaalinen signaali, kun s(t):z'l‘l. Kuvassa vain |tk10

18-

16

14r

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2
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Tehtivd. Laske digitaalisen signaalin s : Z — C Fourier-muunnos (DTFT)
5:R/Z — C, kun s(t) = 27/t

Edelhs;n kuvan jaksottoman digitaalisen signaalin DTFT, siis 1-periodinen analoginen signaali
T T T T T T T T

25F A

051 B

0 I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

DTFT:n ki#inteismuunnos. Signaalin s : Z — C DTFT 5§ : R/Z — C

lasketaan .
S(v) =) e P (1)
tezZ

DTFT:n kidinteismuunnos s — s saadaan suoralla laskulla:

/ e+i27rt~u g(l/) dv = / e+i27rt~u Z e—iQﬂ-uy s(u) dv
R/Z R/Z

UEL

1
_ ZS(U)/ eiZﬂ'(tfu)-udV
0

u€EZ
= s(t).
Saatiin siis

= eT127Y 5() du.
S(“/m H2TY 3) (94)

Téssé vaiheessa kurssia tdmén pitéisi olla hyvin tuttua: kaava (94) on ilmeisen
ldheista sukua periodisen signaalin Fourier-kertoimien laskulle. Tém& ei ole ih-
me: signaalien luokat (A1) ja (D0) ovat toistensa “duaalit” Fourier-muunnoksen
suhteen, ja niiden ominaisuudet ovat siten olennaisesti toistensa peilikuvat. Si-
ten meidén ei tarvitse tarkistaa esimerkiksi DTFT:n energian séilyttavyytta:
me tieddmme sen jo!

Tarkasti ottaen kaavan (94) todistuslaskelma ylli vaati ehdon s € £, jotta
DTFT-sarja suppenisi itseisesti; silloin 5 : R/Z — C on itseisesti jatkuva funktio.
Kaava (94) on tosin Lebesgue-integraalina voimassa kaikille dérellisen energian
signaaleille s € £ (ja distribuutiointegraalina voimassa kaikille s € .7/(Z)).
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6.5 Konvoluutio

Jaksottomille digitaalisille signaaleille r,s : Z — C, méaritellidn konvoluutio
r*s:Z — C kaavalla

rxs(t) = Z r(t —u) s(u) (95)
UEL
mikéli signaalit r, s ovat riittéivin mukavia (eli silloin, kun téissi sarja suppenee.
TAmé& on ok, kun r,s € £1, jolloin r x s € £1).

Tehtdva. Tarkista, ettd jaksottomien digitaalisten signaalien konvoluutiolle
pitee 7 x5 =75 eli etti
r*s(v) =7(v)s(v).

6.6 Fourier-bijektiot DTFT:n (ja Fourier-kerroinmuunnoksen)
tapauksessa

Muistetaan analogisten ei-periodisten signaalien Fourier-bijektiot
SR) < L*(R) < S (R)

) | |
SR) c L*R) c S (R).

Vastaavat DTFT:n Fourier-bijektiot ovat

SL(Z) c L*z) c S2)
1 \: )
C=([R/Z) < I[*R/Z) c 92'(R/Z),

missd 2'(R/Z) C .’(R) on 1-periodisten distribuutioiden avaruus. Toisin sa-
noen s € 2'(R/Z), jos

s = "™ 4+ vakio,
missd (™) € .#/(R) on l-periodisen funktion r € L>(R/Z) C L*®(R) m:s
distribuutioderivaatta jollakin m € Z+.

Ja Fourier-kerroinmuunnokselle vastaava diagrammi on toki

C=(R/Z) < L*R/Z) C 9'(R/Z)
{ { {
S < L¥Z) c (D).
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6.7 Analogisten ja digitaalisten signaalien yhteys jaksot-
tomassa tapauksessa

Tutkitaan nyt, miten jaksottomat analogiset signaalit (A0) liittyvit jaksotto-
miin digitaalisiin signaaleihin (D0). Tarkastellaan riittdvin mukavaa jaksotonta
analogista signaalia s : R — C. Poisson-summakaava

Y 3wy =) s(k)
VEL kez

on yhtapitavi seuraavan kaavan kanssa:

Z s(v—a)= Z s(k) e 12mhv, (93)

a€EZ keZ

Todistetaan tdmé kaava kuitenkin suoraan periodisoinnin Fourier-sarjan avulla:

E S(U Oé 2 el27rk v PS E el27rk: Vg § e—127rk Vg

a€Z kEZ kEZ kEZ

Mité tastd seuraa? Olkoon nyt s; : R — C sellainen, etté
51(v) = 0 aina kun |v| > 1/2.
Silloin

51v) = Lapa1y(v) Z s1(v—a)

a€EZ

1]_1/27+1/2[(V) Z Sl(k) e~ i2mkv

kEZ

= Z s1(k) e 12Tk 1 1/2,41/2((¥)s
kEZ

siis

S1(v) = Zsl(k‘)e_i%k'y1]71/2,+1/2[(V)7

kEZ

mik4 Fourier-kddnteismuunnettuna johtaa normalisoituun Whittaker—Shannon
-niytekaavaan

Z s1(k) sinc(t — k), (94)

kEZ

missd siis §1(v) = 0 aina kun |v| > 1/2.
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sinc(t)=sin(rtt)/(mt), kun 0<|t}<10
T T T T

0.8

0.6

0.4

0.2

0.4 I I I I I I I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Jos 5(v) = 0 aina kun |v| > B, niin normalisoidusta Whittaker—Shannon -
néiytekaavasta saadaan sopivan muuttujanvaihdon avulla yleinen Whittaker—
Shannon niytekaava

k
s(t) = s(==)sinc(2Bt — k), 95
()= X o) sinc(25t = ) (95)
Téhén kaavaan liittyvd Nyquist—Shannon -néiytelause sanoo: Jos analoginen
signaali s : R — C on kaistarajoitettu (engl. band-limited) (miké tarkoittaa
5(v) = 0 aina kun |v| > B), niin s voidaan palauttaa tasavilisesti otetuista
niytearvoista eli vastaavasta digitaalisesta signaalista r : Z — C, jolle

k

r(k) := S(ﬁ)

Toisin sanoen Whittaker—Shannon -kaava rakentaa sillan jaksottomien analogis-

ten signaalien ja jaksollisten digitaalisten signaalien vélille!
s(t)=sin(2mt), kun |t|< 1, ja siita naytteet, kun h=1/(2B), missa B=20

Huom. Nyquist—Shannon -néytelauseen viesti on: jos signaalissa s on vain
alle B:n taajuuksia, niin s voidaan (teoriassa) palauttaa néytteistd s(k/(2B)),
missé k € Z.
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Esimerkki. Puhedinessi ei ole sanottavammin energiaa yli 8000 Hz:n taa-
juuksilla. Siten teoriassa Nyquist—Shannon -ndytelauseen nojalla puheen tallen-
nukseen riittdd ottaa 16 000 nidytettd sekunnissa.

Esimerkki. CD-levylle tallennetaan (monofoninen) #énite, jossa on 44 100
nédytettd sekunnissa. Talloin Nyquist—-Shannon -néytelauseen mukaan on CD-
tallenteesta mahdollista rekonstruoida alkuperdinen &ani, jos siind ei ole taa-
juuksia yli rajan 44100/2 = 22050 Hz. Kdytdnnossd ei kuitenkaan kannata
olettaa liikoja rekonstruktion laadusta teoreettisen yldrajan tuntumassa...
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7 Digitaalinen maailma:
diskreetin ajan jaksolliset signaalit s:7Z — C
Olkoon N € ZT. N-jaksollinen eli N-periodinen digitaalinen signaali s : Z — C

toteuttaa
s(t—N)=s(t) kaikilla te€Z

— merkitdin silloin

s:7Z/NZ — C. (96)

7.1 Diskreetti Fourier-muunnos DFT eli
jaksollisten signaalien s : Z — C tapaus (s: Z/NZ — C)

Signaalin s : Z/NZ — C diskreetti Fourier-muunnos (DFT, Discrete Fourier
Transform) §: Z/NZ — C maédéritellddn kaavalla

N

S(v) =Y e 2N g(1), (97)

t=1

Huomaa, ettd eksponenttifunktiossa téssd on ¢ - v/N eiké aikaisempi ¢ - v.
Helppo harjoitustehtdvi: perustele itsellesi, miksi pétee

N-1
§(I/) _ e—127rt-z//N S(t).
t=0
Huom! Olkoon v € Z. Jos v/N ¢ Z, niin geometrisena summana saadaan

N

S e RN — g,

t=1

Jos taas v/N € Z, niin selvisti

N N
ZefiZTrtAU/N _ Z 1=N.
t=1 t=1

Tehtdvd. Miiritellddn ey, d, : Z/NZ — C kaavoilla

eq(t) = etiZmte/N Solt) = {1, jos (t - a)/N € Z,
0  muutoin.

Laske €,,0, : Z/NZ — C.
(Téssé d, on nimeltddn Kronecker-delta, ja se on jatkuvan ajan Dirac-deltan

diskreettiaikainen sukulainen.)

Tehtévd. Miten 7: Z/NZ — C liittyy signaaliin s : Z/NZ — C, kun r = 87
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Tehtdvi. Niyti, ettd DFT:n kidfdnteismuunnos 5 — s lasketaan

_ i Y +i2nt-v /N 2
s(t) N Z e s(v). (98)

v=1

Huomaa kerroin % tassi kaavassal

Tehtivd. Madritellddn nyt jaksollisen digitaalisen signaalin s : Z/NZ — C
energia kaavalla

N
Isll* ==Y [s(t)[*- (99)
t=1
Etsi vakio ¢x niin, etti kaikille signaaleille s : Z/NZ — C piitee
Isl* = en I1311%. (100)
Siten téssa tapauksessa “energia siilyy vakiota vaille”.

Diskreetti periodinen konvoluutio. N-jaksollisten digitaalisten signaalien
r,s: Z/NZ — C diskreetti konvoluutio r * s : Z/NZ — C méiiritellddn

N
rxs(t) = Zr(t—u) s(u). (101)
u=1
Tehtsiva. Tarkista, ettéi diskreetille periodiselle konvoluutiolle pétee 7% 5 =

'S, toisin sanoen kaikilla v € Z (tai oikeammin v € Z/NZ) pétee

7 s(v) = 7(v) 3(v). (102)
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7.2 Jaksottoman digitaalisen signaalin periodisointi

“Riittdvan mukavalle” jaksottomalle digitaaliselle signaalille s : Z — C voidaan
médritelld jaksollinen digitaalinen signaali sy : Z/NZ — C kaavalla

sy(t) = E s(t —kN). (103)
kEZ
Tissé esimerkiksi s € £1 = LY(Z) on “riittévin mukava”.
, Ei-jaksollinen digitaalinen signaali s, missa s(t)=0, kun t< 0 tai 25t , signaalista signaali
. K 2 K K 3
B : o t : o : o ’ o : o
05 o 05 o o o o
%, K @, & @, & %, & @, &
o © o © o N o °© o ©
-05 & -05 g LSS < <

-1 L L L L L L L = L L L L L
50 -40 -30 -20 -10 0 30 40 50 50 -40 -30 -20 -10 0

Silloin DFT sy : Z/NZ

toisiinsa:

— C ja DTFT 5 : R/Z — C liittyvét luonnollisesti

N

Z e*iQWt-V/N SN (t)

Zs(t—kN)

N
E e7i27rt-y/N
t=1 keZ

D eEmur/Ng(u) = 3(v/N).

UEZL

—~

sn(v)

Siten kaikilla v pétee

5 (v) = 3(w/N). (104)
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7.3 Jaksollisen analogisen signaalin digitointi

“Mukavalle” jaksolliselle analogiselle signaalille s : R/Z — C voidaan mééritelld
jaksollinen digitaalinen signaali sy : Z/NZ — C kaavalla

sy (t) :==s(t/N). (105)

Téssé esimerkiksi jatkuva s on “riittdvan mukava”.

jaksoll s jasiita otetut (1/25) liset naytteet .. ja vastaava 25-jaksollinen digitaalinen signaali

o o o o

09 0.9

08 0.8
0.7 0.7
06 0.6
05 05 ° ° o o
0.4 0.4
03 0.3

02 0.2

01 01

o )

oo | L L L Segpee? | L L L Seg L L L o L L L
-1 -08 -0.6 -04 -02 0 02 04 06 08 1 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15

Silloin DFT §y : Z/NZ — C ja Fourier-kerroinmuunnos s : Z — C liittyvét
luonnollisesti toisiinsa:

N
W) = e N (/)

t=1
N

_ Z e—iZwt-u/N Z g(a) e+i27r(t/N).a
t=1 Q€Z

= > 8(a)) PN = NN 5y~ kN),
a€EZ t=1 keZ

jos 8 € 11 = LY(Z) (jolloin s : R/Z — C on automaattisesti myos jatkuva).
Siten kaikilla v € Z pitee

Sn(v)=N> 3(v—kN), (106)
keZ

jos 5 €t = LY(Z).
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7.4 Nopea Fourier-muunnos FFT (Fast Fourier Transform)

Nopea Fourier-muunnos FFT (Fast Fourier Transform) on tehokas keino laskea
DFT. FFT on ns. “hajoita-ja-hallitse” -algoritmi, ja se on erés insintoritieteiden
ja sovelletun matematiikan tdarkeimmista tyokaluista.

Esim. Alkuverryttelynd ennen FFT:t4 tarkastellaan jirjestelyongelmaa. Ote-
taan tehtiviiksi aakkostaa lyhyt kirjainjono DCBA. Hidas aakkostus “tuntipalk-
kaisena tyontekijanid” voisi olla téllainen:

DCBA,

CDBA,

CBDA,

CBAD,

BCAD,

BACD,

ABCD.
Olkoon “hajoita-ja-hallitse” -algoritmeista esimerkkind MergeSort, jonka kehitti
Jénos (engl. John) von Neumann vuonna 1945. MergeSort ensin pilkkoo ongel-
man rekursiivisesti pieniksi paloiksi (“hajoita”), sitten ratkaisee osaongelmat ja
yhdistédd tulokset (“hallitse”). Aakkostetaan pidempi kirjainjono HGFEDCBA
“urakkapalkkaisena tyontekijand” seuraavasti:

HGFEDCBA,
HGFE DCBA,
HG FE DC BA,
GH FEF CD AB,
EFGH ABCD,
ABCDEFGH.

FFT:n idea. Halutaan laskea jaksollisen digitaalisen signaalin s : Z/NZ — C
Fourier-muunnos Fys = § : Z/NZ — C. Yleisyyttd menettiaméttd oletetaan
nyt, ettd N = 2F € {2,4,8,16,32, 64,128,256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, - - - }.
Jaetaan silloin laskenta kahdeksi pienempikokoiseksi DFT:ksi:

N
Fys(v) = Ze_iQ’Tt'”/N s(t)

t=1

— Z e*i2‘ﬂ't-l//N S(t) + Z efiQTrtw//N S(t)
te{1,3,5,- ,N—1} te{2,4,6, N}
N/2 N/2

_ 2671277(21571)-11/]\] S(Qt - 1) + ZefiZTr(Qt)-u/N S(Qt)
t=1 t=1

_ e+127r1//N FN/QSOdd(V) +FN/25Even(V)'
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Nyt meidén siis tarvitseekin olennaisesti laskea vain Fyy/250da and Fi/25Even -

Miksi FFT vaatii vain noin N log(N) laskenta-askelta? Algoritmin komplek-
sisuus tarkoittaa laskennan tyoldytti eiké “kompleksilukuarvoisuutta”! Sano-
taan, ettd algoritmin F kompleksisuus on laskennassa tarvittavien kertolasku-
jen “olennainen lukuméird” My. Selvisti My = 1 ja My < N2, koska

N

FNS(V) — Ze—iQTrt‘u/N S(t)

t=1

— téssdhédn on N kpl taajuuksia v, ja toisaalta kullakin yksittaiselld taajuudella
on téssd summassa IV kpl termejé, joissa kussakin on yksi kertolasku. Toisaalta
dsken saatiin

FNs(y) = e+i27”//N FN/QSOdd(V) + FN/QSEven(V)7 (107)
misté seuraa
(107)
My < N+ 2MN/2
(107)
< N—|—2(N/2+2MN/4) = 2N+4MN/4
(107)
< 2N+4(N/4+2MN/8) = 3N+8MN/8

(107)
<

logs(N)N + N My/ny = Nlog(N)+ N = Nlog(N).

Y14 saatiin siis My < Nlogy(N) + N, mutta N < Nlog,(N) “suurilla N7,
joten voidaan sanoa, ettd olennaisesti

My < Nlog(N) (108)

~

— logaritmin kantalukukin on toissijaista informaatiota.

” LogLog-kuvassa r ja n log(n), kun 1< ns 10°
10 T T T T
1010 L
10° |

7
10° 1 e
T -
7

a 7
10 -
10° + / i
100 / L L L L

10° 10" 109 10° 10 10° 10°
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Tehtdvid. Laadi taulukko, jonka sarakkeina ovat luvut muotoa N, N log;(NV),
N? ja N?/(Nlog;y(N)), missii taulukon riveini ovat tapaukset

N € {10%,10%,10%,10%,10%, 10°}.

Nopea konvoluutio FFT:n avulla. Signaalien r,s : Z/NZ — C diskreetin
konvoluution r * s : Z/NZ — C suoraviivainen laskenta vaatisi N kertolaskua,

koska,
N
r*s Z t—u

Toisaalta

r*s(v) =7(v)s(v),
misséd Fourier-muunnosten kertolasku (7,5) — 7§ vie vain N kompleksilukujen
kertolaskua. Muunnosten

rT—T, S35, TSHT*S

FFT-laskenta vie kukin vain noin N log(NN) kertolaskuoperaatiota. Siten kon-
voluution (r,s) — r x s laskennan olennainen kompleksisuus on vain luokkaa
Nlog(N) (tarkemmin: 3N log,(N) + 4N =~ 3N log,(N), mutta usein téllainen
tarkkuus on epéolennaista...).

Tehtdva. Selitd, kuinka voidaan toteuttaa polynomien kertolasku nopeasti
konvoluution ja FFT:n avulla.

(Vihje: p(z Z apz” ja q(x Z bpa® voidaan tulkita vektoreina

k=0
a=(ar)iZy", b= (bp)iLy"

missd ar, = 0, jos k > m, ja b = 0, jos k > n. Silloin p(x)q(z) = Z oz vastaa

vektoria ¢ = (¢;)[4", missi ¢ liittyy konvoluutioon..)

Tehtdva. Selitd, kuinka voidaan toteuttaa “suurten kokonaislukujen” kerto-
lasku nopeasti konvoluution ja FFT:n avulla.
(Vihje: Kokonaisluvut voidaan kirjoittaa edellisen tehtavéin polynomien tapaan

vaikkapa 10-kantaisessa lukujérjestelmissi p(10) Z aj, 10" ,q(10) Z by 10%,

missil ag, by, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.)
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FFT:n Matlab-laskenta. Matlab:n komento fft (Fast Fourier Transform)
toimii seuraavasti:
vektori X = £ft(x) lasketaan vektorista x = [x(1) x(2) ... x(N)] kaavalla

N
X(m) =Y e 2rtEmD/Ny (k). (109)
k=1

Huomaa, ettd meidéan kayttdmamme DFT:n méaéritelmé on
N
®(m) =Y e 2N (k). (110)
k=1

Siten téssd DFT ja Matlab:n fft poikkeavat toisistaan yhden indeksin ver-
ran sekd ajassa ettd taajuudessa, mikd on otettava laskuissa huomioon. Si-
nua on siis varoitettu!!! ;) Kiyttimdmme DFT on Fourier-analyysin kaa-
vojen kannalta mukava toisin kuin Matlab:n £ft. Esimerkiksi “konvoluutio on
Fourier-muunnoksen toisella puolen kertolasku” ei pdde Matlab-algoritmissa,
mutta pétee toki DFT:ssé! Samoin Matlab-laskennassa taajuuksien skaala on
“yhdelld pielessd”: kun 1 <k < N/2 ja

X=[X; X5 X3 - X2 Xnjo41 - Xn—2 Xn—1 Xal,

vastaa Fourier-kerroin X, 1 perustaajuuden k-monikertaa (eiké (k+1)-monikertaal).
Matlab on kuitenkin muutoin mainio laskennallisessa Fourier-analyysissi ja
signaalink&sittelyssa.

Tehtévid. Oletetaan, ettd haluat laskea signaalin s : Z/NZ — C diskreetin
Fourier-muunnoksen s : Z/NZ — C; kuinka kiiytéit tihén £ft-komentoa?

Tehtévd. Olkoon Matlab-ohjelman merkinnéilld X = £ft(x), Y = £ft(y) ja
Z = fft(z), missd Z = X. x Y on vektorien X ja Y kertolasku komponenteittain.
Miten signaalien x ja y konvoluutio liittyy signaaliin z?

7.5 Digitaalinen maailma (D0 + D1)

Nyt kisittelimme digitaalisia signaaleja s : Z — C, jotka voivat olla joko jak-
sottomia (tapaus DO0) tai jaksollisia (tapaus D1). Tapauksen (D0) signaalille
s : Z — C médriteltiin Fourier-muunnos § : R/Z — C, tarkemmin sanoen dis-
kreetin ajan Fourier-muunnos (DTFT). Téamén kddnteismuunnos oli Fourier-
sarjatyyppinen. Tapauksen (D1) signaalille s : Z/NZ — C méiriteltiin Fourier-
muunnos s : Z/NZ — C, tarkemmin sanoen diskreetti Fourier-muunnos (DFT).
Taméan kdanteismuunnos oli muodoltaan DFT-tyyppinen. Y14 esitelty periodi-
sointi ja ndytteenotto (Whittaker—-Nyquist—Shannon) rakentavat yhteyden eri-
laisten Fourier-muunnosten vélille.

Niiden eri Fourier-muunnosten ja Fourier-kdénteismuunnosten lisdksi kes-
keisid kasitteitd olivat signaalin energia ja energian sidilyminen seké erilaiset
konvoluutiot.

DFT:n laskennassa térkeéd tehokas menetelmé oli FFT.
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8 Aika—taajuus-analyysi

Seuraavaksi pyrimme esittdméén analogisen signaalin s : R — C aikataajuusta-
sossa eli yhtd aikaa sekéd ajan ettd taajuuden suhteen. Téllaisen aika—taajuus-
analyysin sovelluskohteita ovat mm. audiosignaalien kisittely (fonetiikka, puhe-
vikojen hoito, #énisynteesi, eldinten #éinien tutkimus, musiikki), EEG- ja EKG-
datojen ladketieteellinen kuvitus, kaikuluotain- ja tutkasignaalien késittely, seis-
mologia, kvanttifysiikka jne.

Analogisen signaalin s : R — C aika—taajuus-jakauma on tyypillisesti funktio

As:R xR — C,

missd As(t,v) € Con “signaalin s intensiteetti tai energiatiheys aika-taajuudessa
(t,v) € R x R”. Erilaisia aika—taajuus-jakaumia on lukuisia, erityisesti mai-
nittakoon Leon Cohenin vuonna 1966 esittelemé bilineaaristen aika—taajuus-
jakaumien perhe, johon kuuluvat esimerkiksi kaikki spektrogrammit ja ns. Born—
Jordan -jakauma.

8.1 Ikkunoitu Fourier-muunnos (Windowed Fourier Trans-
form) (STFT, Short-Time Fourier Transform) ja
spektrogrammi

Seuraavassa tarkastellaan analogista signaalia s : R — C. ikkunan w : R — C
avulla — usein voidaan myos ajatella, ettd w on toinen analoginen signaali. w-
ikkunoitu Fourier-muunnos (STFT, Short-Time Fourier Transform) signaalille
s on funktio F'(s,w) : R x R — C, joka mééiritelldén kaavalla

—

F(s,w)(t,v) = swg (v), (111)

missd wi(u) = w(u — t). Toisin sanoen
F(s,w)(t,v) = / s(u) w(u —t) e 2™V du.
R

Idea: Fourier-muunnos §(v) mittaa signaalin s “siséltod” taajuudella v € R yli
kaikkien ajanhetkien. F'(s,w)(t, v) mittaa signaalin s “siséltod” aika—taajuudessa
(t,v) € R xR (kun signaalia s katsotaan ikkunan w lipi). Usein on syyté valita
w niin, ettd “w(t) =~ 0 =~ w(v) suurilla |¢|, |v| € R” (miksi?).

Spektrogrammi (Sonogrammi). w-spektrogrammi eli w-ikkunoituun Fourier-
muunnokseen liittyvé spektrogrammi on

|F(s,w)|? :R x R — R*. (112)

Idea: |F(s,w)(t,v)|* > 0 on signaalin s : R — C “energiatiheys” aika-taajuudessa
(t,v) € R x R (kun signaalia s katsotaan ikkunan w 1&pi).
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Esimerkkeji spektrogrammeista. Huomaa, ettd ikkunoitu Fourier-muunnos
ja vastaava spektrogrammi riippuvat olennaisesti ikkunan w valinnasta! Seuraa-
vissa spektrogrammeissa on kuvitettu sama signaali, jossa mies kysyy englannik-
si “Why?”. Naissd spektrogrammeissa musta véri tarkoittaa matalaa energian
intensiteettia, kirkkaan valkoinen puolestaan korkeaa.
Spectrogram, sample rate and frequency resolution: 8000 2 Hz

200 400 600 800 1000 1200 1400

Téssé on otettu 1400 ndytettd ndytteenottotaajuudella 8000 Hz (eli aikavilin pi-
tuus on 1400/8000 = 0.175 sekuntia), ja kuvien pystyakselin taajuusyksikké on
2 Hz (siis kuvan pystyakselin luku 200 vastaa taajuutta 400 Hz) — laskennassa
signaalin alkuun ja loppuun on lisdtty riittdva méaérd nollia.

Spectrogram, sample rate and frequency resolution: 8000 2 Hz

2000

200 400 600 800 1000 1200 1400
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Kussakin kuvassa aikaikkuna w on Gauss-tyyppinen funktio: ensimméisessé ku-
vassa aikaikkuna on levein ja viimeisessd kapein. Leved aikaikkuna paikallis-
taa taajuudet suht’hyvin, kun taas kapea aikaikkuna loytdd suht’hyvin danen
iikilliset napsahdukset (ihmiséfinen “narinan”, dénihuulten napsahdukset).

Spectrogram, sample rate and frequency resolution: 8000 2 Hz
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Spektrogrammien sumeus (viljdsti sanoen) johtuu “mielivaltaisesta” aikaikku-
nan valinnasta ja kaksinkertaisesta epdtarkkuusperiaatteesta. Kohta esittelem-
me Born-Jordan aika-taajuus-jakauman, jossa signaalille ei valita mitdén ai-
kaikkunaa ja joka tarkkuudessaan paihittda spektrogrammit. Fourier-analyysin
yksinkertainen epétarkkuusperiaate piatee Born—Jordan -tapauksessakin, mutta
iso osa spektrogrammin sumeutta on aikaikkunan valinnan seuraustal

Spektrogrammin laskenta tietokoneella. Kokeile spektrogrammeja Matlab-
ohjelmalla:
help spectrogram

... tai ohjelmoi itse oma spektrogrammisi: on helppo toteuttaa

|F(s,w)(t,v)* =

| /}R s(u) w(a = 1) e 2 dy

Tehtdvd. Olkoon §, Dirac-delta hetkelld b € R ja e, : R — C, missi ey (t) =
el2mt@ Miten ikkunan w valinta nikyy signaalien 8y, e, w-ikkunoiduissa Fourier-
muunnoksissa ja vastaavissa spektrogrammeissa?

Tehtavia. Miten signaali s saadaan laskettua ikkunoidusta Fourier-muunnoksesta
F(s,w), kun ikkuna w tunnetaan ja w(t) # 07
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8.2 Born—Jordan -aika—taajuus-jakauma

Analogisten signaalien r, s : R — C Born-Jordan -muunnos Q(r,s) : RxR — C
médritelldan

t+u/
Q(r,s)(tﬂ/) .= / e—i27ru~1/ 1/ ' 2r(z—|—u/2) S(Z —u/2) dzdu
R u

t—u/2

. 1 t+u
= / e i2muy / r(z) s(z — u) dz du.
R U Jt

Signaalin s : R — C Born—Jordan -jakauma on
Qs =Q[s] :=Q(s,8) : RxR—R. (113)

Tulkinta: Qs(t,v) € R on signaalin s : R — C “energian intensiteetti” aika—
taajuudessa (t,v) € R x R.

Esimerkki. Born-Jordan -jakaumassa ei valittu mitddn aikaikkunaa toisin
kuin spektrogrammin laskennassa. Seuraavissa Born-Jordan -kuvissa on aiem-
masta tuttu signaali, jossa mies kysyy englanniksi “Why?”. Kuvia voi tulkita
niin, ettd vaakalinjat ovat “viheltdvid &anid” ja pystylinjat “napsauksia’:

Born-Jordan, sample rate and frequency resolution: 8000 2 Hz

600

400

200

{._ i

200 400 600 800 1000 1200 1400

Ylemmissé kuvassa oli (reaalisen) Born—Jordan -funktion itseisarvo, ja alem-
massa kuvassa puolestaan funktion positiivinen osa (eli negatiiviset arvot leika-
taan siind nollaksi):
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Born-Jordan, sample rate and frequency resolution: 8000 2 Hz

00 800 1000 1200 1400

200 400

Yhden spektrogrammin laskenta on yhté tyolésta kuin Born-Jordan -jakaumankin,
mutta spektrogrammi vaikuttaa huomattavasti sumeammalta. Born-Jordan -
jakauman parempi tarkkuus mahdollistaa jatkossa hyvien aika—taajuus-suodattimien
suunnittelun. Liséiksi on syyté todeta, ettei signaalia s voida palauttaa spektro-
grammistaan (paitsi pahasti véiristyneeni). Toisaalta s voidaan laskea Born—
Jordan -jakaumasta Qs “ykkosen kokoista kompleksilukua vaille”: vakiolle A € C
pitee Q[\s] = |\|>Qs, mutta jakaumasta Qs voidaan rekonstruoida helposti As
jollakin vakiolla A, jolle |A| = 1 (eli reaalisen signaalin tapauksessa siis loydetééin
joko s tai —s) — tamé kdytdnnossi riittds.

Tehtdva. Niyté, ettd Qs on reaalinen ja laske

,/RQS“’”)dVv /]R /]R Qs(t,v)dt dv.

Tehtévd. Laske signaalin s : R — C Born-Jordan -jakauma, kun s(t) =
Ael?™ e missd A € C on vakio.

Born—Jordan -jakauman ominaisuuksia. Integroimalla saadaan seuraavat
signaalin s luonnolliset marginaalijakaumat:

/ Qs(t.v)dt = [,
R
/ Qs(t.v)ydy = |s(t)[*.
R

/R/RQs(t,V)dth = |Is*
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Ominaisuus
Qs(v,t) = Qs(—t,v)

voidaan ymmaértda niin, ettd Fourier-muunnos kidntdaa aika-taajuus-tasoa 90°.
Myo6s ajan ja taajuuden siirrot nakyvéat kuten pitddkin: jos

r(t) == s(t —tg) ja q(t):= e 5(t),
niin
Qr(t,v) = Qs(t—to,v),
Qq(t,v) = Qs(t,v—w).
Dirac-delta ja kompleksinen eksponenttifunktio kayttaytyvat myos hyvin:
Q5to (tv V) - 5t0 (t)v
QeVo (t’ V) = 5110(”)’

missi e, (t) := ¢?™"0. Ja sokerina pohjalla Born—Jordan -jakauman “interfe-
renssien” hyvéanlaatuisuutta osoittava laskelma: jos nyt a < 8, niin

_ Lo (v)
Qo + peal(tr) = NPBa(0) + 1n35(0) + 2R (N ca-5(9) 22,
missd A, u € C vakioita — téssd nimittéin “interferenssi”
1p
2R (\ica-5(1) 521

on tasaisen kauniisti levittaytynyt aika—taajuus-tason leveille kaistaleelle Dirac-
delta -osuuksien viliin, muttei laajemmalle — seikka, jota arvostaa, kun Cohe-
nin luokan aika—taajuus-jakaumia on tarpeeksi ihmetellyt.

Tehtavi. Todista ne ylla mainitut Born—Jordan -jakauman ominaisuudet, joi-
ta et ole vield todistanut... ;)

Tehtava. Kuinka saat palautettua signaalin s “ykkodsen kokoista kompleksi-
lukua vaille” Born—Jordan -jakaumasta @s?

Born—Jordan -suodattimien suunnittelu. Aika—taajuus-symboli on funk-
tio 0 : R x R — C. Nyt suunnittelemme integraali-operaattorin L, niin, ettd
saamme “parhaan mahdollisen Born—Jordan -likiarvon”

Q[L,s|(t,v) = o(t,v) Qs(t,v)

kaikille signaaleille s : R — C ja kaikille aika—taajuuksille (¢,7) € R x R. Ope-
raattori L, maaritelldin kaavalla

(r,Lss) :=={(Q(r,s),0) (114)
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kaikille signaaleille r,s € L?(R) (yhtiilén vasemmalla puolen siséitulo aikasuo-
ralla, ja yht#lon oikealla puolella sisdtulo aika—taajuus-tasossa). Téssd

(riLos) = ,0)

//QTS z,v)o(z,v)dzdv
/// e /wgr({+g)3(f)dtdwa(z v)dzdv
[ro[[ [t [ aenazanad

// 2=V () a(t, u,v) dudy, (115)

missd amplitudi a : R x R — C mééaritellddn a(t,t,v) = o(t,v) ja tapauksessa
t # u seuraavasti:

m\g

Siten

a(t,u,v) = " i ; /tu o(z,v)dz. (116)

s(t) :/RKLU(t,u)s(u) du,

missé integraalioperaattorin L, ydin K, : R x R — C toteuttaa Kp_(t,t) =
/ o(t,v)dv ja tapauksessa t # u:
R

Saatiin siis

1 “ .
K (t,u) = u_t/t /Rel%r(t_“)‘”a(z,u)dz/dz. (117)

Esimerkki. Oletetaan aikainvarianssi o(t,v) = 1(v) kaikilla (¢,v) € R x R.
Silloin toki L,s = v * s, koska

// i2m(t—u)v ¢ u—t/ 1/1 )dzdudy
- // 250 (1) () du du

— /6127rtl/’\( ){b\( ) — w*s(t)
R

L,s(t)

Esimerkki. Oletetaan taajuusinvarianssi o(t,v) = ¢(t) kaikilla (¢,v) € RxR.
Silloin a(t, u,v) = b(t,u), joten L,s = ¢ s, koska

Los(t) = /R/Rei%(t_“)"’ s(u) b(t, u) dudv
b(t,t) = o(t)s(t).
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Esimerkki. Seuraavassa kuvassa on Born—Jordan -jakauma (s Matlab:n rand-

komennolla tuotetusta kohinasta s:

Original, resolution: 2000 0.5 Hz
2000 pummmy L il e U
iy : ]g

i | iy i A R v | f.l.w‘.h
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Nyt aika-taajuus-symboli o : R x R — C valitaan niin, etti o(t,v) = 0 erdéssi
aika—taajuus-tason suorakaiteessa ja muutoin o(t,r) = 1. Tissi suodatetun
signaalin L,s Born—Jordan -jakauma Q[L, s]:

0.5 Hz

Output, resolution: 2000
2000 pummr T ’! i

|

J‘ ;
A3t YR o S B i A O
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Osaatko arvata, miké oli se aika—taajuus-tason suorakaide, jossa o(t,v) = 07
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9 Yhteenveto

Ennen kertauskysymyksid tarkastelemme vield Fourier-muunnoksen historiaa ja
mahdollisuutta (tai mahdottomuutta...) rajoittaa signaali aika—taajuus-tason
ddrelliseen osaan.

9.1 Ajassa ja taajuudessa rajoitettu signaali?

Olkoon ||s||? < oo, missi s : R — C rajoitettu eldd rajoitetussa osassa aika—
taajuutta siind mielessé, etté

s(t) = 0 = 5(v)

aina kun |t| > M ja |v| > M; tédssd M < co on vakio. Téssé kohtaa tarvitsem-
me hieman kompleksianalyysia (ks. kurssi MS-C1300 Kompleksianalyysi).
Madritellddn silloin analyyttinen funktio h : C — C kaavalla

h@yz/Me*%mqma.

—M

Analyyttisyyden vuoksi i voidaan esittid potenssisarjana
— 1
he) =3 (@) - o)
k=0
kaikilla @ € C. Mutta jos M < a € R, niin h(a) = 5(a) = 0 ja siten h(¥)(a) =

kaikilla & > 0. Taémén vuoksi h(z) = 0 kaikilla z € C. Toisaalta 5(v) = h(v)
kaikilla v € R, joten s(t) = 0 kaikilla ¢ € R.

0
0

Johtopaiatds: Ainoa rajoitetussa osassa aika—taajuutta eldva signaali on nol-
lasignaali!

Huomautus: Schwartz-testifunktiot s € .(R) C C*(R)
(esim. Gauss-tyyppiset funktiot) “elivit melkein rajoitetussa alueessa aika—
taajuudessa”: nyt myos 5 € .7(R) ja s(t), s(t) — 0 nopeasti, kun |t| — oco.

1 exp(-ntt), kun [ti< 3 o -, kun |tj< 3; siis viereisen Gauss—funktion logaritmit

-3 -2 -1 [ 1 2 3
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9.2 Lammodnvirtaus: Fourier-analyysin historiallinen alku-
pera

Oletetaan, ettd u : R x Rt — R toteuttaa ns. ldmpdoyhtdilon

0 9\
&u(x,t) =a (896) u(zx,t) (118)
alkuehdolla u(z,0) = f(z), miss& a > 0 on terminen diffuusiokerroin. Téssé
ur(z) = u(z,t) on “lampotila pisteessi x hetkelld ¢”. Otetaan lampoyhtilosta
puolittain Fourier-muunnos muuttujan z € R suhteen, jolloin saadaan

0 __ ~

570 (6) = —(2r€) % (§) ja w0 (&) = F(8),

joten

~

w(e) = e Ot ey,
u(et) = [ eeenCree flg)ag.
R

Fourier johti lampoyhtédlon ja padtteli sille téllaisen ratkaisukaavan jaksollisen
muuttujan x tapauksessa vuonna 1807: tétd voidaan pitdd Fourier-analyysin
varsinaisena syntyvuonna. Toisaalta Daniel Bernoulli ja Leonhard Euler pohti-
vat virdhtelevien lankojen esittdmista trigonometrisina sarjoina jo vuonna 1753;
ja Gauss “keksi” varhaisen FFT-algoritmin vuonna 1805.

Huomaa, etté ylla u saadaan normaalijakauman ja alkudatan konvoluutiona:

1 2
U(l‘7t) == kt * f(l‘), kun k’t(a)‘) = — e_x /(4()¢t).

Vot

Lampétila alussa (katkoviiva) ja myéhemmin (yhten&inen viiva)
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9.3 Kertaus: miten liittyvét toisiinsa erilaiset Fourier-muunnokset?

Tarkastellaan nyt kurssilla esiteltyjen erilaisten Fourier-muunnosten yhteisid
piirteitd. Olkoon G ajanhetkien avaruus. Taajuuksien avaruus G on silloin du-
aalinen ajanhetkien avaruudelle G. Taulukoidaan kisittelemdmme tapaukset:

(G,G) = (R,R). (G,G)=(R/Z,Z).
(G,G)=(zZ,R/Z). (G,G)=(Z/NZ,Z/NZ).

Namé vastasivat seuraavia signaalien luokitteluja:

Analogiset jaksottomat (A0). Analogiset jaksolliset (Al).
Digitaaliset jaksottomat (DO). Digitaaliset jaksolliset (D1).

Jokaisessa néistd tapauksista tarkasteltiin signaaleja s : G — C ja niiden
Fourier-muunnoksia 5 : G — C, ja néiden vélilla oli yhteys muotoa

) = / e HEV) 5(¢) dt,
G
s(t) = [ et 5(1) dw.

G

~

Tyypillisesti Fourier-muunnoksessa “energia siilyi” eli ||s

]2 = /G [s(0)? e

(paitsi ettd epiisymmetrisen DFT:n kohdalla tarvittiin korjausvakio...). Signaa-
lien r, s : G — C konvoluutio r * s : G — C méaériteltiin

|2 = ||s]|?, miss#

r*s(t) = / r(t —u) s(u) du,
G
ja DFT:n tapauksessa tdmé voitiin laskea tehokkaasti FFT-algoritmilla.

Mistd Fourier-analyysissa on yleisesti kyse? Voidaan sanoa, ettd ajan
symmetriat synnyttivit Fourier-analyysin. Tasméllisemmin: Jos “ajanhetkien”
joukko G on “lokaalisti kompakti kommutatiivinen ryhmé” (engl. “locally com-
pact commutative group”), niin “taajuuksien” joukko G on samantyyppinen
ryhmé ja saadaan aikaan ylld esiintyvén kaltainen Fourier-koneisto. Téllainen
Fourier-analyysi syntyy myo6s tapauksessa, jossa G on “kompakti ryhmia” —
aiheesta lisdé kurssilla M[S-E1220 Symmetries.
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9.4 Kertausongelmia ja -kysymyksia

Etsi tieteenalaltasi esimerkkejé signaaleista

s:R—C, s:R/Z — C,
s:Z — C, s:Z/NZ — C.

Kussakin néista tapauksista:
e Miten Fourier-muunnos mééritellian? Mink4 tyyppinen signaali se on?
e Kuinka energia maéritelladn? Miké on energian tulkinta?
e Miltd Fourier-kdénteismuunnos néyttai?
e Miten konvoluutio méaritelldian? Sovellukset signaalinkésittelyyn?

Miten kaikki ndmé erilaiset Fourier-muunnokset liittyvét toisiinsa?
Miksi FFT on nopea?
Mité aika—taajuus-jakaumat meille kertovat?

Born-Jordan, sample rate and frequency resolution: 8000 2 Hz
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Jatkoviitteita kirjallisuuteen

1.

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16

P. Antosik, J. Mikusinski and R. Sikorski: Theory of distributions. The
sequential approach. Polish Scientific Publishers, 1973.

R. Beals: Advanced mathematical analysis. Springer-Verlag, 1973.

M. Born and P. Jordan: Zur Quantenmechanik, Zeit. f. Phys., vol. 34, pp.
858888, 1925.

L. Cohen: Time-frequency analysis. Prentice Hall, 1995.

J. W. Cooley and J. W. Tukey: An algorithm for the machine calculation
of complex Fourier series, Math. Comput., vol. 19, no. 2, pp. 297-301,
April 1965.

G. B. Folland: Harmonic analysis in phase space. Princeton University
Press, 1989.

D. Gabor: Theory of communication, J. IEE (London), 93 (III): pp. 429
457, 1946.

C. F. Gauss: Nachlass: Theoria interpolationis methodo nova tractata, pp.
265-303, in Carl Friedrich Gauss, Werke, Band 3, Gottingen: Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften, 1866.

K. Grochenig: Foundations of time-frequency analysis. Birkh&user, 2001.

M. T. Heideman, D. H. Johnson, C. S. Burrus: Gauss and the history of
the Fast Fourier Transform, IEEE ASSP Magazine, Oct 1984, pp. 14-21.

Y. Katznelson: An introduction to harmonic analysis. Dover, 1976.
W. Rudin: Functional analysis. Tata McGraw-Hill, 1973.
W. Rudin: Real and complex analysis. McGraw-Hill, 1987.

M. Ruzhansky and V. Turunen: Pseudo-differential operators and sym-
metries. Birkhauser, 2010.

E. P. Wigner: On the quantum correction for thermo-dynamic equilibrium,
Phys. Rev. Letters, 40: pp. 749-759, 1932.

A. Zygmund: Trigonometric series. Cambridge University Press, 1959.

82



