MS-A0108 Differentiaali- ja integraalilaskenta 1, IV-19 Metsalo/Kiljunen
Harjoitus 2, viikko 10

Tiistai/Keskiviikko

HI1.

H2.

H3.

H4.

Harjoitustehtavét (ratkaistaan laskuharjoituksessa)

Osoita, etté positiivinen sarja Yo" | (7:27)" = () '+ (2)2+ (2)*+... =1+ 5+ 2= +... suppenee

ja ettd sen summa s €]1.5,2.5[, joten s &~ 2, pyoristettyné lahimpéén kokonaislukuun.

Tutki, suppeneeko vai hajaantuuko sarja:

a) Yoo, tan(%), b) S, cos(n%), c) >, sin(%).

eee e e 170 . . . . fo'e) ™ _ oz i I3 14
a) Méadritd, milld m arvoilla potenssisarja ) " | sitm = 357 + 57 T 559 + 781_%3 + ... suppenee.
b) Méérité jokin N niin, ettd summan s = ) " | 51— ja osasumman sy = ) ,'_; 37 erotuksen

itseisarvo |s — sy| on < 1/1007?

Osoita, etti jatkuvalla funktiolla p(x) = 2® — 2z — 5 on (vihintiin) yksi nollakohta avoimella
valilld |2, 3[ ja approksimoi tdmé nollakohta laskimen, jatkuvien funktioiden véliarvolauseen ja
valin puolittamisen avulla niin, ettd virheen itseisarvo on < 1/100.

(Etsimme lukua a, jolle pitee f(a) = 0, mutta kelpuuttamme luvun b, jos |a — b| < 1/100. Sen
sijaan ei valttamatta riitd, ettd loyddmme luvun ¢, jolle pétee |f(c)| < 1/100.)

Torstai/Perjantai

K1.
K2.

K3.

P1

P2

P3

Kotitehtavit (ratkaistaan etukéteen kotona ja esitetdéin taululla laskuharjoituksessa)

0o p?

Mééritd, milla #:m arvoilla sarja Y~ | 2= - 2°" suppenee ottamalla kiytt6on apumuuttajan ¢ = z°.

Funktio f, joka on médritelty origosymmetrisessi joukossa A C R, sanotaan parilliseksi, jos f(—x) =
f(x). Funktio g, joka on méiiritelty origosymmetrisessd joukossa A C R, sanotaan parittomaksi,
jos g(—z) = —g(z). Olkoon funktio h médritelty origosymmetrisessi joukossa. Silloin h(z) =
L(h(x) + h(—)) + b (h(z) — h(~2)) = f(z) + g(x),

a) Osoita, etté f(z) = §(h(x)+h(—z)) on parillinen ja g(x) = §(h(x) — h(—z)) on pariton funktio.
b) a)-kohdasta seuraa, ettd jokaista funktiota h, joka on médritelty origosymmetrisessé joukossa,
voidaan kirjoittaa parillisen ja parittoman funktion summana ainakin yhdella tavalla. Osoita, etta
tdmé on ainoa tapa, miten funktio h voidaan kirjoittaa parillisen ja parittoman funktion summana.

Olkoon f(z) = 23 + 42? — 7o + 5. Laske raja-arvo limj,_,o w suoraan raja-arvona.
(Téssé lasketaan itse asiassa funktion f derivaatta. MyGhemmin kdytdmme erilaisia derivoimis-
saantojé, jolloin derivaatta saadaan yleensi ilman raja-arvon kayttod.)

Palautustehtivét (lasketaan ennen laskuharjoitusta, sen aikana sekd jdlkikédteen ja palautetaan
terdskaappeihiin A6-8 laskutuvan Y190c ulkopuolella viimeistdan klo 12:00 seuraavan viikon tiis-
taina)

Olkoon g(z) = v/z, z > 0. Laske raja-arvo limy,_,q WLW suoraan raja-arvona.
(Tassdkin laskettaan itse asiassa funktion g derivaatta suoraan madritelmasta.)

Téssé tehtavissad osoitetaan, ettd funktion h(x) = z™ derivaatta h'(z) = d%(:z:") =n-2" ! kun n
on luonnollinen luku. Identiteettifunktion I(z) = x = ! derivaatta I'(z) = -L(z) =1 =1 z'"!
(tdmé seuraa madritelmésté), joten viite pitee, kun n = 1. Osoita nyt induktiolla, ettd viite patee
my6s, kun n = 2, 3, 4,.... Kayttd apunasi seuraava tietoa: Jos funktioilla f ja g on derivaatta
pisteessi x, niin myos tulofunktiolla f - g (jolla péatee, ettd (f - g)(z) = f(z) - g(x)) on derivaatta

kyseisessi pisteessd o ja etté (f - 9)'(x) = F(f(2) - g(x)) = f'(2) - g(2) + f(z) - o' (x).

Identiteettifunktiolle I pétee, ettd (hol)(x) = h(I(x)) = h(z) ja (Ioh)(x) = I(h(z)) = h(z), joten
hol=h=1Ioh.

a) Olkoot f(x) =2x — 3 ja g(z) = (z + 3)/2. Piirré niiden kuvaajat eri véreilld samaan kuvaan ja
osoita, ettd (fog)(z) = f(g(z)) =2 = I(z) ja (go f)(x) = g(f(z)) =z = I(x),Vz € R, eli ettd
fog=Ig=go f. fjag ovat toistensa kadnteisfunktiot.

b) Osoita, ettéd funktiot f : R\{2} — R\{—1}, f(z) = 2=% ja g : R\{—1} — R\{2},g9(z) = inf
ovat toistensa kidnteisfunktiot niin, ettd f o g = Ip\(—1} ja go f = I\ (2. Piirréd niiden kuvaajat
eri vareillda samaan kuvaan.

Stack-tehtdvien aiheet (linkki tehtédviin 16ytyy kurssin MyCourses-sivuilta ja ne tulee ratkaista
kyseisen viikon sunnuntaihin klo 24:00 mennessé)

S1. Sarjan summa

S2. Suppeneminen/hajaantuminen

S3. Potenssisarjan suppenemisvali

S4. Funktioiden raja-arvot



