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5 Integraalilaskentaa

- Tassa rajoitutaan yhden muuttujan funktioiden f:A- R (AcC R)
tarkasteluun.

- Yleiset integroituvuuteen liittyvat teoriatarkastelut sivuutetaan.

Derivaatta(-funktio) ja integraalifunktio:

Esim. Hypermarketin l[ahiymparistoonsa levittaman suoramainonnan
kustannuksista halutaan tehda malli

f: R* > R*, y = f(x), joka kuvaa

jakelukustannusten y (€/jakelukerta) ja jakeluetdisyyden x (km) valista
riippuvuutta.
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- Kustannuksista eri etdisyyksilla on tehty (vain) havainnot:

Kustannukset ovat noin 5300 €/kerta 2 km:n sateelld, 1 km:n
etdisyydella 3000 € ja aivan marketin luona noin 1700 €.

- Lisaksi arvioidaan, etta kustannusten kasvuvauhti on tasaisesti
kiihtyvaa jakelusateen x suhteen. (Miksi tama voisi olla jarkeva oletus?)

- Silloin funktion f 2. derivaatta f** saa vakioarvon.

- Naiden tietojen avulla voidaan selvittaa kustannusten kasvunopeutta
kuvaava f* ja taas tasta kustannusten taso f:

- Funktiosta f (taso) voidaan johtaa sen

- muutosnopeutta kuvaava derivaattafunktio f* (, jos f on derivoituva).

Toisin pain:

Jos funktio g on f:n derivaatta (g(x) = f'(x)), sanotaan funktiota f

g:n integraalifunktioksi ja merkintana kaytetaan
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F) = j g(x)dx

Esim. f: R > R, f(x) = x? ("taso”)

ja derivaatta f: R > R, f'(x) = 2x ("muutosnopeus”).

jZXdX = x? =1(x)

on funktion f: R 2 R, f'(x) = 2x (erds (?)) integraalifunktio.

Siis
"taso” . “muutosnopeus”
f(x) f'(x)
é
integrointi
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Talloin on luonnollista, etta integraalifunktioiden maaraamisessa
tarvittavat integrointisaannot ovat derivointisaanndille kaanteisia.

Yleiset teoriatarkastelut funktion integroituvuudesta sivuutetaan.
Integrointisaantoja

i1. Jos funktio f on funktion F derivaatta eli f(x) = F’(x), niin

jf(x)dx = F(xX)+c

olipa ¢ mika tahansa vakio.

Vakio ¢ merkitaan vain silloin, kun sita tarvitaan jatkolaskussa.
- Kaikkien naiden integraalifunktioiden kuvaajat ovat saman muotoisia.

(Hahmottele kuva!)

- Silloin niiden muutosnopeus arvolla x on yhta suuri.
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Jos tarvitaan erityinen 1-kasitteinen ratkaisu, tarvitaan alkuehto, joka
”asettaa” integraalifunktion oikealle tasolle.

i2. Olkoon f:R-R, f(x) = x" (neN)

-[xndx — 1 xn+1
n+1

i3. Jos funktio f on integroituva pisteessa x ja a on vakio, niin
j af(x)dx = a jf(x)dx

i4. Summan integrointisaanto

Jos funktiot f ja g ovat integroituvia pisteessa x, niin

j(f(x) + g(x))dx = jf(x)dx +jg(x)dx
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Saantojen voimassaolo voidaan tarkistaa helposti derivoimalla.

Naiden saantojen avulla saadaan selville kaikkien polynomifunktioiden
f:RR, f(x) = ap + a1x + axx? + ... + apx"

integraalifunktiot.

Esim. (jatkoa) Suoramainonnan kustannukset:
f: R* > R*, y = f(x), missa
x = jakeluetaisyys (km) ja f(x) = kustannus (€/jakelukerta).

Derivointi ja integrointi “etenevat eri suuntaan”

"taso” . “muutosnopeus” . "kiihtyvyys”
f(x) f'(x) f~(x)
< <
integrointi integrointi
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Jos (jakelualueen geometriaan perustuva) oletus kustannusten kasvun
kiihtyvyyden tasaisuudesta on oikea, niin

f:n 2. derivaatta on vakio f"’(x) = a.

Silloin
f'(x) = f adx=ax + b (b vakio)
ja
2
f(x) = f(ax +b)dx = a?+bx+c (c vakio)

Kolmen jakelukerran havaintojen mukaan saadaan alkuehdot

£(0) = 1700, (1) = 3000 ja f(2) = 5300 ja yhtaléryhma

f(0) =0.5a:02 + b-0 + ¢ = 1700

f(1) = 0.5a-12 + b-1 + ¢ = 3000

f(2) =0.5a-22 + b-2 + ¢ = 5300
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c=1700
0.5a+ b+ 1700 = 3000

2a+ 2b + 1700 = 5300,

josta saadaan ratkaisuna a = 1000, b =800 jac=1700 ja
jakelukustannusten malliksi

f: R* > R*, f(x) = 500x% + 800x + 1700,

missa x = jakeluetaisyys (km) ja f(x) = kustannus (€/jakelukerta).

Tassa ratkaistiin (yksinkertainen) 2. kertaluvun differentiaaliyhtalo.

- Jos "arvataan suoraan”, etta malliksi kay 2. asteen polynomifunktio,
integroimisvaihe voidaan (tassa) tietenkin ohittaa.

- Yleisesti kuitenkin on hyvin tarkeaa, etta funktion
derivaattarakenteesta voidaan (joskus) johtaa funktio f ("taso”).

413



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkild ©

i5. Yleiselle potenssifunktiolle on voimassa vastaava saanto kuin i2.

a 1 a+1
xdxzmx (ai—l)

ja erikoistapauksena
jx‘ldx = In| x|

i6. Eksponenttifunktiolle

X
faxdx =—— ja jexdx =e*

Esim. - Ei ole valmista sdanté4 integrointia [ x - 2% dx varten.

- Integroitava funktio on kuitenkin kahden helposti kasiteltavan
funktion tulo, joista voidaan “edeta kahteen suuntaan”:
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2

Dx= 1 ja fxdx=—X2
X ZX

X = )X 1 =
D2X=2%In2 ja f2 dx 2

- Olisiko olemassa tulomuotoisen funktion derivointisaannon kaltainen
“tulon integroimissaanto”?

i7. Osittaisintegrointi

Oletetaan, etta u: A>R ja v: A->R ovat derivoituvia pisteessa x.

Tulomuotoisen funktion derivointisaannon mukaan on
D[u(x)-v(x)] = u"(x)-v(x) + u(x)-v"(x)

ja tasta taas saadaan integroimalla "takaisin”

u(x) - v(x) = Ju'(x)v(x)dx+ju(x)v’(x)dx,
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Yhtal6sta voidaan (esim.) ratkaista

f ux)v'(x)dx =

Esim. (jatkoa)

T T T
Jos tata ei Ama voidaan ja tama
osata integroida, pystytaan
laskea . .
mutta Integroimaan
2. funktion

derivaatta v’ (x)
4

jl-ZXdX

v(x) =f 2¥dx = 12—

ja
u®) v ()| |u@) | v u'(x) |v<x>
l l l 1
jx- 2¥dx = x-

In2

fl md"
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_x = . f In2 - 2% d
% Iz T 22l " X
x2% 2%
= - +
mz (npz 9

Esim. Funktion f: R* = R, f(x) = Inx integraalifunktio:

Integroitava funktio hahmotetaan tulona

u’ Ex) .

flnxdx=f1 - IEsdx

u(x) = 7? ja vi(x)="7?

j Inx dx =

U@ [ vE)| i@ | vE|  [u@ | vE)
l l l l 1

1
jl--dx=x-lnx— jx-;dx
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= x:Inx — x (+¢)

i8. Yhdistetyn funktion derivointisddannon kaanteinen kaytto
-Sijoitusmenettely

Yhdistetyn funktion derivointisdadanndén mukaan funktion F(x) = gof(x)
derivaatta pisteessa x on

F’(x) = DF(x) = D(g°f)(x) =f(x) - g"(f(x)),
joten
| £60-g(f60)dx = Feo

™

Muokkaamalla integroitavaa funktiota ”sopivalla tavalla” saadaan
saanto joskus toimimaan:
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2)| [D
V)|

j x - 27% dx

1) Ulkofunktion derivaataksi hahmotetaan g’(y) =2Y (y =f(x))

ja ”sen sisaltd” nahdaan sisafunktion lauseke f(x) = -x?,

2) jonka derivaatta ? _ eteen”:

Jx-Z‘dex=.j-x . 2= 4y

T T
feI| |g®

Integrointi voidaan talla tavoin ”siirtaa muuttujan x kohdalta
sisafunktion f arvon y = f(x) kohdalle”:
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j F (g () dx = j g'(y) dy

integrointi "siirtyy” (?7)
tassa tanne
v Il
m /g—\
X [ ] [ ] [ ]
y=f(x) z=g(y)
gof

Kaytannossa tallainen siirtyminen tehdaan usein sijoitusmenettelyn
avulla:

- Sisafunktioksi hahmotettu f(x) korvataan "apumuuttujalla” y.
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. , d .
- Taman derivaatasta f'(x) = 5{ muokataan esitykset

dy = f'(x)dx ja dx = ——

- Integroitavassa funktiossa kaikki x:aa sisaltavat termit korvataan
vastaavilla termeilla y:n suhteen.

Sisafunktio
Esim. (jatkoa) y=f(x) = %2
14

fx-Z‘"2 dx

y =% = x=,/-y (y <0

d .
f'(x) = == -2X, josta muokataan
dx

d d
dx = y _ y
—2X =2,/-y

ja sijoittamalla saadaan
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d
fx.z—XZdXsz/_‘yy.zy y

_zﬁ

= 1[2-%1— L ¥in2
) y = T3en

1 2 o .
= ——— 27X kuten edelldkin saatiin.
2ln2

Huom. Integrointitulokset voi aina tarkistaa vastaavien
derivointisaantojen avulla.

1. kertaluvun separoituva differentiaaliyhtalo

Differentiaaliyhtdlo on yhtald, jossa on (voi olla)

muuttuja x, funktion f arvo f(x) ja derivaattoja f'(x), f"'(x), ...

eri tavoin yhdisteltyina.
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Differentiaaliyhtalo on 1. kertaluvun differentiaaliyhtald, jos mukana
on vain 1. kertaluvun derivaatta f'(x).

Jos mukana on f"’(x), tarkastellaan 2. kertaluvun differentiaaliyhtaloa,
jne.

Alussa olleessa esimerkissa suoramainonnan kustannuksista ratkaistiin
2. kertaluvun differentiaaliyhtalo suoraan integroimalla:

kiihtyvyys f"'(x) > muutosnopeus f'(x) - taso f(x)

Yleensa ratkaisu ei ole ndin suoraviivainen.

Esim. On havaittu, etta savustetun toutaimen kysynnan

- hintajousto on likimain vakio -1.6 ja

- kysynnéan tason tiedetdan olevan 1500 kg, kun hinta on 10 €/kg.

423



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkild ©

Mika on kysyntafunktio f:R*—> R*?
Ensimmaisesta tiedosta saadaan

')

Ef(x )—$X— -1.6
fx) -1.6
hd fx)  x

Silloin on myds

s.f:n||u.fin
deriv.||deriv.

! |
fx) , _[-1l6
[ o [0 e[ 2
o u.f.| |s.f.
\ 4

Inf(x) =-1.6:Inx +€¢  (integroimisvakio vain toiselle puolelle)
=-1.6:Inx + In €€
=In(x%®- e,

ja
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f(x) = e%x1® = b-x1® (merk. e¢ = b)
Alkuehdon mukaan f(10) = 1500, josta saadaan
b-1016= 1500 ja

b =59716 ja kysyntaa kuvaa funktio

f:R*-> RY, f(x) = 59716-x1°,

x= hinta (€/kg) ja f(x) = kysynnan maara (kg).

Yleensa ratkaisussa kaytetaan seuraavia merkintdja ja (teoreettiset
perustelut tassa sivuuttaen) laskutekniikkaa:

d
Kun merkitaan f(x) =y ja f'(x) = d—i , on edellisessa esimerkissa
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Ef(x) = % x=-1.6

dy

o L. .y-16 ja(?)

d 1

= —-x=-1.6

dw
dy -1.6

Iny =-1.6:Inx + C

jne., kuten edella.

|:x |”-dx”, jolloin saadaan

josta saadaan integroimalla
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Tallaisia differentiaaliyhtaldita sanotaan separoituviksi.

Ne voidaan muokata sellaisiksi, etta

toisella puolella| . |toisella puolella
ja
\ \
gly)y’ = t(x)
T T
termit vain termit vain
y: n suhteen X: n suhteen

Differentiaaliyhtalon kehittamista tallaiseksi sanotaan separoinniksi.

Ratkaisun yksityiskohdat riippuvat tietenkin funktioista g ja t, mutta
integroimisvaiheeseen paastaan samalla tavalla kuin edellisessa

esimerkissa:

Separoinnin jalkeen on

d
g(y)-y" = t(x), jossa merkitaany’ = d—z , jolloin

gly) = =t(x).
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Tasta "siirretaan” dx yhtalon toiselle puolelle, jolloin

g(y)-dy = t(x)dx.

Lopuksi integroidaan

f g(y)dy = f t(x)dx

(integroimisvakio vain toiselle puolelle)

- Menettelyn tasmalliset perustelut joudutaan sivuuttamaan, mutta

- tuloksen voi aina tarkistaa derivoimalla.

Esim. Markkinoilta tehtyjen havaintojen perusteella oletetaan, etta
seipisailykkeen
- hintajousto Ef(x) on suoraan verrannollinen yksikkdhintaan x (€/kg) ja

- hintatasolla x = 20 €/kg kysynta f(x) = 150 t ja jousto Ef(20) = -1.7 (%).

428



Talousmatematiikan perusteet 2019 Juha Heikkild ©

Silloin Ef(x) = ax.
Alkuehdosta Ef(20) =-1.7 saadaan ... a =-0.085,
jolloin

Ef(x) = -0.085x

Kysyntafunktio f ratkaistaan differentiaaliyhtalosta

Ef(x) = %x =-0.085x (< y;x =-0.085x )

dy "

X =-0.085x |”-dx” ja |:x
y

dy —0.085x

= = ——dx,

y X

josta saadaan integroimalla

1
f; dy = f —0.085dx
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Iny =-0.085x + ¢
ja
y = e~0-085x+¢

Tasta saadaan (eksponenttifunktion edelld kasiteltyjen yleisten
ominaisuuksien avulla)

y = f(x) = b-0.9185* (merkitddn e =b)

Alkuehdosta f(20) = 150 t saadaan

b-0.9185%° =150 ja b=821.3

Kysyntafunktio on

f(x) = 821.3-0.9185,
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Maaratty integraali

Integraalilaskennan keskeinen sovellus on integroitava funktion
kuvaajan ja x-akselin valisten pinta-alojen laskeminen.

Taman asian tarkeys ei johdu pelkastaan geometriasta vaan siita, etta
tutkittavien ilmididen maaria voidaan samastaa _ kanssa.

Erds tallainen sovellus on todennakoisyyslaskennassa jatkuvien
satunnaismuuttujien todennakoisyyksien laskeminen.

Voidaan osoittaa, etta ei-negatiivisen
jatkuvan funktion f kuvaajan ja
x-akselin valiin jaava pinta-ala A
valin [a, b] kohdalla on

_’

missa F on f:n integraalifunktio

- a b
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Nain laskettavasta pinta-alasta kaytetaan merkintaa

b
jf(x)dx
: b

- [ ¥ = Fib) - Fa)
a
K Luetaan: “Sijoitus a:sta b:hen funktioon F.”

Esim. Alkeisgeometrian avulla voidaan “tarkistaa”, etta integroimalla
saadaan oikeita pinta-aloja:

a) f:R>R, f(x) =5

4 4
f 5dx = 5 pinta-ala
J > | [@EDED)

4 1 =15
0

- [ 5x=54-51=15
1
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7

b) f:R->R, f(x) = 1.5x ; /
5
4

4 3
pinta-ala

j 1.5x dx g
1 %(4-0)-(6-0)

0

—2—%0123456

-2

4

4

2

-/ 15~ = [ 075x¢ =0.75.42-02=12
0 0

c) ”Pinta-alan” kasite yleistyy maaratyn 2

integraalin avulla maariteltyna: 1 /
0

f 1.5xdx = “pinta:

-2 -3
=. =-3 2

”

ala

d) "Kokonaispinta-ala” edellisessa on /

4

j 1.5xdx = --

-2

=9
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d)-kohdan kokonaispinta-ala

4 0 4
jl.Sxdx=9= —3+12 = jl.Sxdx+j1.5xdx
-2 —2 0

Voidaan osoittaa, etta tallainen additiivisuus on yleisesti voimassa:

ff(x) dx=ff(x) dx+jbf(x) dx

Esim. Seuraavassa tapauksessa 5
alkeisgeometria ei enaa anna vastausta:
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Maaratyn integraalin avulla voidaan ”laskea yhteen” (esim. ajan
suhteen) muuttuvien "virtausten” kokonaismaaria:

~
o
o

Esim. Kalatehtaan veden kulutusta

o]
o
o

kuvaa malli % . /
£:[0, 24] > R*, f(x) = -2.8x? + 67.4x + 186.4 3" pinta-ala

@ 300 N
missa x = kellonaika (h) ja % 200 Jr—

2 100 klo 12-14
f(x) = veden virtaus m3/h. 2 valil

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Funktio f kuvaa kulutuksen kellonaika
muutosnopeutta.

Integroimalla saadaan taman mallin avulla arvio kulutuksen maarasta
(taso) esim. klo 10 ja 14 valissa:

14

j (—2.8%% + 67.4x + 186.4) dx = -
10

=2353 m3
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Esim. Kalastuskunta on investoinut kalavesien tuoton parantamiseen.
Odotetaan, etta
- investointi alkaa tuottaa heti “teholla” 100 000 €/v.

- Tuottonopeuden oletetaan kuitenkin vahenevan "ajan suhteen
jatkuvasti” 20 % vuodessa.

Tuotto 10 vuodessa saadaan integraalina

10 10
j 100000 - 0.8% dx = 100000] 0.8% dx
0 0

10
= 100000/ 067 = 100000 0870 _ 08
B In0.8 nos " mog

0

~ 400 000 €.

- Investoinnin vaikutus vahenee nopeasti, mutta aina vain pienenevia
maaria siita jaa vaikuttamaan "ikuisesti”.
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- Kuinka suuri on kokonaistuotto?
120000

Tuotto ajankohtaan b asti on 100000

80000

60000

40000

20000 -

100 000
= ————(0.8°-1)

Jos aikaraja b on ”aarettoman kaukana”, on kokonaistuotto

100 000 100 000

i _— b —_ = -—
lim —nos (08"~ 1) nog _ HOlALE
7
0.8° - 0,
kunb — oo
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Tallaista maaratyn integraalin raja-arvoa, jossa ylaraja b oo, sanotaan

epdoleelliseksi integraaliksi ja merkintana (tassa) kdaytetaan

(0.0)

j 100000 - 0.8* dx.
0

(Vastaavasti my0s alaraja a voi olla -oo ja raja-arvon kasittely on
samanlainen.)

- Edelld on laskettu investoinnin nimellistuotto.

- Jos tuotto saadaan kayttoon “ajan suhteen jatkuvasti” ja korkokanta
on esim. 5 %, se voidaan diskontata ajan suhteen jatkuvasti:

10 vuoden tuoton nykyarvo on

10

j 100000-08*
1.05% x=

0
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100 000

= ——(0.76191° - 1) = 343490 €.
In0.7619

Esim. Bussin vuorovali on 10 min ja pysakille mennaan ilman aikataulua.
- Kuinka todennakoista on, etta odotusaika on yli 6 min?

- Kuinka suuri on "keskimaarin odotettavissa oleva” odotusaika?

Odotusaika X ”voi olla yhta hyvin” mika tahansa arvo valilla [0, 10].
Silloin varsin luonnollisesti paatellaan, etta

- todennakoisyys on “nelja kymmenesta” eli 40- prosenttinen ja

- keskimaarin odotusaika on 5 min eli aaripaiden 0 ja 10 keskella.

Jos odotusajan pituuksia mitataan ja niista tehdaan frekvenssijakauma,
tulokset tukevat tata paattelya:

- jakauma on tasainen ja

- keskimaarainen odotusaika on noin 5 min.
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Mallina tallaiselle todenndkoisyysjakaumalle on tiheysfunktio,

joka on "abstrakti kuvitelma” siita milta (tassa) “aarettoman monen”
mittaustuloksen jakauma nayttaisi. (Tasta on tilastotieteen perusteiden
luennoissa tarkemmin.)

Funktio on kalibroitu sellaiseksi, etta

- kokonaispinta-ala kuvaajan ja x-akselin valilla on 1 (kaikkien
todennakoisyyksien “summa” 100 %) ja

- pinta-alat ja todenndkoisyydet vastaavat toisiaan.

Tassa tiheysfunktio saa vakioarvon (Piirra kuva.)

0.1,kunx € [0, 10]
0 muualla

fix) = {

Todennakoisyytta, etta odotusaika on yli 6 min P(X > 6), vastaa ”pinta-
ala” tiheysfunktion alla valin [6, 10] kohdalla. Se taas voidaan laskea
integroimalla:

10

P(X > 6) =j 0.1dx = - = 0.4
6
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Todennakoisyydet voidaan laskea myos jakauman kertymafunktion
avulla:

Satunnaismuuttujan X kertymdfunktio F kuvaa todennakadisyyksien
”summaa” arvoon x mennessa

F(x) = P(X < x).

Jatkuvalla satunnaismuuttujalla tama todennakodisyyksien kertyma
(=sita vastaava pinta-ala) lasketaan tiheysfunktion f integraalina

F(x) = j fOdt.

0.1,kunx € [0,10]
0 muualla

Tassi f(x) = {
- Kun x <0, on F(x) = “kertynyt pinta-ala” = 0.

-Kun 0 <x <10, 0n

X X

F(x) = Jf(t)dt =J0.1dt

— 00 O
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X

=/Oi¢=OiX—QLO=OJX
0

F(10) =0.1- 10 =1 ja "pinta-alaa” ei enaa kerry lisaa, kun x > 10.

Siis
0O, kunx <0
F(x) =40.1x, kun x € [0, 10]
1, kunx > 10

Edella laskettu todennakdisyys saadaan myods kertymafunktion avulla

PX>6)=1-P(X<6)=1-F(6)=1-0.1-6=0.4.

”Keskimaarin odotettavissa olevaa X:n arvoa” (tassa aikaa) sanotaan
odotusarvoksi EX ja se saadaan laskemalla integraali (?)

oo

EX = jx - f(x) dx.

— 00

Tassa
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Tassa (tasajakauman kasittelyssa) integrointi on turhaa vaivaa. Tulokset
nakyivat heti suoraan.

Jos jakauma ei ole nain yksinkertainen, ei ndin voida oikaista:
Esim. Kun tutkittiin mutusailykkeen sailyvyytta X (vrk), tuloksena

saatiin, etta sailyvyyden jakauma on

X ~ Exp(0.001923) eli eksponenttijakautunut parametrilla 0.001923.
Tallaisen jakauman tiheysfunktio on (Piirra kuvio.)

0.001923e70-001923% kyn x > 0 ja
0 ,kunx <0

f(x) ={
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Esimerkiksi todennakoisyys, etta sailyvyys on yli 365 vrk, saadaan
(epaoleellisena) integraalina

(0.0)

P(X > 365) = j 0.001923 - ¢~0-001923x gy

365

b b
f 0.001923 . ¢=0001923% 4., — _ j =01001923 - ¢~ 0.001923x 4y
365 365

b

- _ / @—0.001923x _ _ (e—0.001923b _ e—0.001923'365)

365

1
= (eo.oo1923b -€

—0.001923-365) joten
’

T0,kunb —» o

Silloin
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b

P(X >365) = lim | 0.001923 - e™0001923 g
365

_ @—0.001923-365 _ j 4g6,

Siis "odotettavissa on”, etta hieman alle 50 % sailykkeista sailyy yli
vuoden.

”Keskimaarin odotettavissa oleva” sailyvyys on

EX = j x - f(x)dx = j x+-0.001923 - 70:001923x 4y
—00 0
. - EX) Tassa tarvitaan osittaisintegrointia:

b
j ®-0.001923 - ¢70:001923% gy
0
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u(x)=Dx=1 ja
V(X) — .[ 0.001923 - e—0.001923X dx = - = — e—0.001923X

1) 2)

ju(x)v’(x)dx = uXx) - -v(x) — ju’(x)v(x) dx.

ja integroimalla ja sijoittamalla saadaan

u(x) v'(x)

b
j x - 0.001923 - ¢~0.001923x 4y
0

1)
b
_ /X . (—e—0001923x)
0
T T
u(x) v(x)
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T T
u'(x) v(x)
1)

_ b-(-e‘°'°°1923b) _0.(-e=0:001923-0

2)

~0.001923 001923 o 001923’
I m ,kunb —» o

joten EX = —— = 520 vrk.
0.001923
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