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Kertauksena ja muistutuksena:

@ Funktio f: A — B on relaatio, joka liittaa jokaiseen joukon A alkioon
a tasmalleen yhden B:n alkion b. Merkitdan b = f(a).

@ Tassa A= Mr on f:n maarittelyjoukko ja B on f:n maalijoukko.

e Funktion f arvojoukko (eli kuvajoukko) on B:n osajoukko
f(A)={f(a) | a € A}.

@ Jos funktion maarittelyjoukko A C R, niin kyseessa on yhden
muuttujan funktio.
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Funktio Il

Esimerkkeja:

e Funktion f: R — R, f(x) = x?, maalijoukko on R, mutta sen
arvojoukko on f(R) = [0, oc].

o Edellisen esimerkin funktio voidaan toki maaritella suoraan muodossa
f: R — [0,00], f(x) = x2, jolloin arvojoukko on sama kuin
maalijoukko.

o Maalijoukko ja arvojoukko voidaan periaatteessa maaritella samaksi
kaikkien funktioiden kohdalla, mutta se ei yleensa olet tarpeellista tai
varsinkaan kaytannollista.

Yrita 0ytaa esimerkiksi funktion f: R — R, f(x) = x® + x? + x
arvojoukko.
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Kaanteisfunktio |

Funktio f: A— B on

@ injektio, jos eri pisteissa saadaan eri arvot, ts.

X1 75 Xo = f(Xl) 75 f(Xg), ts.
f(Xl) = f(Xz) = X1 = X2.

e surjektio, jos arvojoukko on sama kuin maalijoukko, ts. f(A) = B.
@ bijektio, jos se on seka injektio etta surjektio.

Kysymys on siis yhtdlon y = f(x) ratkaisujen x lukumaarasta. Jos
jokaiselle y € B on olemassa

@ korkeintaan yksi ratkaisu x € A, niin f on injektio;
@ vahintaan yksi ratkaisu x € A, niin f on surjektio;
o tasmalleen yksi ratkaisu x € A, niin f on bijektio.

Huom: Funktiosta voidaan tehda aina surjektio, jos sen maalijoukko
kutistetaan arvojoukoksi jattamalla pois ylimaaraiset pisteet.
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Kaanteisfunktio Il

Jos f: A — B on bijektio, niin silla on kaanteisfunktio 1. B A, joka
maaritelty ehdolla

y="f(x) < x:f_l(y).

o Kainteisfunktiolle pitee f~1(f(a)) = a kaikilla a € A ja
f(f~1(b)) = b kaikilla b € B.

@ Yhdistetyn kuvauksen notaatiolla f~1 o f = Ids ja fo f~1 = Idg,
jossa lda(x) = x kaikilla x € A, ja jossa ldg(x) = x kaikilla x € B.

e Huomaa, ettid f~1(x) # f(x)"! = ﬁ

@ Jos AC R ja f: A— R on aidosti monotoninen, niin surjektiolla
f: A— f(A) on kaanteisfunktio.
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Kaanteisfunktio 11

Kaanteisfunktion kuvaaja on alkuperaisen kuvaajan peilikuva suoran y = x
suhteen.
Perustelu: Piste (a, b) on funktion f kuvaajalla <

b=f(a) < a=f1(b)
& piste (b, a) on funktion f~! kuvaajalla.

Lisdksi koordinaattien vaihto-operaation (a, b) — (b, a) geometrinen
tulkinta on peilaus suoran y = x suhteen.

Voidaan ymmartaa piirtoheitinkalvon tai voipaperin avulla, katsomalla
funktion kuvaajaa “nurjalta puolelta”.

Intuitiivinen seuraus: Jos f: A — f(A) jossa A on vili ja f on jatkuva,
niin myos ! on jatkuva joukossa f[A].

Pekka Alestalo, Jarmo Malinen (Aalto-yliopisMS-A010{2, 3,4,5} (ELEC*, ENG*) Differer September 26, 2018 6/1



Kaanteisfunktio 1V

Funktion f: ]a, b[ — ]c, d[ derivoituvuus heijastuu kiinteisfunktioon 1.

Idea: Funktion f (tai f~1) derivoituvuus tarkoittaa sen kuvaajalla
ei-pystysuoran tangentin olemassaoloa kussakin maarittelyjoukon pisteessa.

Johtopaitds: Jos f on derivoituva, f~! on olemassa, ja f/(x) # 0 kaikilla
x €]a, b[, niin silloin £~ on derivoituva.

Nahdaan todeksi katsomalla funktion f kuvaajaa ja sen erasta tangenttia
piirtoheitinkalvon “nurjalta puolelta”, jolloin se muuttuu f~1:n kuvaajaksi
ja vastaavaksi tangentiksi.

Derivointikaava: Jos f'(f~1(x)) # 0, niin
1
FY (%) = 2
0= Fegay
missa f'(f~%(x)) = funktion f derivaatta laskettuna pisteessi f ~1(x).

Mista tama kaava tulee?

Pekka Alestalo, Jarmo Malinen (Aalto-yliopisMS-A010{2, 3,4,5} (ELEC*, ENG*) Differer September 26, 2018



Trigonometriset funktiot |

o Kulman yksikko radiaani = rad: kulmaa vastaavan yksikkoympyran
osan kaarenpituus.

e 7 rad = 180 astetta, ts. 1 rad = 180/7 ~ 57,3 astetta

@ Funktiot sin x, cosx maaritellaan yksikkoympyran avulla niin, etta
(cos x,sin x), x € [0,27], on yksikkdympyran parametrisointi
kaarenpituuden x avulla.

tanx = X (x # 7/2 + nm),
cos x
oS X
tx =
cot x < x (x # nm)
e Jaksollisuus:
sin(x +2m) = sinx, cos(x + 2m) = cosx,
tan(x + ) = tanx. Nota bene!
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Trigonometriset funktiot Il

o Alkeellisia ominaisuuksia (perustelut yksikkdympyrasta):
e sin0 =0, sin(r/2) =1 ja cos0 =1, cos(n/2) =0
@ sin ja tan ovat parittomia funktioita, cos on parillinen:

sin(—x) = —sinx,
cos(—x) = cosx,
tan(—x) = —tanx

o sin’x + cos? x = 1 kaikilla x € R

@ Yhteenlaskukaavat (perustelu kompleksiluvuilla tai matriiseilla):

sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny,

cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
@ Derivaatat (johdettu aiemmin luennolla):

D(sinx) = cosx, D(cosx) = —sinx
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arcus-funktiot |

@ Trigonometrisilla funktioilla on kaanteisfunktio, jos funktioiden
maarittely- ja maalijoukkoja rajoitetaan sopivalla tavalla.

@ Sini-funktio
sin: [-7/2,7/2] — [-1,1]

on aidosti kasvava bijektio.

o Kosini-funktio
cos: [0, 7] — [-1,1]

on aidosti vaheneva bijektio.

@ Tangentti-funktio
tan: | —7w/2,7/2[ - R

on aidosti kasvava bijektio.
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arcus-funktiot Il

o Kaanteisfunktiot:

arctan @ R —]—7/2,7/2],
arcsin @ [-1,1] = [-7/2,7/2],
arccos : [-1,1] — [0, 7]

@ Siis:

= tana < a=arctanx, kuna €| —7/2,7/2|

sina < «a = arcsinx, kun a € [-7/2,7/2]

= cosa < a = arccosx, kun a € [0,7]

@ Huom: arcx * * annetaan radiaaneissa, ellei...
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arcus-funktiot Il

o Kaanteisfunktioiden derivaatat

1
Darctanx = ——, x€R
1+x
1
Darcsinx = —, —1<x<1
V1 —x2
-1
Darccosx = ——, -1<x<1

V1—x2’

Perustelu: Derivoimalla puolittain yhtalé tan(arctan x) = x, kun
x € R saadaan

(1 + tan’(arctanx)) - D(arctanx) = Dx = 1

= D(arctanx) ! L
arctan x) = -
1+ tan?(arctanx) 1+ x2’

jossa tan?(arctan x) = (tan(arctan x))? = x.
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Eksponenttifunktio |

@ Neperin luku

1\" 1 1 1
e = lim <1—|—> —1+1+ + + —|—
n—00 n 3'
~ 2,718281828459...
@ Eksponenttifunktio exp Taylor-sarjansa avulla:
> X" X\ "
= e e i — = X
exp (x) = Z _ n||_>r’r;o (1 + n) e*.

n=0

Punaisen yhtasuuruusmerkin metsastys?
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Eksponenttifunktio I

Punaisen yhtasuuruusmerkin metsastys paapiirteissaan:

o Maaritellaan exp: R — R sarjakehitelmalla

exp (x) = i );—
k=0

Sarja suppenee suhdetestin perusteella kaikilla x € R, ja exp (0) = 1.

o Osoitetaan: exp on derivoituva ja toteuttaa differentiaaliyhtalon
exp’(x) = exp (x) kaikilla x € R. (Sarjan derivoiminen termeittdin on
koko paattelyn matemaattisesti hankalin kohta, vaikka intuitiivisesti
helppo ymmartaa.)

o Differentiaaliyhtalonsa perusteella toteuttaa myos

exp (—x) = 1/exp (x) ja exp (x + y) = exp (x) exp (y)

kaikilla x,y € R.... (jalkimmainen taululla jos aikaa!)
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Eksponenttifunktio Ill

o ..josta seuraa, ettd exp (p/q) = (exp (1))P/9 kaikille rationaaliluvuille
p/q € Q..
@ ... mistd jatkuvuuden (koska derivoituva) perusteella

exp (x) = (exp (1))*

kaikilla x € R.

@ Koska binomikaavalla saadaan helpompi punainen yhtasuuruusmerkki
kaavaan

=1 1\”
o= = jm (1+3) e

niin eksponenttifunktiolle tulee lopulta muotoon exp(x) = €*.

Jatkossa viliaikainen notaatio exp(x) voidaan unohtaa kokonaan.
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Eksponenttifunktio 1V

Punaisen yhtasuuruusmerkin metsastys johti seuraaviin tuttuihin
laskulakeihin:

0o ef=1
e >0
o D(eX)=¢
e e X=1/e"
° (X)) =e¥
0 eXe¥ =Y

kaikilla x,y € R.

Lisaksi f(x) = e* on aidosti kasvava, ei-negatiivinen surjektio
f: R —]0, 0], joten silld on kainteisfunktio f~1: ]0, oo[— R.
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@ Logaritmifunktio = eksponenttifunktion kdanteisfunktio:
In: 10,00 = R

@ Tarkasti ottaen kyseessa on e-kantainen eli luonnollinen logaritmi.
Yleisen a-kantaisen logaritmin maaritelma perustuu kaavaan

=y x=log,y,

kuna>0jay>0.

o Muita sovelluksissa esiintyvia logaritmeja ovat Briggsin 10-kantainen
logaritmi Ig x = logyq x ja binaarilogaritmi 1b x = log, x.

e Merkinnalld log x tarkoitetaan (nykyaan) yleensa (esim.
tietokoneohjelmissa) luonnollista logaritmia In x.
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Logaritmi Il

Logaritmin ominaisuuksia

@ é"X=x, kun x>0
In(e*) = x kaikilla x € R
eIn1=0,Ine=1

° In(ab):blna, kuna>0, beR
e In(ab) =Ina+Inb, kun a,b >0
@ Din|x| =1/x, kun x #0

Nama seuraavat vastaavista exponenttifunktion ominaisuuksista.
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Hyperboliset funktiot |

@ Hyperbolinen sini sinus hyperbolicus sinh, hyperbolinen kosini cosinus
hyperbolicus cosh ja hyperbolinen tangentti tanh:

sinh: R - R, sinhx =
cosh: R — [1,00[, coshx =

tanh: R — ] —1,1[, tanhx =

E(eX_e—X)
1 X —X
E(e +e™)
sinh x

cosh x

@ Derivaatat: Dsinh x = cosh x, D cosh x = sinh x.

o Kaikilla trigonometrisilla kaavoilla on hyperbolinen vastine, joka
seuraa yhteyksista sinh(ix) = isin x, cosh(ix) = cos x, jossa i> = —1.

Siksi sin?>-termien merkki vaihtuu kaavoissa, muu pysyy samana.

Esimerkiksi cosh? x — sinh?x = 1.
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Hyperboliset funktiot Il

@ Hyperboliset kaanteisfunktiot eli area-funktiot; area ja lyhenne ar
viittaa kaanteisfunktioiden geometriseen tulkintaan eraana hyperbeliin
liittyvana pinta-alana:

sinh™'x = ar sinhx =In(x+v1+x2), xeR

cosh™'x = ar coshx =In(x+Vx2—1), x>1

o Kaanteisfunktioiden derivaatat:

Dsinh ™" x = 7\/H7)<2’X€R
Dcosh™'x = 1 x>1
x2—1
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