Muutama sana Buckinghamin n-teoreemasta

Englanninkielisestd wikipediasta 10ytyy aika hyvd Buckinghamin m-teoreeman joh-
to, mutta tdssié muutama hieman tdydentava pointti ja liséksi selitys miten wikin
ajatukset liittyvat kurssilla esiteltyyn kidytdnnon menetelméén.

Tarkastellaan dimensioanalyyttistd ongelmaa, jossa on toisistaan riippumatto-
mat muuttuja q1, g, . . . , g, ja joissa esiintyy fundamentaalit dimensiot dy, ds, . . ., d.
Esimerkiksi syvian meren aaltojen nopeuden méadrdavat muuttujat olivat nopeus
q1 = v, aallonpituus g2 = A ja putoamiskiihtyvyys g3 = g. Vastaavat dimensiot oli-
vat pituus d; = L ja aika dy = t. Nihdéén siis, ettd muuttujia oli kolme (n = 3) ja
dimensioita kaksi (k = 2).

Muuttujia voidaan yhdistelld tulomuodossa, jolloin saadaan uusia muuttujia

Q=q¢"q" . .q". (1)

Téaméi uusi muuttuja @ voidaan samaistaa vektorin (o1, ag, ldots, a,) kanssa. Voim-
me siis ajatella, ettd muuttujien joukko {g¢;} toimii kantavektoreina, jotka virittavit
muuttujien vektoriavaruuden M. Kuvaus vektoriavaruutena on mielekés, koska
yo. tapa yhdistelld muuttujia antaa meille mahdollisuuden mééritellda vektorien
(a1, a9, ldots, ay,) yhteenlaskun seké skalaarilla kertomisen. Vektorien yhteenlasku
olisi tavanomaiseen tapaan

(ala G2, ldOtS, an) + (ﬂla 527 ldOtS, ﬁn) = (Oél + 517 Qg + 62; ldOtS, apn + Bn)a (2)

joka takaisin varsinaisiin muuttujiin kuvattaessa on

?1-1‘61 t212+52 an+Bn (3)

q q <oy

Naemme siis, ettd muuttujien kertolasku vastaa vektorien yhteenlaskua, ja vektorien
kertominen skalaarilla tulee vastaamaan muuttujien korottamista potenssiin.

Riippumattomia muuttujia oli n kappaletta, joten ne virittavat n-ulotteisen
vektoriavaruuden. Vastaava kasittely dimensioille dy, ds, . . . , dj, samaistaa dimensiot
k-ulotteisen dimensoiden vektoriavaruuden D kantavektoreina.

Se miten kukin muuttuja ¢; rakentuu eri dimensioista d; (esim. nopeuden
¢1 = v dimensio on L/t = dy/dy, médrittdiai meille lineaarikuvauksen muuttujien
vektoriavaruudesta M dimensioiden vektoriavaruuteen D

VM—=D:Q—=VQ, (4)

misséd V' on siis lineaarikuvaus ja joka voidaan esittdd myo6s matriisimuodossa.
Oleellista téssd kaikessa on nyt se, ettd vektoriavaruuksilla M ja D on eri
dimensio. Koska muuttujien vektoriavaruuden riippumattomia kantavektoreita on
n kappaletta, on ko. avaruuden dimensio n, kun taas dimensioiden vektoriavaruuden
dimensio on k. Koska dimensiot rakentuvat muuttujissa esiintyvistd dimensioista,
on selvéd, ettd dimensioavaruuden dimensio on aina pienempi tai enintddn yhtéa
suuri kuin muuttuja-avaruuden dimensio, eli k < n. Oletetaan, ettd k < n.
Nyt muuttuja-avaruus on ’suurempi’ kuin dimensioavaruus. Taméa aiheuttaa
sen, ettd suuri osa muuttuja-avaruuden vektoreista (muuttujista) kuvautuu nolla-
vektoriksi dimensioavaruudessa. Téta kutsutaan wikipediassa rank-nullity-teoreemaksi.



Esimerkki: Tarkastellaan lineaarikuvausta kolmiulotteisesta avaruu-
desta M kaksiulotteiseen avaruuteen D (elin = 3 ja k = 2). . Nyt vekto-
riavaruus D saadaan viritettyé joillakin kahdella kantavektorilla (téissé
on vapaus valita ne miltei miten vain). Niitd kantavektoreita vastaavat
jotkin ldhtoavaruuden M kaksi vektoria. Namé& lahtoavaruuden kaksi
vektoria puolestaan virittéi kaksiulotteisen aliavaruuden M’ lihtoava-
ruuteen M, ja kaikki tdmén kaksiulotteisen aliavaruuden vektorit ku-
vautuvat lineaarikuvauksessa kohdeavaruuteen D, tidyttiden koko ava-
ruuden D. Nyt meille jéi kuitenkin paljon vektoreita lahtoavaruuteen
M, jotka eiviit kuuluneet ko. kaksiulotteiseen aliavaruuteen M’. Nami
vektorit kuvautuvat kaikki nollavektoriksi. Tamé on helppoa nahdé, jos
vektori v ei kuvautuisi joksikin muuksi kuin nollavektoriksi, olisi se vi-
ritettdvissd kohdeavaruuden D kantavektoreilla, jotka puolestaan ovat
kuvia joistakin vektoreista aliavaruudesta M’. Téssé on ristiriita alku-
perdisen oletuksen kanssa.

Mita siis opimme? Mikéli n > k, on muuttujien vektoriavaruudessa paljon vekto-
reita, jotka kuvautuvat nollavektoriksi dimensioiden vektoriavaruudessa. Dimensoi-
den vektoriavaruuden nollavektori vastaa varsinaisissa dimensioissa jotakin, jonka
dimensio on

Ady...dY =1, (5)

eli kyseesséd on dimensioton muuttuja. Rank-nullity teoreema kertoo, etté tillaisia
dimensiottomia muuttujia (eli lineaarikuvauksen V kernelin, eli ytimen dimensio)
on n — k kappaletta.

Eli, jos meilld on n muuttujaa ja k dimensiota, niin voimme kirjoittaa al-
kuperéisen ongelman n — k:n dimensiottoman muuttujan, sekd k:n dimensiollisen
muuttujan avulla. Olkoon meidén alkuperdinen dimensioanalyyttinen ongelmamme

F(q17q27"'aQTb):0? (6)

jonka olen nyt kirjoittanut muodossa, jossa etsitdén nollakohtaa. Jos ongelma on
jotakin muuta muotoa, niin se voidaan helposti uudelleen muotoilla yo. tavalla.
Tamaé voidaan siis uudelleen kirjoittaa jollakin muuttujien vaihdolla muodossa

F(klak27"'akn—k;plap27"'7pk):O7 (7)

misséd muuttujat k; ovat dimensiottomia (ja niité on siis n — k kappaletta) ja muut-
tujat p; ovat jéljelle jadneet dimensiolliset muuttujat (joita on siis loput k kappa-
letta). Muuttujien mééré ei siis ole vield vaihtunut miksikdén. Huomaa, ettéd yo.
dimensiottomat muuttujat ovat nimenomaan ne muuttujat jotka me saamme rat-
kaistessamme dimensioanalyyttistd ongelmaa ja dimensiolliset muuttujat ovat ne
meidan kayttamat mittakaavat.

Nyt tulee varsinainen pihvi: fysikaaliset lait eivét voi riippua mittakaavoista
tai siis kéiytetyistd yksikoista. Talloin yo. funktio ei voi riippua muuttujista p; vaan
jéljelle jaa vain

F(ky,koy..., kn_i)=0. (8)



