Differentiaaliyhtilot (©) Pekka Alestalo 2016

Téassd monisteessa kidydéan lapi tavallisiin differentiaaliyhtéloihin liittyvia
peruskasitteitd ja ratkaisuperiaatteita. Luennolla lasketaan esimerkkitehtavia
ja oppikirjoista niitéd 10ytyy lisdd. Tahdelld merkityt kohdat ovat ladhinné oheis-
lukemista syksyn 2016 kursseilla.

1 Johdanto

Monet luonnontieteissa ja tekniikassa kaytetyt mallit johtavat viime kéddessa
matemaattiseen ongelmaan, jossa tuntemattoman funktion ja sen derivaattoja
sisaltavasta yhtalosta pitdisi ratkaista kyseesséd oleva funktio. Téllaisia malleja
syntyy tilanteissa, joissa esiintyy jatkuvalla tavalla esimerkiksi ajasta tai pai-
kasta riippuvia suureita. Naitd ovat mm. radioaktiivisen aineen maara, liuosten
konsentraatiot (reaktioissa tai virtauksissa), virtapiireissd kulkevat virrat, me-
kaniikan liikeyhtéloissa esiintyvat koordinaatit tai kuormitetun palkin taipuma.
Vaikka monissa néissé ilmioissé (kuten radioaktiivisen aineen ydinten lukuméé-
rd) muutokset eivit ole tarkasti ottaen jatkuvia, voidaan niitd usein sopivien
approksimaatioiden kautta mallintaa jatkuvina ja esittda differentiaaliyhtaloi-
den avulla.

1.1 Vakiokertoiminen differentiaaliyhtilo v’ = ay

Ennen differentiaaliyhtéloiden yleista késittelyd on hyva tutkia konkreettisesti
yksinkertaisinta ja tarkeinté differentiaaliyhtélod ¢’ = ay, missd a € R on vakio.
Koska eksponenttifunktioon y(z) = e* paadyttiin juuri vaatimuksesta ¢y’ = v,
ei ole vaikea keksid yhtdlon iy = ay erésté ratkaisua y(x) = € tai yleisemmin
y(x) = Ce®, kun C' on vakio.

Kun yksi ratkaisu on keksitty, on sen osoittaminen ainoaksi mahdollisuudeksi
suoraviivaista:

y'(z) —ay(r) =0
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& (i (x) —ay(z))e”

& y(x)e™ ™ —ae  y(x) =0
& %(y(x)e“w) =0< y(r)e ™ = C = vakio
& y(z) =Ce™.

Lauseke e~ ** on differentiaaliyhtalon ¢y = ay integroiva tekijé; sen avulla yhtdlo
voidaan integroida.

Esimerkki 1.1 Méarita differentiaaliyhtélolle ¢ = —3y sellainen ratkaisu, joka
toteuttaa ehdon y(0) = 2.

RATKAISU. Téssd a = —3, joten yleinen ratkaisu on muotoa y(z) = Ce 3%,
Sijoittamalla tihin z = 0 saadaan yhtilo 2 = y(0) = Ce® = C, joten kysytty
ratkaisu on y(z) = 2e73%.



Esimerkki 1.2 Maérita differentiaaliyhtélolle ' = ky sellainen ratkaisu, joka
toteuttaa alkuehdon y(ty) = yo. Téssé k, to, yo € R ovat vakioita.

RATKAISU. Yleinen ratkaisu on muotoa y(t) = CeF!, missi C' € R. Sijoit-
tamalla t = ¢, saadaan ehto yy = y(tg) = Ce*°, josta ratkeaa C' = yoe *o.

Alkuarvotehtéviin ratkaisu on siis y(t) = yoeF0el = yekt—10),

Esimerkki 1.3 Osoita, etti funktiolla y(t) = e~ on seuraava ominaisuus, kun
k > 0 on vakio: on olemassa sellainen 7" > 0, etta
1
y(t+1) = 5y(0)
kaikilla ¢.

RATKAISU. Sovelletaan ehtoa annetun funktion lausekkeeseen:

—k(t+T) _ le—kt okt o—kT _ le—kt o—HT — 1
2 2 2’

silli e > 0 aina. Logaritmin avulla saadaan ensin —k7T = In(1/2) = —1In?2,
josta ratkeaa T' = (In2)/k. Télla valinnalla ehto on siis voimassa kaikilla ¢ € R.
Radioaktiiviseen hajoamiseen liittyvissa sovelluksissa kerroin k£ on hajoamisva-
kio ja T' puoliintumisaika.

e

Esimerkki 1.4 Epamaéariiseltia taholta ostettu kultasormus sattuukin olemaan
radioaktiivista isotooppia '**Au, jonka puoliintumisaika on 39,5 tuntia. Kuinka
kauan sormuksen kultapitoisuus pysyy yli yhden prosentin? (Huom: Au — Pt)

RATKAISU. Radioaktiivisuuden mallintamisen taustalla on ajatus siitd, et-
ta kukin ydin hajoaa muista ytimista riippumatta samalla todennéakéisyydella.
Olkoon y = y(t) ydinten lukuméara hetkella ¢. T&ll6in lyhyelld aikavalilla At
hajoavien ydinten lukuméaara Ay = y(t + At) — y(t) on suoraan verrannollinen
lukumééradn y(t) ja aikavélin pituuteen, ts. Ay ~ —ky(t)At jollakin vakiolla
k > 0. Approksimaation tarkkuus paranee aikavélin lyhentyessé, joten muodon
Ay/At ~ —ky(t) raja-arvona saadaan differentiaaliyhtdlo ¢’ = —ky.

Aikaisempien esimerkkien perusteella y(t) = yoe *=*) missd k = (In2)/T.
Jos tg = 0 on sormuksen valmistushetki, niin tehtévissa etsitddn ajanhetked ¢,
jolle pétee y(t;) = 0,01y,. Sijoitetaan ratkaisun y lausekkeeseen t = t;, jolloin
saadaan yhtalo

yoe M = 0,01y,.

Tuntematon arvo y, supistuu pois, joten —kt; = In0,01 = —21n 10. Ratkaisuksi
saadaan siis

b 2In10  2In10

Tk 2
Esimerkki 1.5 [ta-Siperian meressa sijaitsevalta Wrangelinsaarelta 16ydettiin
mammutin fossiili, jossa radiohiilta oli jiljella 64 % alkuperiisestd madrasta.
Milloin mammutti kuoli? Radiohiilen **C puoliintumisaika on 5 600 vuotta ja
jaljelld olevan radiohiilen prosenttiosuus p = p(t) toteuttaa differentiaaliyht&lon
p' = —kp, missi k > 0 on vakio.

T ~6,64T ~ 262 h ~ 11 vrk.

VASTAUS. Noin 3 600 vuotta sitten.



1.2 Differentiaaliyhtilo ¢ = a(z)y

Tilanne on hieman hankalampi, jos yhtalossé esiintyva kerroin a ei ole vakio,
vaan muotoa a(x). Kdymme seuraavassa lépi vastaavan yhtalon

Y (z) = a(x)y(z) eli ¥'(z)—alx)y(z)=0

ratkaisemisen, kun a on jollakin vélilla ICR jatkuva funktio. Oletetaan, ettéa
ratkaisulle on voimassa y(z) # 0 kaikilla = ja jaetaan yhtdlo puolittain y:114:

"(z) — a(x)y(z) = y/(:v):am
y'(x) —alz)y(z) O@y(:p) ().

Koska (In|y(z)]) = ¢/(z)/y(z), niin integroimalla saadaan
y'(z) /
de = [ a(x)dr < Inly(x)| = A(z) + C,
I () d 5 Infy(a)] = A(x) + C,
missd A'(z) = a(z). Néin ollen

ly(z)| = eA@H = C1eA(g), joten y(x) = £eet(z) = Che’(2),

missi Cy = £e{ # 0. Huomataan, ettd myds arvo Cy = 0 antaa yht#lon ratkai-
sun y(x) = 0, joten saamme yleisen ratkaisun

y(z) = Ce™ | missi A'(x) =a(z) ja C €R.

Heréaa kuitenkin kysymys: antaako tamé kaava kaikki mahdolliset ratkaisut,
kun alussa jouduttiin tekemé&én oletus y(x) # 07 Aivan kuten vakiokertoimises-
sa tapauksessa aikaisemmin, hyvin ratkaisuehdokkaan avulla ongelma voidaan
selvittad samalla periaatteella:

y'(@) —al@)y(z) =0 & (Y(x)—alx)y(x))e @ =0 | e >0 aina

& y’(x)e_A(x) a(x)e_A(’”)y(a:) =0
d

& Lya)e ) = 0 6 yl)e D = € = vakio
T

& ylz) = Cet®,
Olemme siis selvittaneet taydellisesti erdén térkeén differentiaaliyhtalotyy-
pin.

Lause 1.6 Jos ICR avoin vdli ja a: I — R on jatkuva, niin differentiaaliyhta-
lon y = a(x)y kaikkien ratkaisujen madrittelyvili on I ja ne saadaan kaavasta

y(z) = Ce@  missi A'(z) =a(z) ja C €R.

Jos erityisesti a on vakio, niin differentiaaliyhtdlon y' = ay kaikki ratkaisut ovat
muotoa

y(x) = Ce*, z € R,
jossa C' € R on vakio.!

IMielesténi vakiokertoimisen yhtalon 4/ = ay yleistd ratkaisua ei tarvitse tehtéivissi enid
johtaa, vaan sen saa kirjoittaa suoraan; onhan kyseessé paljon yksinkertaisempi ja helpommin
arvattava tulos kuin esimerkiksi 2. asteen yhtélon ratkaisukaava.



Esimerkki 1.7 Ratkaise differentiaaliyhtdlo ¢’ = y/x alueessa x > 0.

RATKAISU. Kyseessd on ylla késitelty yhtalotyyppi, kun a(x) = 1/z. Rat-
kaistaan se integroivan tekijén avulla:

Ax) = % =Inz(+0C),

joten integroiva tekiji on e~!"® = 1/z. Yhtilo kerrotaan siis puolittain lausek-

keella 1/x, jolloin se tulee muotoon

(1/2)y/ () ~ (1/2)y(x) =0 = (y(z) /) = 0.
Tésta seuraa, ettd y(z)/z = C' = vakio, joten ratkaisu on y(z) = Cz, C € R. Se
on helppo tarkistaa sijoittamalla alkuperiiseen differentiaaliyht&loon. (Huom:
Ratkaisufunktio on mééritelty kaikilla z € R, vaikkei itse differentiaaliyhtalo ole
médritelty kohdassa x = 0. Tama voitaisiin korjata kirjoittamalla alkuperdinen
yhtélé muodossa xy’ = y.)

Esimerkki 1.8 Maérita differentiaaliyhtélolle i/ = ysinx sellainen ratkaisu,
etta y(0) = 1.

RATKAISU. Funktion a(x) = sinz eréis integraalifunktio on A(x) = — cosz,
joten integroiva tekiji on e 4 = 5% Kertomalla puolittain tilli lausekkeella
saadaan

/ CoS T CoST _: d Ccos T
Y (2)e® —y(x)e“*Tsine = 0 < d—(y(x)e ) =0.
x

Koska tehtavissd on annettu alkuehto, voidaan kiyttdd myos maarattyid in-
tegraalia; talloin integroimismuuttujaa téytyy merkitd esimerkiksi ¢:114 (x voi
sekoittua yldrajaan). Néin saadaan

“d
0= / E(y(t)ecosf) dt = /y(t)emst — y<x>ecos:v . y(o)ecos(]'
0 0

Madratyn integraalin avulla voidaan siis suoraan ottaa huomioon alkuehto y(0) =
1, joten saadaan y(x)ec®® =1-e! = e, ja ratkaisu on y(x) = e!7¢*7.

Tapa, jolla ylla olevaan tulokseen paadyttiin, yleistyy hieman hankalampiin-
kin tapauksiin. N&itd ovat lineaariset ja toisaalta separoituvat differentiaaliyh-
talot, joita kasittelemme mychemmin erikseen. Ennen sitd kdydadan kuitenkin

lépi differentiaaliyhtéloihin liittyvaa terminologiaa.



2 Peruskasitteet®

Téassé luvussa kiydaan 1api differentiaaliyhtélon ratkaisuihin liittyvia késitteita.
Se ei ole jatkon kannalta valttdmaton ja kuuluu oheislukemistoon, mutta jos
tietyt termit aiheuttavat myohemmin padnvaivaa, niihin voi palata etsimaan
vastausta tasta luvusta.

Maaritelma 2.1 Differentiaaliyhtélo on yhtalo, jossa esiintyy tuntematon funk-
tio y = y(x) ja sen derivaattoja. Se on yleisesti muotoa F(x,y,y, 9", ... ,y™) =
0, jossa F' on jokin n + 2 muuttujasta riippuva lauseke. Luku n on differentiaa-
liyhtélon kertaluku.

Téllaisen differentiaaliyhtélon ratkaisu on miké tahansa funktio y = y(x),
joka

e on madritelty jollakin avoimella valilla x € I,
e on n kertaa jatkuvasti derivoituva,

e toteuttaa yhtalon kaikilla x € I, ts.
F(x,y(z),y (), y"(x),...,y"(z) =0, z €I

Funktion y muuttujaa x ei yleensa kirjoiteta yhtéalossa eksplisiittisesti né-
kyviin. Perusteluna voidaan ajatella, ettd differentiaaliyhtdlé maaraa funktion
y = y(x) implisiittisesti, hieman samalla tavalla kuin esimerkiksi yht&lossi
2% + y* = 1. Differentiaaliyhtilostd ¢’ +y = 0 ei tdmén vuoksi voi suoraan
paatella, mitd merkintdd muuttujasta on ajateltu kiytettavin. Yleensé ajatel-
laan, ettd y = y(x) tal y = y(t), koska esimerkiksi fysikaalisissa sovelluksissa
tavallisia muuttujia ovat paikka x tai aika ¢, mutta télla ei tietenkédén ole mer-
kitystda yhtalon ratkaisumenetelmien valinnassa.

Esimerkki 2.2 a) Differentiaaliyhtilé zy® + ¢’ = 0 on kertalukua 1. Sen rat-
kaisuja ovat mm.

Ratkaisujen tarkistamiseen riittaéd derivointi ja sijoitus yhtaloon.

b) Differentiaaliyhtdlon y” 4+ 4y = 0 kertaluku on 2. Jos A, B € R ovat va-
kioita, niin funktio y(t) = Acos2t + Bsin2t on yhtélon ratkaisu koko re-
aaliakselilla. Yleisemmin: differentiaaliyhtilon y” + w?y = 0 ratkaisuja ovat
y(t) = Acoswt + Bsinwt.

c¢) Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalolla ¥ *¥ = 0 ei ole lainkaan rat-
kaisuja.



Ylla olevista esimerkeisté voidaan tehdd muutamia havaintoja.

e Differentiaaliyhtélolla voi olla useita ratkaisuja ja niilla voi olla eri maa-
rittelyvalit.

e Vaikka a-kohdan ratkaisujen y; ja yo lausekkeet ovat samat, niin ne ovat
madritelmén mukaan eri ratkaisuja. Arkikielessd voidaan kuitenkin sanoa,
ettd 2/x2, x # 0, on yhtilon ratkaisu.

e Ratkaisujen lausekkeissa voi esiintyd vapaita parametreja. Tama liittyy
ns. yleiseen ratkaisuun, josta puhutaan alempana lisaé.

e Joillakin differentiaaliyhtéloilla ei ole lainkaan ratkaisuja. Ta&ma on kay-
tdnnon kannalta hankala ominaisuus, mutta se voidaan onneksi kiertda
tutkimalla ainoastaan normaalimuotoisia yhtaloité, jotka ovat muotoa
y™ = flx oy, ...,y V). Kaikki sovelluksissa esiintyvit differentiaa-
liyhtélot voidaan helposti muuntaa normaalimuotoisiksi (mahdollisesti yk-
sittdisia muuttujan z arvoja lukuunottamatta).

e Ratkaisujen méarittelyvalin lisdksi differentiaaliyhtdloon liittyy sen oma
madrittelyalue, jolla normaalimuotoisen yhtialon kohdalla tarkoitetaan sel-
laista aluetta, jossa (n + 1):n muuttajan funktio f on médritelty. En-
simméisen kertaluvun normaalimuotoisen yhtélon y' = f(z,y) tapauk-
sessa madrittelyalue D on siis jokin xy-tason alue. Esimerkiksi yhtédlon
y' = 1/(x — y) tapauksessa médrittelyalueeksi voidaan tilanteesta riip-
puen valita jompi kumpi puolitasoista Dy = {(z,y) | * < y} tai Dy =
{(z,9) [z >y}

Kaytannon tilanteissa differentiaaliyhtdlon avulla etsitdéan ratkaisua, joka on
yksikasitteinen. Téllaisen ratkaisun avulla voidaan esimerkiksi ennustaa systee-
min kdyttaytymista tulevaisuudessa. Yleensa tahén tulokseen padstaan kahdes-
sa vaiheessa: etsitddan aluksi kaikki mahdolliset ratkaisut, ja valitaan niista ns.
alku- tai reunaehtojen perusteella tilanteeseen sopiva ratkaisu.

Esimerkki 2.3 Jousella kattoon kiinnitetyn kappaleen y-koordinaatti y = y(t)
toteuttaa liikeyhtalon my” + ky = 0, joka seuraa yhtalostd F' = ma = my”
ja Hooken laista, kun y = 0 kappaleen tasapainotilassa. Y1la olevan esimerkin
valossa funktio y(t) = Acoswt + Bsinwt on yhtdlon ratkaisu, jos w = \/k/m.
Koska A, B € R ovat vapaita parametreja, ei tdmén lausekkeen avulla voida
tietenkddn ennustaa kappaleen liikettd. Yksikésitteisen aikakehityksen takaa-
miseksi tarvitaan esimerkiksi tiedot kappaleen alkuasemasta y, = y(0) ja sen
alkunopeudesta vy = y/(0) hetkelld ¢ = 0. Koska ratkaisulausekkeen perusteella
y'(t) = —Awsinwt + Bw cos wt, niin alkuehdot johtavat yhtélopariin

Yo =y(0) = Acos0+ Bsin0 = A,
vo =9'(0) = —Awsin 0 + Bwcos 0 = Bw,



josta ratkeaa A = yy, B = vo/w. Alkuehdot johtavat siis yksikésitteiseen rat-
kaisuun, joka maarda kappaleen liikkeen taydellisesti. Liséksi voidaan todeta,
ettd alkuehdot voidaan valita milld tavalla tahansa, ja kuitenkin yhtalolla on
aina (yksikésitteinen) ratkaisu.

Mythemmin osoitetaan, etts esimerkkien differentiaaliyhtilon y” + w?y = 0
kaikki mahdolliset ratkaisut ovat muotoa y(t) = Acoswt + Bsinwt, ja vakiot
A, B ovat vapaasti valittavia parametreja. Téallaista ratkaisulauseketta kutsu-
taan differentiaaliyhtalon yleiseksi ratkaisuksi. Tamén késitteen méarittelemi-
nen niin, etté se soveltuisi kaikille mahdollisille differentiaaliyhtéléille, on hie-
man hankalaa, minkd vuoksi seuraava méaaritelmé sisaltddakin vain tarkeimmét
ideat.

Maaritelma 2.4 Kertalukua n olevan differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu
on jollakin valilld mééritelty funktio y = y(x,Cy, ..., C,), joka

(i) sisdltdd n kpl parametreja C1,...,C, € R,

(ii) toteuttaa yhtélon kaikilla (sallituilla) parametrien C; arvoilla,

(iii) antaa (melkein) kaikki mahdolliset yhtalon ratkaisut, kun parametreille C;
annetaan eri arvoja.

Voidaan ajatella, ettd parametrit C; ovat integroinneissa syntyvid vakioi-
ta. Esimerkiksi alkeellisen differentiaaliyhtdlon ¢y = g¢(z) ratkaisussa y(x) =
G(z)+ C, kun G’ = g, esiintyy vain yksi parametri, mutta kertalukua n olevaa
yhtéloé taytynee (ainakin mielikuvituksessa) integroida n kertaa, jotta kaikista
derivaatoista padstdan eroon. Vaikka néin ei kiytannossa voida yleensé tehdé,
tuntuu kuitenkin luonnolliselta, ettd parametrien (integroimisvakioiden) luku-
madara on sama kuin yhtélon kertaluku.

Esimerkki 2.5 Lauseke y(t) = (A+B) cost ei ole differentiaaliyhtélon ¢’ +y =
0 yleinen ratkaisu, vaikka siinéd esiintyy kaksi vapaasti valittavaa parametria
A, B; sen avulla ei saada lainkaan muotoa C'sint olevia ratkaisuja. Sen sijaan
y(t) = Acost + Bsint on yleinen ratkaisu, kuten my6hemmin osoitetaan.

Joissakin tilanteissa vastaan tulee myos sellaisia yksittaisia ratkaisuja, joi-
ta ei saada yleisen ratkaisun lausekkeesta, ja niitd sanotaan yhtélon erikois-
ratkaisuiksi. Mikd tahansa yksikdsitteisesti maéaritelty ratkaisu on differenti-
aaliyhtalon yksittaisratkaisu. Naitd saadaan esimerkiksi yleisesté ratkaisusta
antamalla parametreille C1, . . ., C,, kiintedt arvot tai jopa kokeilemalla sopivalta
néayttavia funktioita.

Esimerkki 2.6 Differentiaaliyhtilé zy* + 3’ = 0 on normaalimuodossa 3y’ =
—2y%. Sen yleinen ratkaisu on muotoa

2
224+ C’

missé C' € R. Ratkaisujen méaérittelyjoukko riippuu vakion C' arvosta ja sii-
ta, milla muuttujan arvoilla yhtaloa halutaan tutkia. Yleisen ratkaisun avulla

y(z) =

7



el kuitenkaan saada kaikkein yksinkertaisinta ratkaisua, jolle yo(z) = 0 kaikilla
x € R. Kyseessd on siis (ainoa) erikoisratkaisu. Tamén tyyppisid erikoisrat-
kaisuja kutsutaan ymmaérrettavista syista triviaaliratkaisuiksi. Triviaaliratkaisu
saadaan kuitenkin yleisestéd ratkaisusta rajalla C' — oo. Tamé& on tyypillista
ja liittyy siihen, etté erikoisratkaisut ovat yleensé yleisen ratkaisun funktioiden
asymptootteja.

Ylla olevissa esimerkeissé on differentiaaliyhtéloiden ratkaisut annettu val-
miina, jolloin ratkaisun tarkistaminen onnistuu derivoimalla. Mutta miten naméa
ratkaisut voidaan johtaa yhtéloistéd lahtien?

Koko differentiaaliyhtéloiden teoriaa varjostaa se seikka, ettéd yleisia ratkai-
sumenetelmiéa on melko véhén. Esimerkiksi suurimmalla osalla muotoa 1y’ =
f(x,y) olevista differentiaaliyhtéldista ei ole "ratkaisukaavaa', joka antaisi ylei-
sen tai edes jonkin yksittdisen ratkaisun lausekkeen. Hankalissa tilanteissa ai-
noastaan numeerisia menetelmia kayttamaélla voidaan selvittdaa ratkaisujen li-
kiarvoja ja niiden kuvaajia. Korkeampien kertalukujen yhtéloiden kohdalla ti-
lanne mutkistuu entisestddn. Témaéan vuoksi differentiaaliyhtdloitd tutkitaan
aluksi tiettyjen erikoistapausten kautta lahinna kertaluvuissa yksi ja kaksi. On-
neksi ndmaé tapaukset ovat myos sovellusten kannalta kaikkein tarkeimpia.

Yhteenvetona voidaan luetella tarkeimméat ongelmat:

e Milloin differentiaaliyhtélon ratkaisuille saadaan eksplisiittinen lauseke eli
ratkaisukaava? (analyyttinen liahestymistapa)

e Jos ratkaisukaavaa ei ole, niin onko ratkaisuja kuitenkin olemassa ja ovatko
alkuarvotehtévien ratkaisut yksikésitteisia? (teoreettinen ldhestymistapa)

e Miten ratkaisujen likiarvoja lasketaan numeerisesti? (numeerinen lahesty-
mistapa)

e Miten ratkaisut kiyttdytyvat? Onko olemassa tasapainotiloja eli ratkai-
suja y(z) = vakio? Ovatko ratkaisut jaksollisia tai onko niilla raja-arvoa
ddrettomyydessa? (kvalitatiivinen l&hestymistapa)



3 Ensimmaisen kertaluvun DY

Kuten ylla todettiin, ei ole olemassa yleisté periaatetta normaalimuotoisen diffe-
rentiaaliyhtdlon ' = f(z,y) ratkaisemiseksi. Numeerisilla menetelmilld yht&loa
y' = f(z,y) voidaan kuitenkin késitella helposti, mutta niiden avulla ei saada
ratkaisun lauseketta, vaan ainoastaan kuvaaja tms. Palaamme numeerisiin me-
netelmiin luvun lopussa, mutta kisittelemme aluksi analyyttisesti ratkevia 1.
kertaluvun yhtalotyyppeja, joista tdrkeimpia ovat lineaariset ja toisaalta sepa-
roituvat yhtélot.

3.1 Lineaarinen 1. kertaluvun differentiaaliyhtalo

Johdanto-luvun differentiaaliyhtdlon y' = a(x)y ratkaisuilla on tietty yleinen
ominaisuus, joka on helppo todeta myd6s ilman ratkaisukaavaa. Jos nimittdin
y1(x) ja ya2(x) ovat molemmat yhtdlon ratkaisuja, niin myos funktio y(z) =
Ayi(z) + Bya(x) on ratkaisu, kun A, B ovat vakioita. Ratkaisujen lineaarikom-
binaatio on siis edelleen ratkaisu, joten on luonnollista kutsua itse yhtaloa line-
aariseksi differentiaaliyhtéloksi.

Jos p ja r ovat jollakin valilla jatkuvia funktioita, niin myos yleisempéé yh-
talod v’ +p(z)y = r(x) kutsutaan lineaariseksi, vaikka tapauksessa r # 0 ratkai-
suilla ei enéd olekaan ylla mainittua ominaisuutta. Nimityksen syynéa on lahinna
se, ettd yhtdlo voidaan ratkaista tdaydellisesti samalla periaatteella kuin edelli-
sen kappaleen yksinkertaisempi tapaus. Tapauksessa r = 0 yhtalod kutsutaan
homogeeniseksi, muussa tapauksessa epahomogeeniseksi.

Kéymme seuraavaksi lapi yhtélon ¢’ + p(z)y = r(x) ratkaisemisen ns. in-
tegroivan tekijan avulla. Aikaisempaa menetelméd mukaillen valitaan ensin jo-
kin integraalifunktio P(x) = [ p(z) dzx ja kerrotaan yhtdlé puolittain integroi-
valla tekijalla e”®). Tulos voidaan kirjoittaa muotoon

V(@) 4 y(p()e"® = r(@)e" & L (y(a)e"™) = r(a)e’)
ua

Tésta integroimalla saadaan ensin

ja tdman avulla yleinen ratkaisu
y(z) = Ce P@ 4 ¢~ P@) /r(:v)ep(x) dz.

Téamaé kaava antaa siis lineaarisen yhtalon kaikki ratkaisut, ja niiden maaritte-
lyvili on sama kuin funktioilla p ja r. Kaytdnnossa ratkaisukaavaa ei tietenkdan
pida opetella ulkoa, vaan mieluummin seurata yleisté periaatetta vaihe vaiheel-
ta.?

2Huomaa, etti integraalifunktiossa P(z) ei tarvita integroimisvakiota, koska se ainoastaan
muuttaisi ylla olevaa vakiota C.



Jos yhtélon ¢’ +p(z)y = r(x) lisdksi on annettu alkuehto y(zg) = yo, voidaan
kiyttad médrattya integraalia valilla [z, x], jolloin saadaan suoraan alkuehdon
toteuttava ratkaisu. Usein on kuitenkin helpompi tutkia alkuehtoa jalkikéteen
yleisen ratkaisun lausekkeen avulla, jolloin vakion C' arvo kiinnittyy.

Esimerkki 3.1 Sadan litran vesisiilioon virtaa nopeudella 5 1/min suolaliuos-
ta, jonka konsentraatio on 100 g/, ja vastaava méadra tdysin sekoittunutta liu-
osta valuu pois. Miten suolan méara y = y(¢) kasvaa siiliossi, jos se on aluksi
nolla?

Esimerkki 3.2 Kahvikupin lampdétila hetkelld ¢t = 0 on 90 °C ja ympéariston
Ty = 20°C. Viiden minuutin kuluttua kahvi on jadhtynyt 60 asteeseen. Mika
on sen lampdtila 10 minuutin kuluttua? Oletetaan kahvin jadhtyvan Newtonin
jadhtymislain 7"(t) = k(Ty — T'(t)) mukaisesti.

Esimerkki 3.3 Maérita differentiaaliyhtélolle y' — y = e® + 1 a) yleinen rat-
kaisu; b) alkuehdon y(0) = 0 toteuttava ratkaisu.

Esimerkki 3.4 Ratkaise alkuarvotehtéva y' + y cot x = e5%, y(7/2) = 3.

Ratkaisukaavasta ndhdéén, ettd epdhomogeenisen yhtalon y' + p(x)y = r(x)
ratkaisu on muotoa "homogeenisen yhtélon y' + p(x)y = 0 yleinen ratkaisu +
epahomogeenisen yhtilon y' + p(x)y = r(x) yksittédisratkaisu". Yhtélo voidaan
ratkaista myos talla periaatteella, jos 16ydetadn jokin yksittdisratkaisu, mutta
1. kertaluvun yhtéldiden kohdalla tastd on hyotya vain silloin, kun ratkaisus-
sa esiintyvéin integraalin laskeminen on hankalaa. Sen sijaan korkeamman ker-
taluvun yhtéloille ratkaisukaavaa ei ole, ja yksittdisratkaisun muodostaminen
muotoa yo(z) = "r(x) yleisilld kertoimilla" tms. olevan yritteen avulla on erés
keskeinen ratkaisumenetelma. Niiden yhteydessa kasitelladn myos esimerkkeja
menetelméan soveltamisesta 1. kertaluvun yhtéloihin.

3.2 Separoituva DY

Alussa esitetty johdatteleva ratkaisutapa yhtélolle y' = a(x)y yleistyy melko
suoraviivaisesti myos ns. separoituville differentiaaliyhtéldille, jotka ovat muotoa
y' = f(x)g(y). Téassa f ja g ovat jatkuvia yhden muuttujan funktioita.

Jos oletetaan, ettéd ratkaisulle y on voimassa g(y(x)) # 0 kaikilla z, niin
saadaan

josta integroimalla

/ y'((z))) do — /f(a:) dx = F(z) + C.

9(y
Jos H' =1/g eli H on jokin funktion 1/¢ integraalifunktio, niin

2 H(y@) = Byl () = L
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Integroitu yhtélo on siis yhtapitava yhtélon H(y(x)) = F(x) + C kanssa, jota
kutsutaan yhtalon implisiittiseksi ratkaisuksi. Koska 1/¢ on joko aina positiivi-
nen tai aina negatiivinen, niin sen integraalifunktio H on aidosti monotoninen.
Nain implisiittisesta ratkaisusta saadaan ainakin periaatteessa yleinen ratkaisu

y(x) = H ' (F(z)+C), C €R.

Kaytannossa ongelmaksi muodostuu usein se, ettéd vaikka integraalifunktiot F
ja H voitaisiinkin muodostaa alkeisfunktioden avulla, ei kilinteisfunktiolla H !
endd ole tallaista esitystéd. Talloin taytyy tyytyéd implisiittiseen ratkaisuun.

Samaan tulokseen paadytadn helpommin seuraavalla hieman epatasmallisel-
1& laskulla

T = V= Sl & = / / It
& H(y)=F@)+Ceoy=yl)=H" )

Se, etté differentiaaleja dx, dy voidaan késitelld ndin ja integroida vasemmalla
muuttujan y ja oikealla muuttujan x suhteen, taytyisi kuitenkin perustella erik-
seen kayttamalla sopivaa muuttujanvaihtoa. Sivuutamme yksityiskohdat, mutta
siaan palataan kuitenkin luentoesimerkkien yhteydessa.

Alkuehdon y(z¢) = yo avulla saadaan yleensd kiinnitettyd vakio C' kuten
aikaisemminkin; tdmén voi tehdd myos pelkdn implisiittisen ratkaisun tapauk-
sessa. Madrattyé integraalia kiyttamalld saadaan alkuehdon toteuttava ratkaisu
ilman yleisen ratkaisun vélivaihetta.

Esimerkki 3.5 Ratkaise differentiaaliyhtélo ' = 2xe? alkuehdolla y(0) = 0.
Esimerkki 3.6 Ratkaise alkuarvotehtava

,  €eYsinx

Jos ehto g(y(x)) # 0 ei ole voimassa, muuttuu tilanne hankalammaksi. En-
simmaisend askeleena voidaan havaita, ettd jokaista funktion ¢ nollakohtaa «
vastaa vakioratkaisu y(x) = «, koska télloin ¢'(z) = 0 = g(«) = g(y(x)). Néita
ratkaisuja kutsutaan yhtéalon triviaaliratkaisuiksi. Ratkaisujen etsiminen ei kui-
tenkaan aina paaty tahén, silla joillakin yhtaloilla on muitakin ratkaisuja kuin
ylla mainitut; tyypillisesti niitd saadaan "liimaamalla yhteen" palasia triviaali-
ja separoimalla saaduista ratkaisuista. Taméan vuoksi on téarkedd selvittda, mil-
loin tama tilanne on mahdollinen.

Kysymys liittyy olennaisesti yleisen alkuarvotehtéavin ¢ = f(z,v), y(xo) =
Yo, ratkaisun yksikésitteisyyteen, miké tunnetaan onneksi hyvin.

Lause 3.7 Tuarkastellaan alkuarvotehtivid y' = f(x,y), y(zo) = yo-

(i) Jos f on jatkuva (kahden muuttujan funktio), niin ainakin yksi alkuehdon
toteuttava ratkaisu on olemassa jollakin pisteen xg sisdltavdlld valilla.

(i) Jos lisiksi f on jatkuvasti derivoituva muuttujan y suhteen, niin alkuehdon
toteuttava ratkaisu on yksikdsitteinen.

(i1i) Yksikasitteisyys on voimassa myds silloin, kun kohdan (i) lisiksi f on
Jatkuvasti derivoituva muuttujan x suhteen ja f(xo,yo) # 0.
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Lauseen todistus on pitkihko ja sivuutetaan.® Ratkaisujen yksikisitteisyys ei
seuraa pelkéistaan kohdasta (i), silld on olemassa koko tasossa jatkuvia funktioi-
ta f, joihin liittyvilla alkuarvotehtavilla ei ole yksikésitteisia ratkaisuja milldan
luvuilla zg, yo.

Separoituville yhtéloille saadaan lauseen perusteella seuraava tulos.

Lause 3.8 Tarkastellaan differentiaaliyhtilod y' = f(x)g(y), missd f on jatku-
va ja g jatkuvasti derivoituva.

(i) Jokaista funktion g nollakohtaa o vastaa triviaaliratkaisu y(x) = o = vakio.
(ii) Yhtdlon kaikki muut ratkaisut (= yleinen ratkaisu) saadaan ylli esitetylld
tavalla separoimalla muuttujat ja integroimalla.

Lauseen perustelu seuraa alla olevista geometrisista seikoista, jotka ovat voi-
massa yleisestikin lauseen 3.7(ii) tilanteessa:

e Yhtilon ratkaisukéyrét (ratkaisujen kuvaajat, integraalikiyrit) eivét kos-
kaan "pédty kesken", vaan ne joko tormadvat yhtdlon méérittelyalueen
reunaan tai katovat 4+ darettomyyteen.

e Yhtdlon maédrittelyalueen jokaisen pisteen (xg,1o) kautta kulkee yksika-
sitteinen ratkaisukayra.

e Erityisesti: ratkaisukdyrét eivit voi leikata toisiaan eikd yksittdinen rat-
kaisukdyra voi haarautua kahteen tai useampaan osaan.

Separoituville yhtaloille muut ratkaisukéyrat eivit siis voi leikata triviaa-
liratkaisukdyrid y = «, joten kaikille muille ratkaisuille ehto ¢g(y(z)) # 0 on
automaattisesti voimassa!

Esimerkki 3.9 Ratkaise alkuarvotehtivi ¢/ = —zy?, kun a) y(0) = 1/2; b)
y(0) = 0.
Esimerkki 3.10 Ratkaistaan alkuarvotehtava

/:1_3/
T

y , y(1) =2,

suoraan maarattya integraalia kdyttamalla.

Esimerkki 3.11 appaleen putoamisnopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyh-
talon mg — kv? = ma', jos ilmanvastus on verrannollinen nopeuden nelidon.
Kappale pudotetaan (levosta) hetkelld ¢ = 0. M&éritd sen nopeus v = v(t) ja
rajanopeus lim; ., v(t).

Esimerkki 3.12 Osoita, ettd alkuarvotehtivilld ¢y = 3y*?, y(0) = 0, on aina-

kin kaksi ratkaisua. (Huom: Tulkinnan 3?/3 = {/y2 mukaan yht#lo on médritelty

koko tasossa.)

3Todistus perustuu ns. Picard-Lindel6f-iterointiin, jonka muotoiluun osallistui suomalainen
matemaatikko Ernst Lindel6f (1870-1946).
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Esimerkki 3.13 Onko differentiaaliyhtilslla 2%y’ + y = 0 sellaista ratkaisua,
jolle y(0) = 17

Esimerkki 3.14 Veden korkeus sylinteriméaisessa sailiossé on hg. Hetkella t = 0
pohjassa oleva hana avataan, ja 20 minuutin kuluttua veden korkeus on enéa
ho/4. Missé ajassa siilio tyhjenee, kun Bernoullin lain mukaan vedenkorkeus
h = h(t) toteuttaa differentiaaliyhtélon &' = —cv/h ja ¢ on vakio?

3.3 Numeeriset menetelmat*

Vaikka 1. kertaluvun differentiaaliyhtéldille ei ole yleistd ratkaisumenetelmaa,
on niiden numeerinen ratkaiseminen (ainakin periaatteessa) yllattavian help-
poa. Seuraavassa esitetdén yksinkertaisin tédllainen menetelma, josta on olemas-
sa kaksi eri versiota: Eulerin menetelmé ja implisiittinen Eulerin menetelma.

Tarkastellaan aluksi differentiaaliyhtilon ' = f(z,y) geometrista tulkintaa.
Jos ratkaisukéyrd y = y(x) kulkee pisteen (z¢,yo) kautta, niin yhtalén mukaan
y'(z0) = f(xo,y(z0)), ts. ratkaisukdyrin tangentin kulmakerroin voidaan laskea
suoraan yhtélosté, vaikka ratkaisua ei tunneta! Yhtéloa voidaan siis havainnol-
listaa zy-tason vektorikentdlld i + f(xy,yx)j, kun se piirretdén sopiviin hila-
pisteisiin (xg, yx). Ratkaisukdyrdt ovat sellaisia kéyrid, jotka mahdollisimman
hyvin seuraavat tatd vektorikenttdd, ja periaatteessa naitd kédyria voi piirtaa
hyvin alkeellisilla valineilla.

Esimerkki 3.15 Hahmottele differentiaaliyhtélon ¢y’ = sin(xy) ratkaisukéyria
suuntakentén avulla.

Tama geometrinen idea johtaa suoraan Eulerin menetelméén. Tehtdvana on
médrittad yhtdlon y' = f(z,y) ja alkuehdon y(a) = yo toteuttavan ratkaisun
likiarvo pisteessd x = b. Kéytdnnosséd vastaavia likiarvoja taytyy laskea useis-
sa valin [a,b] pisteissd, joten niiden avulla voidaan myos hahmotella ratkai-
sun kuvaaja. Valitaan siis askelten lukuméira n, joka maaraa askelpituuden
h = (b — a)/n. Mééritelldan vilin [a,b] tasaviliset jakopisteet zp = a + kh,
0 <k < n, jolloin xg = a ja x, = b. Jokaista jakopistettd vastaa tarkan ratkai-
sun approksimaatio yy & y(zy), joista ainoastaan yy = y(zo) = y(a) tunnetaan.
Y1l4 olevan geometrisen idean perusteella pisteesta (zy, yx) kannattaa edeté rat-
kaisukdyran tangentin suuntaan, joten seuraava approksimaatio lasketaan edel-
lisen avulla muodossa yxi1 = yr + hy'(2x) = yx + hAf (T, yx), 0 < k < n—1.
Télloin siis y, ~ y(b) ja approksimaation tarkkuus néyttéisi paranevan jakové-
lien lukumaaran n kasvaessa. Eulerin menetelmé voidaan siis kiteyttda palau-
tuskaavaan

Yes1 = Uk + f (v, ), 0 <k <n—1.

Esimerkki 3.16 Méarita differentiaaliyhtalon ¢ = y ratkaisun likiarvo pis-
teessd x = 1, kun y(0) = 1. Kéytd Eulerin menetelméé askelpituudella h = 1/n
ja tutki tapausta n — oo.
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Esimerkki 3.17 Méérita alkuarvotehtévin ¢y = sin(zy), y(0) = 1, ratkaisun
likiarvo y(1) kiyttdméalld Eulerin menetelméé ja askelpituuksia 0.2, 0.01, 0.001
ja 107

Jos yhtélossa y' = f(x,y) esiintyva funktio f on riittdvéin sdénnéllinen, niin
Eulerin menetelmén virhe on muotoa

S/€)(b— h

missé € € [a, b]. Virhe on siis suuruusluokkaa O(h), ts. |y, —y(b)| < C(b—a)h =
C(b— a)?/n, jossa C on funktiosta f riippuva vakio; esimerkiksi

C— %max{|y”(x)| la<z<b}.

Vaikka ratkaisua y ei tunneta, voidaan lauseketta |y”(z)| usein arvioida derivoi-
malla alkuperdinen yhtalo ¢ = f(z,y) puolittain.

Askelpituuden lyhentdminen parantaa siis approksimaation tarkkuutta aina-
kin teoriassa. Kdytdnnossa nain ei ole, silla askelpituuden lyhentyessé vélivaihei-
den maara kasvaa ja tasta aiheutuva pyoristysvirheiden kasaantuminen johtaa
sithen, ettd tarkkuus alkaa tietyn rajan jialkeen huonontua, kuten esimerkissa
3.17.

Tamaéan vuoksi on térkeda kehittdd parempia menetelmié, joissa yhden as-
keleen virhe on olennaisesti pienempi kuin Eulerin menetelméssa. Téllainen on
mm. Runge-Kutta-menetelmi, jossa kokonaisvirhe on muotoa Ch* = C/n,
vaikka yhden askeleen laskeminen vaatiikin hieman enemmaéan tyota kuin Eule-
rin menetelmassa. Eri menetelmien tarkkuutta kuvataan kutsumalla Euleria 1.
kertaluvun ja vastaavasti Runge-Kuttaa 4. kertaluvun menetelmaksi.

Sivuutamme tehokkaampien menetelmien késittelyn, mutta on syytd maini-
ta my0s Eulerin menetelméan implisiittinen versio, joka perustuu palautuskaa-
vaan Ygr1 = Yk + hf(@pi1, Yre1); kulmakerroin lasketaan siis jakovilin alku-
pisteen sijasta sen loppupisteessa. Jokaisella askeleella tuntematon yx 1 taytyy
ratkaista (yleensi numeerisesti) téasta yhtalostd, mikd hankaloittaa menetelmén
kayttod. Implisiittinen menetelméa sopii kuitenkin tavallista Euleria paremmin
esim. systeemin aikakehityksen tutkimiseen, silld se pystyy paremmin ennakoi-
maan yhtalon ratkaisujen kayttaytymista. Yksittdisen askeleen virhe on kui-
tenkin edelleen muotoa O(h) eli kyseessé on 1. kertaluvun menetelmé. Taméa
johtuu siité, ettd menetelmien virhearviot voidaan johtaa samantapaisista ap-
proksimaatioista

Y(zpr)—y(xy) = /%k+1 J(s) ds ~ {y,(xk)(xk—i-l —xi) = hf(xg, y(zg))

” Y (Thi1) (@pg1 — 28) = hf (Trr1, y(Tri1)),

joista ylempi johtaa FEulerin menetelméén ja alempi sen implisiittiseen versioon.

Esimerkki 3.18 Tutkitaan alkuarvotehtivéin y' = —10y+ 10, y(0) = 2, ratkai-
sun aikakehitystd kiyttdmalla a) Eulerin menetelméé; b) implisiittistd Eulerin
menetelmaéd. Milld askelpituuksilla menetelmat antavat oikean raja-arvon, kun
t — o00?
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