Diffuusio

Kaikki kuljetusyhtalot ovat muotoa J = LX, jossa J on vuo tai virtaus, L verrannollisuus-
kerroin ja X vuon ajava voima, jonkin intensiivisuureen gradientti. Esimerkkeja:

Diffuusio:

J.=-DVc, Fickin 1. laki

Sahkovirta (virran tiheys):

|=—xVo=xE Ohmin laki (E = sahkokentan voimakkuus)
Lampovuo:

q'=—-AVT Fourierin laki

Nestevirtaus:

J, =—kVp Darcyn laki

D; on komponentin i diffuusiokerroin, k johtokyky, A lammonjohtavuus ja k
(membraanin) permeabiliteetti.
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Naiivi kuvaus: pallo pyorii alamakeen

Pallon nopeus on verrannollinen luiskan jyrkkyyteen: v, > v,. Energiaero on sama
molemmissa tapauksissa = mgh. Termodynamiikka kasittelee energiaeroja eri
kemiallisten tilojen valilla, mutta ei kerro mitaan nopeuksista.

Kuljetusyhtaloissa gradientin edessa on miinusmerkki, kuljetus tapahtuu aina
‘alamakeen’. (Tama esimerkki ei tosin kuulu kemiaan vaan mekaniikkaan.)
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Fickin 1. laki

Ajava voima on konsentraatiogradientti (itse asiassa kemiallisen potentiaalin
gradientti)

[ J. =lan" :—D,(ac"j ] Fickin 1. laki, 1D kasittely
A ot OX
missa J, ainevirta pinta-alayksikkoa kohti (mol/cm?s)
n; ainemaara (mol)
A pinta-ala (cm?)
D, diffuusiokerroin (cm?/s)
C; konsentraatio (mol/cm3)

Diffuusio on verraten hidas prosessi, ja varsinkin liuoksissa on usein muita
prosesseja rajoittavia tekijoita.

Partikkeli vedessa: D; ~ 107 — 10-° cm?/s (1 atm, huoneen lampdatila)
Kaasuilla: D;~ 0,1 — 1 cm?/s (1 atm, huoneen lampatila)



Fickin 2. laki: epastationaari diffuusio

Tarkastellaan konsentraation muutosnopeutta.

Kohdassa x tilavuuteen Al siirtyy ainetta diffuusiolla:

J"=J(x)=-D, (a_cj

OX

ja kohdassa x + [ ainetta poistuu vastaavasti:

2
I =J(x+1)=-D, (8_c) ~-D, K@_C] + ( 0 ‘;" H
oX ). OX OX

jossa dc;/0x on kehitetty Taylorin sarjaksi
pisteessa x, ts. / on hyvin pieni.

Volume Al Jx + A

1D epastationaari
diffuusio. J(x) = J(x+l)



Erotus J,, — J,; on tilavuudessa Al tapahtunut ainemaaran muutos. Ainemaara

muuttuu ajan funktiona, joten

on.(x,t) _ oc.(x,t) _
ot ot

A(jiin _jiout)

Sijoittamalla J/" ja J°“ yo. yhtalodn, saadaan

6t A{_ > (8ci(x,t)j o K 5C,(x,t)j +(azci(x,t)j /}}
ot ot Ox ox°

Nain ollen saadaan

2 oc,
[ Gelx.t) _ D‘“(”’] Fickin 2. laki, yleisemmin ~ —L=-V.J, =DV’
ot Ox ot

Konsentraatio c; on siis seka ajan t etta paikan x funktio.



Esimerkki Fickin 2. lain ratkaisusta:

Lahtotilanne (t = 0):

Ainemaara N, on yz-suuntaisella tasolla,
jonka pinta-ala on A.

x on etaisyys em. tasosta.

n=N,kunx=0,t=0
nN=0kunx=0,t=0
c=okun x=0,t=0
c=0kunx=#0,t=0

t>0:
Aine diffuntoituu x-akselin suuntaisesti.

Fickin 2. lain ratkaisuna saadaan
konsentraatiojakauma ajan funktiona

- ON
c(x,t)=N=—7"—e*/*"

2AN Dt
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Konsentraatiojakauma eri ajanhetkilla.
D=10°"m?s'=0,1cm?s



Konsentraatio on siis normaalijakautunut (Gaussin jakauma), ja siita saadaan
partikkelin ajassa t kulkema keskimaarainen matka: Osuus kokonaisainemaarasta

N,, joka ajanhetkella t on valilla x ja x + dx

c(x,t)Adx 1

N, 2+/mtDt

Keskimaaraista matkaa kuvaa neliollinen keskietaisyys x,,.:

z ax]” [ 1 = v
X E<X2>1/2:|:J'X2C(Xrt) X:| _ J.XZeX2/4Dthi|

2
e X /4Dth

rms J No ] 2 /TCD J
— 1/2
1
= 4Dt~/ Dt =~/2Dt
| 24/tDt }

Yo. integraali on varmista (ja helpointa) laskea vaikka Mathematican avulla. 3D-
tapauksessa jokainen suunta (x,y,z) on samanarvoinen, joten Pythagoraan lauseesta

saadaan yleisesti

r..=~6Dt



Einstein johti vuonna 1905 diffuusiokertoimelle lausekkeen

p=KT

f ’
jossa kg on Boltzmannin vakio, T absoluuttinen lampatila ja f kitkakerroin. Jo vuonna
1851 Stokes johti kitkakertoimelle lausekkeen

f=6mma ,

jossa n on liuoksen viskositeetti ja a partikkelin sade. Han paatyi tulokseen

pudottamalla lasipalloja eri liuottimien tayttamassa kapillaarissa. Yhdistamalla yo.
Yhtalot saadaan Stokes-Einsteinin laki:

k,T k,T
D=—"— & Dn=——= vakio
6nna 6ra

Jalkimmainen yhtalo tunnetaan Waldenin saantona, jonka avulla voidaan arvioida
diffuusiokertoimia muissa liuottimissa, kun arvo vedessa on tunnettu. Ihmeellista siina
on se, etta Stokes kaytti makroskooppisia kappaleita, mutta laki toimii tyydyttavasti
myos (riittavan pallomaisille) molekyyleille.
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Waldenin saantda kannattaa kuitenkin soveltaa varoen ioneille. Ylla koottua dataa K* (®) ja Cs*
(™) -ioneille. Huomaa kuinka veden arvot hyppaavat ylos kuvassa. Syyna on ionien hydrataatio.



Diffuusio on nopeaa mikrotasolla

Edella johdettiin, etta keskimaarainen matka /, jonka molekyyli matkaa ajassa t on
suuruusluokkaa

2

lz\/D_t = tzlE

Ottamalla D = 10-° cm?/s voidaan piirtaa oheinen kuva.

Kuvasta nahdaan, etta 1 um matkaan mole- 10° :
kyyli tarvitsee vain 0.01 s. T4l on suuri il A

merKkitys solunsisaiseen liikenteeseen, joka 10’
ei voisi olla diffuusion kontrolloima. Jos solut )

olisivat esim. 1 mm luokkaa, metaboliittien :

kuljetus solun poikki ottaisi 10.000 s, mika 2w
tekisi solun aineenvaihdunnasta toivottoman Y

) v ] ) 107
hidasta; elama sellaisena kuin sen

tunnemme ei ehka olisi lainkaan mahdollista. i~
Taman vuoksi biofysiikassa ei juuri diffuusio- e

-6

kysymyksia kasitella. Yo 100 w0t 100 10f 1o
[ (cm)



Edelta on huomattu, etta ajasta riippuvien ongelmien, ts. Fickin 2 . lain ratkaisu on
melko hankalaa ja tyolasta. Niinpa usein sovelletaan kvasi-stationaaritilaoletusta,
jonka mukaan kuljetus on hetkittain vakiotilassa, ja aikariippuvuus otetaan huomioon
ainetaseen kautta. Havainnollistetaan tata kahden esimerkin avulla.

Esimerkki 1. Diffuusio membraanin lapi

Farmasian yleisempia mittauksia on lagkeaineen permeabiliteetin maaritys jonkun
mallimembraanin, ihon, sarveiskalvon, jne. lapi. Mittaus tehdaan joko Franzin
kennossa (vasen) tai side-by-side-diffuusiokennossa (V| mic = 3 ml, oikea).
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Seka luovuttaja- (1) etta vastaanottajakammioita (2) sekoitetaan koko ajan siten, ettei
niissa ole konsentraatiogradientteja. Vastaanottajakammiosta otetaan tietyin valiajoin
nayte, ja ladkeaineen pitoisuus maaritetaan tyypillisesti HPLC:lla ja fluorometrilla tai
UV-detektorilla. Tehtavana on nyt johtaa vastaanottokammion pitoisuus ajan
funktiona. Koska permeabiliteetit ovat yleensa varsin alhaisia, pysyy vastaanottaja-
kammion pitoisuus koko kokeen ajan kaytannossa nollana verrattuna luovuttaja-
kammion pitoisuuteen, mita kutsutaan 'perfect sink’ —ehdoksi. Aivan kokeen alussa
on viiveaika, jolloin pitoisuus kasvaa hyvin hitaasti, mutta pian systeemi saavuttaa
stationaaritilan, jolloin Fickin 2.lain mukaan V2c = 0. Konsentraatioprofiili
membraanissa on talldin lineaarinen

C,—¢

c(x)=c, + X

ja vuo membraanin lapi on

J=—D@:Dﬂ
OX h



Oletetaan etta molemmat kammiot ovat ideaalisesti sekoittuneita, eli niissa
konsentraatio on homogeeninen. Ainetta ei voi havita:

Vico = Vicq(f) + Voey(t) — cy(f) = Vi/Vo[ey — c4(f)]

Membraanin tilavuus on siis haviavan pieni kammoihin verrattuna. Diffuusio tapahtuu
vain membraanissa, ja tiedamme jo yhtalon ratkaisun:

c=Bx+B,

Reunaehdoilla (x =0, ¢ = ¢,) ja (x = h, ¢ = ¢,) voidaan vakiot B, ja B, ratkaista. Tulos
on lopulta

c,—C oc c¢,—c, 1|V
c(x)=%x+c = =2 1:—{—1(c0—c1)—c1}

' ox h h
Aikariippuvuus ainetaseesta: diffuusio vahentaa kammion 1 ainemaaraa, joten

J:_ﬁﬁz_D@:_B ﬁco_ 1_|_£ Cl
A ot ox  h|V. v,

2



Kerataan vakiot yhteen, ja yhtalo tulee muotoon

dc DAc DA 1 1
—=a—-fB¢, ; a=—= ; B=—|—+—
dt V,h hiv v

Tama on tuiki tavallinen differentiaaliyhtalo, jonka ratkaisu on

o o o CV 1
c,=—+|c,—— e ; ==L ="¢cVjosV, =V, =V
p p p Vi+V, 2

V. +Ve ™ 1
D= ATHT _(14e ™) V=V, =V
V.+V, 2

Co

jossa on kaytetty alkuehtoa c,(t = 0) = ¢,. Ainetaseesta saadaan

o Y[, o zvl(l“"’&)zl(l_e—ﬂf) V=V, =V
c \/1+\/2 2 ’ 1 2

0



08F

V, =

Vs

%

02}

Ohessa luovuttaja- (laskeva) ja vastaan-
ottajakammion (nouseva) kuvaajat.

Kaytannon kokeissa V, =V, =V, ja B on
hyvin pieni, koska laakeaineen perme-
abiliteetti K, = D/h biomembraanin lapi
on pieni. Niinpa eksponentti voidaan
linearisoida, ja kaytannon lopputulos on

Piirtamalla vastaanottajakammion konsentraatio ajan funktiona, saadaan suora
viiva, jonka kulmakerroin antaa permeabiliteetin.



0.8

0.6

0.4

0.2

190)

Coh

Dt/ h?

a) _ox

c,h  h

0.8

2 » (1)

6 i k?

k1’ Dt

p(

Aivan kokeen alussa tosin on pieni viiveaika
ennen kuin stationaaritila on saavutettu, mutta
muuten kaytetty laskumenetelma antaa aivan
riittavan tarkkoja tuloksia. Oikea ratkaisu on
hieman tyolas ja saadaan ratkaisemalla Fickin
2. laki. Vastaanottajakammion ainemaara on

3

pr j Q(t):if(h,u)du: y

Sarjatermi menee nopeasti nollaan, joten jaljelle jaa suora, joka leikkaa x-akselin
pisteessa Dt/h? = 1/6. Niinpa diffuusion viiveajaksi maaritellaan

T

h2
6D

Suoran osuuden kulmakerroinxleikkauspiste = Ah/6V, mika mahdollistaa
membraanin todellisen paksuuden maarityksen, ja edelleen D:n ja K,:n laskemisen.



Esimerkki 2: Pillerin diffuusion kontrolloima liukeneminen

Pilleri olkoon pallomainen, joten ratkaisu on pallo- ~ /
symmetrinen. Pillerin liuetessa sen pinnalla on koko ajan S
A/'/ \

kyllainen konsentraatio. Diffuusio kuljettaa aineen
pinnalta bulkkiin. Diffuusioyhtalon reunaehdot ovat taten
(r=a, c=c%ja(r==, c=0). Ratkaisu on

c(r) =B, + B,Ir.

Reunaehdoista nahdaan, etta B, = 0 ja B, = c%a (a = a(f) on pillerin sade, ja ¢
kyllainen konsentraatio). Niinpa

c(r)=c5g ; J:—D(@j _De

r or a

Pillerin massa, m, ajan hetkella t on
4
mit)=Mn(t)=pV(t)= p;na(tf

jossa M on aineen moolimassa seka p ja V pillerin tiheys ja tilavuus.



nzﬂina3 = @:£4nazﬁa:pAaa
M 3 ot M ot M ot

Aikariippuvuus otetaan jalleen ainetaseesta: pillerin liuetessa sen ainemaara
vahenee, joten
10n poa _c

=] = =D
A Ot M ot a

S

Kokeen alussa (t = 0, a = ay). Integroimalla saadaan helposti

M
a= \/ag —2Dc’ —t
P

Liukenemiselle on tyypillista t'2-riippuvuus. Pillerin elinika, t, saavutetaan, kun
a=0:

2
a t
=P % a:ao‘/l——
M 2Dc’ T




Lopulta pillerin massaksi ajan funktiona saadaan

3/2 3/2
4 4 t t t 1 d 3 t
m(t):p—na(tf:p—nag(l——j - m:(y—j - n__2 h-=Z
3 3 T m, T m, dt 27 T

Kuten kuvaajasta nahdaan, on liukenemisnopeus varsin tasainen, mika on esim.
|ladkeaineen annostelun kannalta hyva asia.

1

Tarkka ratkaisu olisi hyvin tyolas. Jos
liukeneminen on kineettisessa

kontrollissa, eli -dm/dt = kA, jossa k on 081
nopeusvakio ja A pillerin pinta-ala,
a = ay(1 - t/t); T = agp/k. Talloin S130.6- P—
E
mlt) _ (1_£T 0.4}
m, T

kineettinen
02t  kontrolli

vt



