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Tiivistelmi

Namé muistiinpanot ovat keittokirjatyyliset merkinnét kurssin toi-
sen osan asioista. N&itéd ei tule kdyttdd kurssikirjan tai varsinaisten
luentomuistiinpanojen substituuttina. Erityisesti kurssin toisen osan
kohdalla, kirjoittaja suosittelee vahvasti kurssikirjan (Simon and Blu-
me, 1994) hankkimista, silld se on erés selkeimmisté optimointia ja ta-
loustieteen matemaattisia perustyokaluja késittelevista kirjoista. Olen
koonnut loppuun joitain kirjallisuusviitteité eri tasoilta, jotka voivat
myo6s olla hyodyllisid jatkoa ajatellen. Soveltamiemme lauseiden to-

distuksiin paneutuminen jd& myo6s lukijan harrastuneisuuden varaan.
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1 Rajoitettu optimointi

Kéaydaan ldpi intuitiivinen késittely yhtélo- ja epéayhtéilorajoitetulle opti-
mointitehtéiville, sekd rajoitteiden NDCQ -ehdolle.

1.1 Optimointi yhtélorajoitteilla

Kehitetdén ratkaisumenetelmé yhtélorajoitetulle tehtéavélle intuitiivisesti. Ol-

koon ratkaistavanamme vaikkapa seuraavankaltainen tehtava:

max f(x,y), s.t.
$7y

h(z,y) =c

Eli haluamme siis maksimoida jonkun funktion f, mutta meidin on otet-
tava my06s huomioon funktio h, joka antaa meille yhtélon, jonka kaikkien rat-
kaisukandidaattiemme (z*,y*) on toteutettava. Kuvaan 1 on piirretty jokin
rajoitefunktio h(z,y) = ¢ (z,y)- koordinaatistossa. Jokainen tdmén kiyrén
piste (z,y) toteuttaa siis rajoitteen h. TAm& on nyt optimointiongelmamme
kdypd joukko. Piirretddn samaan kuvaajaan myos funktion f eri tasokdyrié
(punaiset kdyrit). Etsimme korkeinta funktion f tasokédyrii, joka sivuaa ra-
joitetta h(x,y). Tieddmme aiemman osan materiaaleista, ettd jos meilla on
funktiolle f jonkin pisteen x* kautta kulkeva tasa-arvokéyré, silloin tdhén
pisteeseen piirretty funktion tasa-arvokdyrian tangentti (kuvassa suorat kat-

koviivat) on kohtisuorassa funktion gradienttiin V f(x*) nidhden.

Rajoitteen gradientille patee sama asia. Eli siis rajoitteen gradientti Vh on
myo6s kohtisuorassa rajoitteelle piirrettyéa tangenttia vasten. Kuvat 1 ja 2 ha-

vainnollistavat kasilla olevaa tilannetta.



Yhtilorajoite

h(x,y) = ¢

Kuva 1: Optimissa gradientit ovat toistensa lineaariyhdisteita.
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Kuva 2: Rajoitteen ja funktion gradientit voivat olla my0s samansuuntaiset.



Epéayhtilorajoite

gry)=c

Kuva 3: Epéyhtélorajoitetussa tehtévissd gradienttien pitdéd osoittaa opti-
missa samaan suuntaan.



Kuvissa 1 ja 2 on esitetty optimipisteen sivuamisehto graafisesti. Optimipis-
teessd gradientit V f ja Vh ovat joko vastakkain tai samansuuntaiset, silld f:n
tasa-arvokédyrd sivuaa rajoitetta optimissa. Toisin sanoen, voimme esittaa
funktiomme gradientin V f jonain rajoitteen gradientin Vh lineaariyhdis-

teend optimipisteessé, joka matemaattisesti on siis seuraava ehto:

Vf (x) = pVh (x')

jollekin p # 0. Vaihtoehtoisesti voimme esittdd tdmén muodossa

Vi) =pVh(x)=0

jonka lisdksi meilld on tietenkin vield alkuperdinen rajoite: h(x,y) = c.
Maarittelemélla uuden funktion, jota kutsumme Lagrangen funktioksi seu-

raavalla tavalla:

‘C(*];?ya:U’) = f(a?,y) —H [h(l‘,y) - C]

huomaamme, etté jos kiiytdmme aiemmin opittuja rajoittamattoman op-
timoinnin tekniikoita tdhén funktioon, saamme tasan tarkkaan intuitiivisesti
johtamamme ensimmaéisen kertaluvun ehdot, silld ottamalla gradientin V.C

ja asettamalla sen nollaksi saamme:



L, = f,—ph,=0 (2)
L,=h(zy)—c=0 (3)

Téassé pitdd tietenkin huomata, ettd funktiomme £ on nyt kolmen muut-
tujan funktio. On térkedd pitdéd mielessé, ettd Lagrangen menetelmé, ja La-
grangen funktio on lopun viimein vain yksinkertainen menetelmé muistaa ai-
emmat ensimméisen kertaluvun ehdot muuntamalla yhtédlorajoitettu tehtava
rajoittamattomaksi optimointitehtéavéksi lisidamalla uudeksi muuttujaksi La-

grangen kertoja p.

1.2 Optimointi epayhtalorajoitteilla

Jos yhtélorajoitteen sijaan ongelmamme onkin epéyhtélorajoitettu, ts. meilla

on jokin ongelma

max f(x,y), s.t.
$7y

g(z,y) <c

Joudumme muuttamaan késittelyimme hieman. Aiemmassa kuvassa etsim-
me ratkaisukandidaatteja (x,y), jotka ovat rajoitteellamme h(x,y) = c. Nyt
rajoitteemme on muotoa g(z,y) < ¢, ja titen ongelmamme kdypé joukko

ovat kaikki pisteet (z,y), joille

Joko g(x,y) < ¢, eli olemme rajoitejoukon sisépisteessi, tai

g(x,y) = ¢, eli rajoite sitoo yhtélorajoitteena.



Kuvassa 3 téata edustaa varjostettu alue. Etsimme edelleen korkeinta funktion
f tasokidyrad, joka on kiyvissa joukossamme X := g(x,y) < ¢. Nyt kuitenkin
rajoite on epayhtdlomuotoinen, joten meilld on kaksi tapausta: joko optimissa
rajoite g on sitova, eli g(x,y) = ¢, jolloin meilld on sama sivuamisehto kuin

ailemmin, tai sitten optimi on jossakin kdyvin joukon sisépisteessd, jossa

g(z,y) <c.

On syyté huomioida, etté epayhtalorajoitteilla optimoidessamme emme vélt-
tamétta tieda etukéteen sitooko epayhtélorajoite optimissa, ja tdmén vuoksi
joudumme (jélleen intuitiivisesti) kehittdmé&éan hieman lisdtyokaluja ongel-

man ratkaisemiseen!.

Kysymys: Mihin suuntaan gradientit nyt osoittavat ja mita vilia

silld on?

Yhtéalorajoitetussa tehtdvissa meité ei kiinnostanut se, mihin suuntaan ra-
joitteen ja funktion gradientit osoittavat, silld optimiehtomme vaati meité
vain etsiméén pisteen, jossa gradientit ovat vastakkain (kuvat 1,2). Nyt meidén

pitdd pohtia asiaa hieman tarkemmin.

Tarkimmat lukijat lienevat huomanneet, ettd kuvien 1 ja 2 perusteella yhtalo-
rajoitteen gradientti voi osoittaa kumpaan ”suuntaan”tahansa. Epayhtélorajoi-
tetussa tehtavissd (kuva 3) rajoitteen gradientti on taasen piirretty osoitta-
maan vain yhteen suuntaan. Tamé johtuu siité, etta gradientti osoittaa funk-
tion nopeinta kasvusuuntaa. Yhtélorajoitteelle timé suunta ei aina ole selvé,

mutta epayhtilorajoitteelle se on, silla:
e Rajoitteen gradientti Vg osoittaa aina “rajoitteesta poispéin”, silla
tdhédn suuntaan rajoite ”kasvaa’nopeimmin. Toisin sanoen rajoitteen

g(x,y) < c gradientti osoittaa aina joukkoa g(z,y) > ¢ kohti.

IKisittelemdmme ehdot ovat erids variantti niin kutsutuista Karush-Kuhn-Tucker-
ehdoista (KKT), joihin voitte tutustua halutessanne.
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e FEntd sitten funktiomme gradientti eli V f?

Pohditaan asiaa hiukan. Jos optimipisteemme x* = (z*, y*) on kuten kuvassa
kdyvén joukon reunalla, silloin selkedsti patee g(x,y) = c¢. Talloin edellisen
perusteella V f(x*) = AVg(x*). Mutta jos A < 0, silloin V f osoittaa rajoit-
teeseen péin, ja silloin piste x* ei voi olla optimi. Téten meidédn tulee nyt,

erona aikaisempaan vaatia ettd A > 0.
Talloin gradientit V f ja Vg osoittavat samaan suuntaan.

Syy télle vaatimukselle on se, ettd jos V f osoittaa rajoitteeseen, silloin voim-
me kasvattaa tavoitefunktiomme f arvoa siirtymélld rajoitteeseen péin (jou-
kon sisépisteeseen), ja tdlloin selkedsti myos rajoitteemme pétee, koska sisipis-
teessd g(x,y) < c. Néin ollen taménkaltaisessa optimissa (x*, y*) rajoite g ei
ole aktiivinen. Eli, mikdli V f osoittaa rajoitteeseen péin, rajoite g ei sido
optimissa. Téalloin meilla on késissimme rajoittamaton optimipiste funktiolle

f

Seuraavaksi pohdimme, voisimmeko jotekin ilmaista tdmén kompaktisti (vas-

taus: voimme.). Jos nyt merkitsemme tulomuodossa vaatimuksen:

Mg(z,y) = =0 (4)

ja vaadimme myos etté
A>0 (5)
g(z,y) <c (6)

silloin olemme tiivistdneet kaiken ylla olevan varsin lyhyeen esitykseen.
Ehtoa (4) nimitimme Complementary slackness-ehdoksi . Olemme ni-

mittdin pelkistdneet ylla olevaan tulomuodossa seuraavat vaatimukset:
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1. Jos A > 0, niin g(z,y) = ¢ ehdon (4) perusteella, eli rajoite sitoo ja

olemme reunapisteessé (vrt. kuva 3) tai

2. g(z,y) < ¢, jolloin A = 0 ja olemme funktion f rajoittamattomassa

optimissa.

Téaten epayhtélorajoitetulle tehtéaville:

max f(z,y), s.t.
.y

g(z,y) <c

kirjoitamme jilleen Lagrangen funktion seuraavasti:

E(x,y,)\)=f(:v,y)—)\[g(x,y)—c] (7)

mutta vaatimamme ensimméisen kertaluvun ehdot (gradientin nollachto

+ CS-ehto) ovat nyt:

FOC
Lo=fo—Ags=0 (8)
Ly=[fy—Agy=0 (9)
seka lisaksi
Ag(z,y) — ] =0 (10)
A>0 (11)
g(z,y) <c (12)
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Ehdot (8) ja (9) ovat Lagrangen funktion osittaisderivaatat valintamuut-
tujien suhteen, ehto (10) on complementary slackness -ehto, jonka tulkinnan
kdvimme jo ldpi. Ehto (11) vaatii sen, etti rajoitteen ja funktion gradien-
tit osoittavat samaan suuntaan ja viimeinen ehto (12) on vain alkuperédinen

epiayhtalorajoitteemme, jonka tietenkin tulee tayttyd optimipisteessa.

Huomoikaa myos se, ettd kun merkitsemme rajoitteitamme muodossa

g(z,y) <c

Silloin on luontevaa my®os kirjoittaa padtosmuuttujien ei-negatiivisuusehdot

(x > 0,y > 0) muotoon:

Téssé esityksessd olemme jatkaneet kahden muuttujan tapaustamme. Useam-
man muuttujan ja rajoitteen tapaus etenee samalla tavalla, ja jokaiselle
epayhtéalorajoitteelle on muodostettava oma CS-ehtonsa jne. Ennen kuin
yleistdmme ehdot késittdméadn kumpiakin rajoitteita, késitelldéan lyhyesti nk.
NDCQ -ehto.

1.3 Rajoitteiden ei-degeneroituvuusehto (NDCQ)

Tahén asti emme ole puhuneet mitddn téastd ehdosta. NDCQ-ehto on kui-
tenkin tarkastettava aina kun etsimme ratkaisua rajoitettuun optimointion-
gelmaan. Yhtélorajoitetun tehtdvimme yhteydessd puhuimme siité, etta et-

simme korkeinta funktion f tasokédyrii, joka sivuaa rajoitetta h(z,y) = c.
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Kiytetiin samaa esimerkkii NDCQ -ehdon tarkasteluun? .

Implisiittifunktiolause (ks. luentomoniste 1.4) antaa f:n tasokdyrdn kulma-

kertoimeksi optimissa x* (assistentti on laiska, seuraavassa merkinta f, =

of (x*
e

e
ty

kun taas rajoitteen h kulmakerroin on

Koska etsimme sivuamispistetta, talloin pitad péated

fo ha

fy hy

merkitdén f,/f, = p = hy/hy, tdlloin saamme yhtéloparin

Jo— pthy =0
fy —phy =0

Nédemme, ettd namé ovat alkuperéisen yhtélorajoitteen kanssa tasmélleen

ensimmaéisen kertaluvun ehtomme (1), (2), (3).

2Katsokaa myos tarkkaan luentomateriaali IT 1-3. Aina kun térméitte johonkin, jossa
puhutaan siitd, mikéd on Jacobin matriisin D(h(x*)) rangi/aste, silloin on kyseessi NDCQ!
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Tami menetelmi ei kuitenkaan toimi, jos optimissa x* :

hy =0 ja h, =0
Téastd saamme tassd tapauksessa rajoitteiden ei-degeneroituvuusehdon,

eli NDCQ -ehdon.

Esimerkki 1.

max f(z,y), s.t.
x7y
h(z,y) =c

taman tehtdvin NDCQ -ehto on se, ettd optimissa (x*,y*), rajoitteen osit-

taisderivaatat hy, hy, eiwit saa olla kummatkin nollia.

Luennolla esiin tullut seikka:

Tamén tehtévin kohdalla (yksi yhtalorajoite) on helppo nahdé, ettda NDCQ
-ehto pelkistyy siihen, ettd optimissa x* rajoitteen gradientti Vhi(x*) # O.
Toisin sanoen, ratkaisu ei saa olla rajoitteen kriittinen piste, kiyttden termi-
nologiaa rajoittamattomasta optimoinnista. Rajoitteen kriittinen piste tar-
koittaa kuitenkin eri asiaa silloin kun meilld on tehtévé, jossa on monta

yhtalo- tai epayhtéalorajoitetta.

1.3.1 NDCQ ja monta yhtilo- tai epayhtialorajoitetta

Monen yhtélo- tai epayhtéalorajoitteen tapauksessa NDCQ -ehto tarkoittaa

sitd, ettd optimissa x* meidédn on tarkasteltava sitovien rajoitteiden Jacobin
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matriisin astetta. Huom! Kirja (Simon and Blume, 1994) méérittelee rajoit-
teiden kriittiseksi pisteeksi nyt sellaisen pisteen, jossa tdméan matriisin aste
ei ole taysi. Kasitelladn ensin NDCQ -ehto kaikissa tapauksissa ja esitetdén

sitten ndiden muistamiseen helpompi keino.

Yhtédlorajoitettu tehtdva jossa m rajoitetta:

Rajoitteista muodostetun Jacobin matriisin D(h(x*)) on oltava taytti

astetta, ts. sen rangin on oltava m.

Epiyhtilorajoitettu tehtédvi jossa n sitovaa rajoitetta:

Sitovista epédyhtélorajoitteista muodostetun Jacobin matriisin

D(g(x*)) on oltava taytta astetta, ts. sen rangin on oltava n.

m yhtédlorajoitetta ja n sitovaa epiayhtilorajoitetta:

Jacobin  matriisi,  jossa  ylemmé&t  rivit ovat sitovien
epayhtalorajoitteiden D(g(x*)) ja alemmat rivit yhtdlorajoitteiden
D(h(x*))

on astetta n + m eli suurinta mahdollista astetta.

Téastéd on helppo ndhdé, ettd on turha sekoittaa mieltdéan gradienteilla tai

kriittisilla pisteilld ym. Tehtévissé, jossa on vain yksi rajoite, silloin rajoittei-
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den Jacobin matriisi on vain vektori, ja ehto sanoo ettéd tdmén "matriisin” aste
pitéda olla 1. Toisin sanoen, se ei saa olla nollavektori.

Miten ihmeessa tiallaista voi muistaa?

Miten muodostat NDCQ -ehdon

Voit ajatella, ettd NDCQ -ehto liittyy aina jonkin rajoitteisiin liittyvan

Jacobin matriisin asteeseen. Téaten:

1. Ratkaise ensin optimipisteet.

2. Yhtélorajoitetussa tehtédvésséa asia on helppo: yhtélorajoitteiden
on oltava aina sitovia, joten jos m rajoitetta, silloin rajoitteiden

Jacobin matriisi pitda olla astetta m.

3. Epéayhtiloiden kanssa, tarkista jokaiselle optimipisteelle si-
tovien rajoitteiden lukumé&drd n, josta jélleen sitovien
epayhtélorajoitteiden Jacobin matriisin pitdd olla astetta n

(ei-sitovista rajoitteista ei tarvitse vélittaa).

4. Jos tehtédvissd on kumpaakin rajoitetyyppid, tutki kummatkin
aiemmat kohdat. Muodosta Jacobin matriisi laittamalla kum-
matkin aiemman kohdan matriisit padllekkdin. Téméan matriisin

aste pitédd olla m + n.
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1.4 Yhtilo- ja epayhtilorajoitteet

Kun olemme kayneet ldpi kummankin rajoitetyypin erikseen, kdydaan no-
peasti tehtdva jossa on kumpaakin rajoitetyyppid. Olkoon meilld tuttu tehtédvimme

(nyt kummallakin ehdolla):

Lagrangen funktio télle tehtévélle on tietenkin

L(z,y,m,A) = f(z,y) — plh(z,y) — ] = Mg(z,y) — d]

ja ensimmaéisen kertaluvun ehdot ovat yhdistelmé aiemmista tapauksista

tuttuja ehtoja:

Lo = fo— phe — Age =0 (13)
L=, — iy~ gy =0 (14)
L,=h(z,y)—c=0 (15)
Mo(z,y) —dl =0 (16)

A>0 (17)

g(z,y) <d (18)

Rajoitteiden NDCQ -ehto kaytiin aiemmin jo lapi.
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1.5 Optimointitehtivien ratkaiseminen

Kuten harjoituksista on kdynyt ilmi, on optimointiongelmien ratkominen jos-
kus tyolédstd, varsinkin jos tehtédvéssd on monia epayhtélorajoitteita. Siksi
ratkaisussa kannattaa yleensé aloittaa pienelld viekkaudella, eli yrittdé ensin
pédtelld mitki rajoitteista voisivat olla sitovia ja mitki ei-sitovia . Valitetta-
vasti kuitenkin jossain tapauksissa ratkaisemiseen ei ole muuta menetelmaa
kuin brute force -menetelmé, jossa joudumme yksinkertaisesti kdyméan lapi

kaikki tapaukset ja etsimddn mahdolliset ristiriidat.

Rajoitetun optimointitehtévén ratkaisu

1. Kirjoita tehtdvé optimointiongelman muotoon, mikéli se ei ole
sitd valmiiksi.
2. Tarkastele, olisiko loogista aloittaa jostakin kandidaatista, kuten

vaikkapa sisdpisteratkaisusta.

3. Jos kandidaatti 10ytyy intuitiivisesti, tdyttdd ensimmaéisen ker-
taluvun ehdot ja NDCQ -ehdon, pohdi ovatko ensimmaéisen ker-
taluvun ehdot riittavét (millainen on kdypa joukko, onko meilld
konkaavi/konveksi tavoitefunktio jne.).

4. Jos tdmé menetelmé ei toimi, silloin joudut tarkastelemaan kaik-
kia kandidaattipisteitd (saamiasi kriittisid pisteitd) ja kaikkia
sitovien/ei-sitovien rajoitteiden yhdistelmia.

5. Kay lapi kaikki yhdistelmit, ja etsi Lagrangen kertoimien arvot,
jotka eivét johda ristiriitaan (vrt. harjoitus 7)

6. Tarkasta NDCQ -ehto néissé pisteisséd, ja mikéli tarpeen

7. Tutki toisen kertaluvun ehdoilla onko kyseessd maksimi/minimi.

3esimerkiksi hyodyn maksimointitehtivi konkaavilla hyotyfunkiolla ja ei-
negatiivisuusrajoitteilla hyodykkeiden kulutukselle, tésséd tapauksessa tarkastelu kannat-
tanee aloittaa pisteestd, jossa kaikki kulutukset ovat positiivisia jne..
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1.6 Toisen kertaluvun ehdot, Simon and Blume (1994)
kappale 19.3

Rajoittamattomassa optimoinnissa toisen kertaluvun ehdot tarkoittivat Hes-
sen matriisin definiittisyyden tarkastelua. Rajoitetussa optimoinnissa tyokalu,
jota joskus joudumme kayttadmédn on reunustettu Hessen matriisi. Reunus-
tus tulee siitd, ettd nyt rajoittamattoman optimin sijaan, kidypé joukko on
rajoitettu, ja meidin tulee ottaa huomioon se, etté rajoitteemme maarittavéat
nyt joukon kéypié pisteitd joista etsimme optimia. Tdten meidén tulee tar-

kistaa Hessen matriisin definiittisyys tietyssd kdyvdssd joukossa.

1.6.1 Miten reunustettu Hessen matriisi muodostetaan?
Reunustettu Hessen matriisin muodostamiseen tarvitsemme kaksi asiaa:
1. Optimointiongelman Lagrangen funktion £ ja
2. Ongelman sitovat yhtalo ja/tai epayhtélorajoitteet h, g

Reunustettu Hesse muodostetaan ensin ottamalla Lagrangen funktion
Hessen matriisi D2£(x*) ja reunustamalla se sitovien yhtlo ja/tai epiyhtéilérajoitteiden
Jacobin matriisilla. Téten esimerkiksi yhden yhtélorajoitteen tehtavallemme

reunustettu Hesse olisi:

0 Dh(x*
D2£ — . (X )
[Dh(x*)]"  DiL
eli siis
0 Ay hy
D*L = |hy Luw Luy
hy Lyaf £yy
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Jos taas optimissa sitoo yksi epéayhtélorajoite g, silloin matriisi on:

0 g gy
D2‘C = |Gz Exx Emy
Gy Lyo Ly

Jos taas optimissa sekéd yhtdlo, ettd epéyhtélorajoitteet sitovat, silloin

matriisi on muotoa:

1.6.2 Mita tastid matriisista tulee tutkia?

Haluamme méarittdd reunustetun Hessen matriisin definiittisyyden tietyssa
joukossa, jonka madrittaavat optimissa sitovat rajoitteet. Olkoon meilld tehtévassa
n valintamuuttujaa, k sitovaa yhtélorajoitetta ja e sitovaa epayhtélorajoitetta.
Toisen kertaluvun riittdva ehto maksimille on se, ettéd tarkistamme seuraavat

asiat:

1. Suurimpien johtavien paaminoreiden merkkien vaihtelu ja

2. det D2L pitd4 olla samanmerkkinen kuin termi (—1)".

1.6.3 Monta johtavaa padminoria pitda tarkastella?

e Yhtélorajoitetussa tehtdvissi tarkastamme suurimman (n — k) johta-

van padminorin merkin

e Epdyhtilorajoitetussa tehtdvissa (n — e) ja
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e Yht#lo- ja epéyhtélorajoitetussa tehtavissia (n — e — k)

1.7 Ensimmaéisen kertaluvun ehtojen riittavyys

Kuten harjoitukset 6 & 7 ovat néyttéineet, toisen kertaluvun ehtojen tar-
kistaminen on tyoldastd. Useimmiten emme halua joutua tekeméén sité, jos
voimme valttyd siltd. Taméan takia usein annettua optimointitehtéavaid voi
analysoida hetken ja selvittdd ovatko ensimméisen kertaluvun ehdot seké
vdalttamdattomadt ettéd rittdvdt ehdot optimille. Téssd monisteessa emme to-
dista seuraavia lauseita, mutta ensimmaéisen kertaluvun ehdot ovat myos

riittavat jos seuraavat ehdot tayttyvét:

FOC riittavat kun

Optimointitehtavan kidypa joukko X on konveksi joukko, ja tavoite-
funktio f on konkaavi tai aidosti kvasikonkaavi funktio. Weierstrassin

lause antaa ehdot sille, milloin optimointiongelmalla on ylipdataan rat-

kaisu (ks. luentomoniste tai Simon and Blume (1994) kappale 30.)
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2 Differenssiyhtilot

Monesti taloustieteessé on tarpeellista kirjoittaa malli diskreetissé ajassa jat-
kuvan ajan sijaan. Esimerkkiné tésté vaikkapa makrotaloustieteessa kaytettavét
kasvumallit, RCK-kasvumalli ja monet muut mukavat mallit. T&ll6in mate-
maattinen olio, joka kohdataan on nimeltaéin differenssiyhtdilo, ja toki tarvit-
semme myos tyokalut sellaisten taltuttamiseen. Kurssilla keskitymme lineaa-
risten, ensimmaéisen kertaluvun differenssiyhtéloiden ratkaisuun, perehtymi-
nen korkeamman kertaluvun yhtéaldjarjestelmiin jatetddin oman harrastunei-
suuden varaan. Kuten kurssin ensimmaéiselld osalla, aloitetaan kaymaélla 1api
lineaarialgebraa ja matriisien diagonalisointia. Vaikka tdmé& vaikuttaa nyt
hieman irralliselta, kuten hyvéassd mysteerissd ainakin, salaisuus paljastuu

lopussa kun padsemme differenssiyhtéléjarjestelmien kimppuun.

2.1 Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Ominaisarvot

Sanomme neliomatriisin A ominaisarvoiksi A sellaisia lukuja, jotka ovat

ratkaisuja seuraavaan yhtaloon:

det (A — AI) = 0 (19)

J

Eli ominaisarvot? ovat siis sellaisia lukuja (reaali- tai kompleksi-), etti jos
vahenndmme ne matriisin A ldvistajalta, tulee matriisista A singulaarinen
matriisi. Yhtaloa (19) kutsumme karakteristiseksi yhtdloksi tai polynomiksi,

ja talld tavalla voimme aina ratkaista jonkun neliomatriisin A ominaisarvot.

4Kurssisivulla on hyvi linkki videoon, jossa selostetaan juurta jaksaen ominaisarvoja
ja -vektoreita. Suosittelen tutustumaan tdhén tenttivalmistautumisessa.
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Ominaisvektorit

Neliomatriisin A ominaisvektori taas on vektori v, v # 0, joka toteut-

taa seuraavan yhtalon

Av = )\v (20)

Huom! Nollavektori on triviaalisti aina ominaisvektori, mutta se ei ole
kovin kiinnostava vektori, joten siksi vaadimme aina ettd v # (. Voimme
ajatella tédta niin, ettd kun kuvaamme vektorin v matriisilla A, ainoa tu-
los tésta on se, ettéd vektori v skaalautuu vain matriisin A ominaisarvojen A
suuntaan. Ominaisvektorin yhtdlostd (20) ndemme myos heti, ettd jos v on
matriisin A ominaisvektori, silloin myo6s rv,r € R on matriisin A ominais-
vektori. Kurssin ensimméisen osan asiat muistaville tdma huomio on varmas-
tikin tuttu, silld ominaisarvon mééritelmé sanoo suoraan ettd ryhmén (20)

kerroinmatriisi on singulaarinen.

2.1.1 Muunnosmatriisi ja matriisin diagonalisointi

Jos meilld on neliomatriisi A, jolla on ominaisarvot A, haluamme etsid mat-

riisin P siten ettéd seuraava yhtélo pétee:

PAP =D (21)

jossa D on lavistdjamatriisi, jonka lavistajalla on matriisin A ominaisar-
vot. Toisin sanoen, etsimme jotakin matriisia P, joka muuntaa matriisin A
yhtdlon (21) avulla lavistdjamatriisiksi. Millainen matriisin P pitéisi olla?

Tarkastellaan 2 x 2 matriisia A ja aloitetaan yhtélostéa (21). Jos
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P 'AP=D

silloin selkedsti AP = PD. Voimme kirjoittaa tdmén seuraavalla tavalla:

AP = [pl pz] [)(\)1 )(\)2]

jossa merkkaamme p; matriisin P sarakkeita. Saamme:

[Apl Apz} = [A1p1 )\2132}

jolloin Ap; = A\ip1 ja Aps = Aopo. Télloin matriisin P sarakkeet ovat

matriisin A ominaisvektoreita, silla ensimmaéinen sarake toteuttaa:

P1: (A_)\l)pl =0

ja toinen sarake toteuttaa:

P2 : (A—)\g)pz :0

Néin siis muunnosmatriisi P muodostuu alkuperiisen matriisin A omi-
naisvektoreista, jossa p; on ensimmaéistd ominaisarvoa A; vastaava ominais-

vektori jne.
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Muunnosmatriisi P

Olkoon meilld neliomatriisi A ja etsimme matriisia P, joka toteuttaa

P 'AP=D

Télloin P muodostetaan matriisin A ominaisvektoreista v, seuraavas-
ti:

n

P:|:V)\1 Vg 0 V)

eli P:n sarakkeet ovat kyseistd ominaisarvoa vastaava A:n ominaisvek-

tori.

2.2 1. kl differenssiyhtilot, ratkaisumenetelmét

Jos meilla on differenssiyhtélo

Tp1 = Tk

on tastéd helppo ndhdé, etté jollekin alkuarvolle xq:

1 = AT
Ty — 0J25170
T = CLkJIO

ja télloin yhtélon pitkdn aikavilin kdytos riippuu ainoastaan vakiosta a.
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Jos | a|> 1, silloin yhtalo rdjahtad kasiin, jos taas| a | < 1, jarjestelméa sup-

penee kohti nollaa, ja jos a = 1, silloin x; = xg.

Olkoon meilld nyt joku differenssiyhtaléo muuttujalle x, joka nadyttad seu-

raavalta:

Tpy1 = axp+b, a#1

on téllaisen yhtélon ratkaisu muotoa:

[Ek:IkH+ZEp

jossa zf on homogeenisen differenssiyhtilon ratkaisu, ja zp on jokin diffe-
renssiyhtélon erityisratkaisu. Homogeeninen yhtélo saadaan, kun vakio b = 0,

jolloin differenssiyhtélon ratkaisu on iteroimalla:

o =ad"C

jossa C' on jokin tuntematon vakio. Erityisratkaisu saadaan vaikkapa mer-

kitsemalla

nyt siis
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Jos meilld olisi jokin alkuarvo, kuten vaikkapa ettd xy = 1, silloin voisim-

me ratkaista vakion C' seuraavalla tavalla:

t=0:29=0a"C+——
a

talloin siis differenssiyhtélon ratkaisu on:

b 1—a 1—a

2.3 1. kl lineaarinen differenssiyhtilGjirjestelmé

Differenssiyhtélojarjestelmé on rekursiivinen yhtéalojéarjestelmé, jossa muut-
tujan z arvo ajan hetkelld k£ + 1 riippuu sen aiemmasta arvosta ajanhetkella

k. Esimerkiksi seuraava on differenssiyhtélosysteemi:

Esimerkki 2.
Zx+1 — AZk (22>

Jos z on 1x1, silloin olemme aiemmassa, yhden muuttujan tapauksessa.

Silloin kuin z on vektori, on meilld kéisissimme differenssiyhtéldjérjestelma.
T

Kisitellddn seuraavassa tapausta z = [x y} , silla se riittdd havainnollista-

maan tarvitsemamme tekniikat.

2.3.1 Diagonaalinen kerroinmatriisi

Palataan systeemiin (22). Aiemman kohdan perusteella on varsin helppo ha-
vaita, etté jos kerroinmatriisimme A olisi lGvistdjamatriisi, eli sen ei-diagonaalialkiot
olisivat kaikki nollia, silloin systeemi (22) olisi helppo ratkaista. Itse asiassa

osaisimme tehdé sen helposti.
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Esimerkki 3. Olkoon A = [(1) (2)] )

Systeemi (22) ndyttdd nyt seuraavalta:

Zx+1 = AZk (23)

Teer| |1 O] o
ol =1 o) e

eli siis

Tr41 = Tk

Y1 = 2Uk

Taméan ratkaisu on selkeésti

Ty = 1’%0

ye = 2"yg

eli

x 1 0 |«
Kl _ ) 0 (25)
Yk 0 2 Yo
Jos tiedétte jo jotain matriisien ominaisarvoista, téssé ratkaisussa matriisi
1k

ok saattaa nayttda tutulta, ja oikeastaan voisimme merkitéd sitd eri

tavalla. Tehd&dan se kuitenkin vasta mychemmin. Koska kerroinmatriisi A

oli alunperinkin jo meille mukavassa muodossa, oli ryhmén ratkaisu helppoa.
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Enté jos kerroinmatriisi ei olekaan diagonaalimatriisi heti kattelyssa?

2.3.2 Ei-diagonaalinen kerroinmatriisi

Olkoon meilld nyt ryhmaé:

Zyi1 = BZk (26)

a
jossa B on jokin symmetrinen neliématriisi B = nE jossa a, b, c,d €
c

R, mutta a,b,c,d # 0. Nyt meilld on kytketty jarjestelmé, koska jos kirjoi-

tamme systeemin auki seuraavasti:

Tpt1 = aTy + byy

Yet1 = T + dyg

ndemme, ettd x riippuu kummankin muuttujan aiemmasta arvosta, kuten
myos muuttuja y. Haluaisimme kuitenkin ratkaista ryhmén samalla tavalla
kuin aiemmassa tapauksessa, joten joudumme etsimééan jonkun keinon jolla
muuntaa matriisi B diagonaalimatriisiksi. Teemme tédmén tekemalld, muut-

tujanvathdoksen:

z=PZ (27)

jossa kiytdmme aiemmin johtamaamme muunnosmatriisia P siten ettd’:

P 'BP=D

5Vaadimme tietenkin, etts matriisilla P on sopivat ominaisuudet, kuten kiintyvyys
ym.
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Koska nyt muuttujanvaihtomme kanssa voimme edeté seuraavalla tavalla:

Alkuperéinen systeemi on

Zx+1 — BZk (28)

tehdddn muuttujanvaihdos (27), kirjoitetaan systeemi uudestaan:

PZ.1 = BPZ,

kerrotaan vasemmalta kiddnteismatriisilla P~1:

Zis1 = P'BPZ,

ja koska P1BP = D, silloin

Zyi1 = DZy

ratkaistaan iteroimalla kuten aiemmin:

7w = DXZo, i Dk = A0 29
— 0, jossa =1y (29)
2

meidén pitdd vield palata alkuperdisiin muuttujiin z, ja td&mé& onnistuu

kun huomaamme etta

z=PZ<7Z=P 1z

jolloin sijoittamalla yhtdloon (29) saadaan:
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kp-1 : k_ |[M0
zx = PD*P " "zy, jossa D = . (30)
0 A

tamé on jarjestelmdmme (26) ratkaisu jollekin alkuarvolle zg, jonka saim-

me kayttamalld hyviksi matriisin B ominaisarvoja.

Differenssiyhtélojarjestelmia ratkaistaessa haluamme aina tehdé asiat itsel-
lemme mahdollisimman helpoiksi, eli haluaisimme ratkoa ”irtikytkettyja” ryhmié,
joissa kerroinmatriisi on lavistdjamatriisi. Mikali matriisi ei ole téllainen,
otamme jonkun lineaarikuvauksen muuttujista (muuttujanvaihdos (21)), jo-
ka muuntaa vanhan ryhmén uudeksi, ”irtikytketyksi” ryhméksi, jonka voim-
me ratkaista iteroimalla. Kun olemme saaneet tdmén ratkaistua, voimme ot-
taa vain kddnteisen lineaarikuvauksen ja siirtya takaisin alkuperiisiin muut-

tujiin. Prosessi, jota kiytdmme on kuvattu harjoituksen 8 mallivastauksissa.

2.4 Markov-prosessit

Stokastinen prosessi on sdinto, joka kertoo meille sen, miten jonkin jarjestelmén
tila. muuttuu sen tilahistorian funktiona. Markov-prosessi on erityistapaus
tésté, ja siind jarjestelmén tila hetkelld £+ 1 riippuu ainoastaan tilasta ajan-
hetkelld k, eli ainoa térked asia on edellisen periodin tila (vrt. harjoitus 9
tehtava 4). Taten, mikali xi 1 on jirjestelmén tilavektori ajanhetkelld £+ 1,

on Markov-prosessi seuraavanlainen differenssiyhtélojarjestelmas:

Xk+1 = MXk (31)

ja siirtyméatodennékoisyyksien (nxn) neliomatriisia M sanomme Markov-

matriisiksi. Koska matriisin alkiot ovat siirtymétodennékoisyyksia tilojen
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vilillg, tulee jokaisen alkion m;; toteuttaa m;; > 0, silld todennékdoisyydet
eivit voi olla negatiivisia. Matriisissa rivin ¢ sarakkeen j luku kertoo to-
dennékoisyyden, jolla seuraavan periodin tila on ¢ kun nykyisen periodin tila
on j, josta saamme ehdon ettd matriisin M sarakesumman pitdd olla yksi
jokaiselle sarakkeelle.

On helppo néyttdd, ettd mikédli m;; > 0, > my;; = 1 kaikille j, silloin

A1 = 1 on yksi matriisin M ominaisarvo (voitte tehdd tamén jos haluatte

kertausta lineaarialgebrasta).

Yleisesti péatee, mikali Markov-matriisi M on nk. tavanomainen, ettd A\; =
1 on eréds sen ominaisarvoista, ja muut ominaisarvot A; € (—1,1). Tama
on meille kiinnostava tieto siksi, ettd tdlloin prosessi (31) suppenee kohti

ominaisarvoa A; = 1 vastaavaa ominaisvektoria.

Lause 1. (S&B 23.6): Olkoon A n x n -matriisi, jolla on n eril-
listd reaalista ominaisarvoa Ai,--- , A\, ja vastaavat ominaisvektorit
Vi, ,Vn . Tdlloin yleinen ratkaisu differenssiyhtdlojarjestelmdlle

Zyr1 = Azy on:

k k k
Zy = cl)\lvl I 62)\2V2 oo p Cn)\nVn
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Esimerkki 4. Olkoon meilli prosessi:

Xk+1 = MXk (32)

jossa M on edelld mainitut ehdot tiyttivd tilansiirtomatriisi (Markov-
matriisi). Lauseen 1 perusteella osaamme jo nyt sanoa jotakin prosessin sup-
penemisesta. Koska matriisin M suurin ominaisarvo on A\ = 1, ja loput ovat
rajattu avoimelle vilille (—1,1), silloin yleisessd ratkaisussa, kun annamme

k — oo:

Moo

ja prosessi suppenee kohti ominaisarvoa A\ wvastaavan ominaisvektorin

mddrittimdd rajajakaumaa.

Esimerkit Markov-prosesseista 16ytyvit harjoituksesta 9
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