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% Stickprov
o Malsittningen ar att fa information om slumpvariabeln X.

e For att fa information gér man tex. n matningar som ger resultaten

X1,X2,...,Xp och man tanker att x; ar vardet av en slumpvariabel X;.
@ Slumpvariablerna X1, Xo, ..., X, ar ett stickprov med storleken n och
X1,X2,...,Xp ar ett observerat stickprov med storleken n.

e Vi antar (vanligen och utan att sdga det explicit) att Xy, Xz, ..., Xy
ar oberoende och har samma férdelning, som ar férdelningen av den
slumpvariabel vi ar intresserade av.

% Matskalor
e Nominalskala: Olika grupper utan naturlig ordning.
@ Ordinalskala: Olika grupper med en naturlig ordning.

o Intervallskala: Numeriska varden, skillnader meningsfulla, nollan
godtycklig.

@ Kvotskala: Numeriska varden, naturligt nollvarde.
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Obs!

Antagandet att slumpvariablerna X; i ett stickprov dr oberoende
férutsatter att vi anvander "dragning med aterlaggning”, men detta villkor
uppfylls sallan! Det finns dessutom manga andra stérre svdrigheter nar
man i praktiken skall ta ett stickprov och detta ar ett viktigt problem som
inte behandlas har!

@ Fordelningen av de observerade virdena och hur den beskrivs

Av de observerade vardena xi,xo, ..., X I ett stickprov kan man bilda en
diskret sannolikhetsférdelning, en sk. empirisk férdelning sa att

Pr(H = x) = L[{j : x; = x }| (som allts& &r en jamn diskret férdelning om
vardena ar olika). Man kan beskriva denhar fordelningen med vintevirdet,
variansen, medianen, andra kvantiler mm. men ocksd med stapeldiagram
eller histogram beroende pa situationen.
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% Stapeldiagram

Om matskalan dr en nominal- eller ordninalskala 4

och/eller  den ursprungliga  slumpvariabeln 3

ar diskret sa kan det observerade stickprovet 2

X1,X2,...,X, beskrivas med ett stapeldiagram 1

dar héjden av varje stapel y, ar den observerade

frekvensen fi. = |{j : x; = y« }| och alla staplar har Y1 Y2 Y3 Va
samma bredd.

% Histogram

Om slumpvariabeln ar kontinuerlig 3

och mdtskalan 4&r en intervall- eller
kvotskala s kan det observerade stickprovet 27
X1,X2,...,Xn beskrivas med ett histogram, 1 |
dvs. klassindelade frekvenser si att man
valjer klassgrinser ag < a1 < ... < am, raknar
frekvenserna fi, = [{j : ak—1 < x; < ax }| och
ritar dessa som rektanglar vars ytor ar proportionella mot frekvenserna.
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% % Medelvirde

Om X;, j=1,...,n dr ett stickprov av slumpvariabeln X s3 ar dess
(aritmetiska) medelvirde
- 1
X== E X;
n y]

j=1
och
E(X) = E(X) och Var(X) = %Var(X),

eftersom véntevardet ar linjart, variansen av en summa av oberoende
slumpvariabler &r summan av varianserna och Var(cX) = c?Var(X).
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& % Stickprovsvarians

Om X;, j=1,...,n ar ett stickprov av slumpvariabeln X s3 ar dess

stickprovsvarians
n

1 _
§2=——=> (X - X)?

Jj=1

och
E(52) = Var(X),

sa att stickprovsvariansen ar en vantevardesriktig estimator av variansen
vilket ar motiveringen for valet av n — 1 istallet fér n i ndmnaren.

¥ % Obs

Om x1,x2,...,x, ar observerade virden i ett stickprov av slumpvariabeln

X s3 ar deras medeltal x = % Jr-':l x;j och (observerade) stickprovsvarians
2 _ 1 n )

s* =g 2 — %)

Om man i Matlab/Octave har observationerna i vektorn x sa ridknar man
medelvirdet med kommandot mean(x) och stickprovsvariansen med
kommandot var (x).
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¥ x2-fordelningen
Ifall X; ~N(0,1), j =1,2,..., m, dr oberoende och

C= zmjx,?
i=1

s& sager vi att C ar x?-férdelad med m frihetsgrader eller C ~ x?(m). D3
ar
E(C)=m och Var(C)=2m,

och C har tithetsfunktionen "
m_

fe(t) = —m t2 e72, t>o0.

och fc(t) = 0 di t < 0.

@ Stickprovsvarians for normalférdelningen

Om X;, j=1,2,...,n ar ett stickprov av en N(u, 0?) fordelad
slumpvariabel s géller for stickprovsvariansen

-1
naz S2~x3(n—1).
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@ t-fordelningen
Ifall Z ~ N(0,1) och C ~ x?(m) &r oberoende och
V4
Jic

sa sager vi att W ar t-férdelad med m frihetsgrader eller W ~ t(m).

D3 ar E(W) = 0 om m > 1 och Var(W) = —™5 om m > 2 och W har tithetsfunktionen

()

oy — mtl
o (£) = 145 ? ter
w T Jmrm r(%) m ’ ’

W =

@ @ Stickprov av normalférdelningen

Om X;, j=1,2,...,n ar ett stickprov av en N(u, 0?)-fordelad
slumpvariabel s3 ar

x|

—

~t(n—1).
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¢ Punktestimat och estimator

Antag att vi vet (eller tror) att X 4r en slumpvariabel med frekvens- eller
tathetsfunktion f(x,0) ddr parametern 6 (som ocksd kan vara en vektor)
ar okand. Vad kan vi géra for att estimera eller skatta 67

@ Vi tar ett observerat stickprov x;, j =1,...,n av X.

Vi riknar ut ett estimat 6 = g(x1,x2,...,xn) dir g ar ndgon funktion.

Observera att 0 ir ett tal eller en vektor men om vi byter ut talen x;
mot motsvarande slumpvariabler X; s3 far vi slumpvariablen

6 =g(X1, Xa, ..., Xp).
@ Ibland &r det funktionen g som avses med ordet estimator och ibland
slumpvariabeln ©.

(& Intervallestimat

Istallet for att bara rikna ut ett tal (eller en vektor) som estimat for en
parameter kan man ocksa rdkna ut ett intervall.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct 13 februari 2015 9 /77



% Exempel: Momentmetoden

Av slumpvariablen X har vi fatt féljande observationer 0.46, 0.20, 0.19,
0.09, 0.46 och 0.16. Vi har skal att tro att X ar Exp(\)-fordelad men vi
kanner inte till parametern \. Hur kan vi uppskatta, dvs. estimera A7
Eftersom vi vet att E(X) = % s &r det naturligt att rikna medelvirdet av

de observerade virdena och vi far
6
1 1
x=c d = 6(0.46 +0.20 + 0.19 + 0.09 + 0.46 + 0.16) = 0.26,
j=1
och sedan anvénda detta tal istéllet for E(X) i formeln E(X) = } s3 att vi

far estimatet "

= 0.26

Fér exponentialférdelningen kan vi alltsa som estimator for parametern
i L
anvénda =

~ 3.8.

Denhér estimatorn &r inte vantevirdesriktig eftersom E(%) > X\ men din
vaxer ndrmar den sig det r/kt/ga vardet, dvs.
limpoo Pr(|A — (% Py lX)f | >€) =0 forallae>0.
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% ¥ Momentmetoden

Om frekvens- eller tathetsfunktionen f(x,8) for en sannolikhetsfordelning
dr sddan att 0 kan skrivas som en funktion av E(X) , dvs. § = h(E(X)) sa
dr momentestimatorn av 6

6=h(13%
n

Om parametern, eller parametrarna kan skrivas som en funktion h(E(X), E(X?)) blir estimatorn p4 motsvarande sitt

6=h(3 % s Xf)-
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% %" Maximum likelihood”- metoden
Om f(x,0) ar en frekvens- eller tithetsfunktion for en N
sannolikhetsférdelning sa ar "Maximum likelihood”-estimatet av 6 talet 0

sadant att
L(O,x1,x2,...,%n) = max L(0, x1,x2, Xn),

dar
L(8, x1, %0, Xn) = f(x1,0) - F(x2,0) - ... F(xn,6)
ar den sk. "likelihood”-funktionen och xj, j = 1,...,n ar ett observerat

stickprov av en slumpvariabel med frekvens- eller tathetsfunktionen f(x, ).
| det diskreta fallet &r L(0, x1, x2, xn) sannolikheten for att man da

parametern ar 0 far det observerade stickprovet x;, j = 1,...,n. i fallet med
tithetsfunktion &r (2h)"L(6, x1, . . ., xn) for smé positiva h ungefar sannolikheten att 5 ett observerat stickprov Vi,
j=1,..., n si att |y; — x| < h for alla j.
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@ Exempel: Maximum-likelihood metoden mm

Du anlander till en frimmande stad och pa flygfaltet ser du tre taxibilar
med numrorna 57, 113 och 758. Hur manga taxibilar finns det i denhar
staden?

Vi antar att att det finns N taxibilar med numrorna 1,2, ..., N och att
sannolikheten att en taxibil pa flygfaltet har nummer j ar % for alla
j=12 ... N.

Om vi anvinder momentmetoden sa skall vi rdkna vantevardet av en
slumpvariabel X som &r jamnt fordelad i mangden {1,..., N} och det ar
E(X) =N, A= N(QI,\TD = NtL 53 att N = 2E(X) — 1. Sedan raknar
vi medelvirdet av observationerna X = 3(57 + 113 + 758) = 309.33 och
som estimat fir vi N = 2 -309.33 — 1 ~ 618 vilket ir ett for litet antal.
En annan mdjlighet &r att anvinda maximum-likelihood metoden: Om
antalet taxibilar ar N s3 ar sannolikheten % att vi ser bilen med nummer
57. Samma sannolikhet géller for bilarna med nummer 113 och 758,
férutsatt att N > 758 for annars dr sannolikheten O att vi ser en bil med
nummer 758.
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© Exempel: Maximum-likelihood metoden mm, forts.
Dethér betyder att

—, N2>7
L(N) = Pr(”"Du ser numrorna 57, 113 och 758”) = ¢ N3’ > 758,
0, N <758

I enlighet med maximum-likelihood metoden viljer vi estimatet N s5 att
likelihoodfunktionen L(N) far ett s stort virde som mdjligt, dvs. i detta
fall N = 758.

Motsvarande resultat giller ocksd mera allméant, dvs. om X1, Xo, ..., Xy ar
ett stickprov av en slumpvariabel som dr jamnt fordelad i mangden
{1,2,..., N} (eller i det kontinuerliga fallet i intervallet [0, N]) s4 ar
maximum-likelihood estimatet av N

N = max(Xl,Xg, 000 ,Xk).

Detta ar inte ett vintevirdesriktigt estimat for det ar klart att E(N) < N
men vad ar E(max(X1, Xo, ..., Xk))?
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Exempel: Maximum-likelihood metoden mm, forts.
Nu &r Pr(max(Xi, Xo, ..., Xk) <m)=Pr(X; <m,j=1,.... k)= (%)k
av vilket f3ljer att Pr(max(Xy, Xa, ..., Xx) = m) = (=) = (m2)* och
vantevardet blir
N m\ k m—1\k
E(max(X1, Xo, -, Xe)) = 3 m (N) _ <N> .
m=1
En féljd av detta ir att
K N < E(max(Xi, X: Xi)) < k N+1
— max — :
k+1 1,12, y 2Nk k+1
Dethér betyder att en battre estimator for N kunde vara
k+1
% max(Xl, X2, ce ,Xk),
som ar vantevardesriktigt i det kontinuerliga fallet
Ett béttre estimat for antalet taxibilar &r allts5 § - 758 ~ 1011.
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& Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialférdelningen

Vi antar att vi har ett stickprov av en Exp(\)-férdelad slumpvariabel s3 att
stickprovets storlek dr 50 och medelvirdet dr 0.8. Med momentmetoden
f5r vi d3 estimatet \ = & = 1.25 f6r parametern A\ men har galler det att
bestamma ett intervall sa att om vi med manga olika stickprov med
samma metod bestimmer ett intervall s5 kommer i stort sett tex. 95% av
intervallen att vara sddana att parametern hor till det intervall vi rdknat ut
med hjilp av de observerade virdena i det fallet.

For detta behéver vi en slumpvariabel vars fordelning vi dtminstone
approximativt kdnner till, dvs. den innehiller inga okdnda parametrar. Med
stéd av den centrala griansvirdessatsen anvander man fér dethar ofta
normalférdelningen N(0, 1) och det gér vi nu ocksa.

Vi struntar f6r en stund i de numeriska virdena och antar att vi har ett

stickprov X1, Xa, ..., Xs0 av en slumpvariabel X ~ Exp()). Véntevérdet av
medelvirdet X = % ZJ" L Xj &r d3 E(X) = E(X) = } och variansen
Var(X) = g5 Var(X) = % /\12
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@ Exempel: Konfidensintervall fér parametern i
exponentialfordelningen, forts.

Om vi tror att n = 50 ar tillrackligt stort s3 ar

X_1
A ~,N(0,1).

_1
502

Pr (Fh1)(0.025) < Z < Fyh 1)(0.975)) = Pr(~1.96 < Z < 1.96) = 0.95,

sa att

Ifall Z ~ N(0, 1) s3 galler

X _1
Pr| —1.96 < A <1.96 | ~0.95.
1
502
Nu ar
__ l 1 _ 1_96 1 + 1.96
106< XT3 <106 o V0 <)< VB0
1 X X
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@ Exempel: Konfidensintervall fér parametern i
exponentialfordelningen, forts.

s3 att sannolikheten att \ ligger mellan slumpvariablerna %22 och 1'738

ocksd dr ungefdr 0.95. Detta betyder att ett 95% approximativt
konfidensintervall f6r parametern i exponentialfordelningen da stickprovets
storlek &r 50 ar
[0.72 1.28}
X' X ]
| dethar fallet blir konfidensintervallet 10.9, 1.6].
For exponentialférdelningen ar det inte speciellt svart att fa fram olikheter for parametern, men om detta inte skulle ha varit

fallet (detta géller tex. Bernoulli-férdelningen) s skulle vi i uttrycket XIZ for variansen ha kunnat anvinda estimatorn X ~* for
X och da skulle konfidensintervallet ha blivit

|: :l {0.78 1.38]
Iy y o L%y | | e |
X+—50X X —50)( X X

I
| =

och dethar konfidensintervallet blir [0.97,1.73] om X = 0.8.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 13 februari 2015 18 / 77



% % Konfidensintervall

Ett konfidensintervall med konfidensgraden 1 — « for en parameter 0 i en
sannolikhetsférdelning ar en intervallestimator
I(Xl,X2, ... ,Xn) = [a(Xl,Xg, ... ,Xn), b(Xl,XQ, ... ,Xn)] sa att

Pr(9 S /(Xl,XQ,...,Xn)) =1-oq.

Oftast anvands ocksa ordet konfidensintervall for intervallet

I(x1,x2,...,Xn), dvs. vardet av slumpvariabeln ndr man fitt ett observerat
stickprov x;, j = 1,...,n.
& Obs!

Vanligen véljer man konfidensintervallet symmetriskt sa att

1
Pr(6 < a(X1, Xz, X)) = Pr(0 > b(X1, Xe, ... X0)) = Se

Oftast far man néja sig med att villkoren for konfidensintervallet giller
endast approximativt.

v
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% % Konfidensintervall for viantevardet dd X ~ N(u, o

%)

Om X1, Xa,..., X, ar ett stickprov med medelvirde X och
stickprovsvarians S av en N(u, 02)-fordelad slumpvariabel s3 &r

) [ 3
[X F(n y(1-%) 77X+Ft(nll)( ) Nk

ett konfidensintervall for ;1 med konfidensgraden 1 — a.

¥ Varfor?
Ifall W ar en t(n — 1)-fordelad slumpvariabe/
och te = an 1)( -3) = thn 1)() 5

sd dr Pr(-ta < W < ta) = 1-a. Om
nuW:X—_’iséé'r—t%SWSt% om och

/52
~7 S2 ~7 S2
endast om X — t%\/T S,uSX—i-t%\/T.

—ta ta
2 2

NIQ

v
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% % Konfidensintervall for p d3 X ~ Bernoulli(p)

Om X1, Xo, ..., X, dr ett stickprov med medelvirde X av en
Bernoulli(p)-férdelad slumpvariabel sa ar

_ IX(1-X) <
X - FN(Ol)( -3) TaXJF

ett approximativt konfidensintervall for 1 med konfidensgraden 1 — a.

¥ Varfor?
Om Z &r approximativt N(0, 1)-férdelad och za = F,\T(O 1 (1—%) sdar

Pr(—z%a <Z< za) ~1—a. Nudr X, N(0,1) men p ersitts i

p(1—p)
ndmnaren med estimatorn X och om Z = );(1 = sdar—z1, < Z < zg
i 2
precis di X — zg X(ln_X) < X = X(ln_X)

v
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% Obs!

Ofta anvénds beteckningen
gy 3 (g oy = —th;)(a) = th;)(l — a),
vilket alltsd betyder att om X ar en t(m)-férdelad slumpvariabel si dr

Pr(X < —to) =Pr(X > ty) =a och Pr(|X|>t,) = 2a.

Motsvarande beteckning for normalférdelningen N(0,1) ar z, sa att om
Z ~N(0,1) s3 ar

Pr(Z < —z,)=Pr(Z>2z,)=a och Pr(|Z]>z,)=2c.
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% Konfidensintervall for 02 d& X ~ N(u, 0?)

Om X1, X, ..., X, ar ett stickprov med stickprovsvarians S> av en
N(u,0?) fordelad slumpvariabel s3 ar

(n—1)S2 (n—1)S2 ]
Famen (1= %) Fagny (3)

ett konfidensintervall fér o> med konfidensgraden 1 — .

% Varfor?
Om C &r en x?(n — 1) fordelad slumpvariabel < o
sa galler Pr(C < F‘%n 1)(%)) = 5 och M - - : -
Pr(C > F (- y(1=%))=3%. Omnu Fee-n@ Fapyt =8
C = &saara <% d3 C>F2(n 1)(1—%) och
2

o2 > —%’% di C<F 2](n 1)(%) sa att sannolikheten f6r bada

x?(n—

handelserna ar % .

v
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% Hypotesprévning

e Vi underséker om det finns skal att forkasta en hypotes Hy, den sk.
nollhypotesen, for att de resultat vi fatt ar mycket osannolika om
nollhypotesen géller eller om allt bara beror pa slumpen.

o Nollhypotesen &r vanligen ett motpastaende eller antites som vi
behéver argument for att forkasta.

@ For att kunna géra nagra berakningar maste man som nollhypotes
vdlja ett tillrackligt entydigt pastdende, tex. 6 = 0y och inte 6 # 6
som &r fér diffust. Oftast ricker det om nollhypotesen har ett entydigt
extremfall, tex. 0 < 6.

o | nollhypotesen ingar oftast manga andra antaganden om
férdelningar, oberoende osv. som kan ha stor betydelse for resultatet
men som man inte nédvandigtvis forséker forkasta.
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% Hypotesprévning, forts.

o Nir man tagit ett stickprov rdknar vi ut vardet p3 en testvariabel som
vi valt sa att om nollhypotesen géller s& har testvariabeln (dtminstone
approximativt) nagon standardférdelning som vi kanner val till.

o Med stod av nollhypotesen riknar man ut sannolikheten, det sk.
p-vardet, for att testvariabeln far ett minst lika "extremt” varde i
férhallande till nollhypotesen som det observerade stickprovet gav.

@ Om p-vardet dr mindre an en given signifikansniva férkastar man
nollhypotesen.

e Signifikansnivan ar alltsd sannolikheten (ofta ett ndrmevirde och om
nollhypotesen innehéller olikheter, en évre grans) fér att man
foérkastar nollhypotesen trots att den giller.

@ For att berdkna sannolikheten att man inte forkastar nollhypotesen
fastan den inte géller behdvs specifika tillaggsantaganden vilket gor
denna friga svarare att behandla.
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Exempel: Hypotestestning

Till en poliklinik kommer i genomsnitt 9 patienter i timmen. En dag da det
varit halt viglag kommer det 130 patienter under 12 timmar.

Kommer det mera patienter pa grund av det diliga vaglaget eller ar det
fragan om slumpmadssiga variationer?

Om det kommer i genomsnitt 9 patienter i timmen s3 kan vi rdkna med
att vantevdrdet av antalet patienter under 12 timmar dr 9 - 12 = 108 och
vi kan som nollhypotes ta antitesen till fragan om det kommit ovanligt
manga patienter att vintevardet av antalet patienter dr hogst 108.
Dessutom gor vi ocks3 antagandet att antalet patienter under 12 timmar
dr Poisson(\)-fordelat dar alltsa A\ < 108. For rakningarna anvander vi
anda extremfallet A = 108.

Det &r ingen idé att rdkna bara sannolikheten for att Pr(X = 130) om X ar
antalet patienter, men daremot skall vi rikna sannolikheten Pr(X > 130).
Om vi raknar med Poisson-fordelningens fordelningsfunktion far vi

p = Pr(X >130) = 1 — Pr(X < 129) = 1 — Fpgisson(108)(129) = 0.021645.
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Exempel: Hypotestestning, forts.

Om vi anvander normalapproximation sa far vi

) (X —E(X) _ 130 - E(X)
p=Pr(X >130) = Pr <\/Var(X) " Narx) >

_pr (XE0 1802108 p (X —E(X) 5017 ~ 0017132
Var(X) V108 Var(X)

(Genom att rakna 1 — Pr(X < 129) med normalapproximation kommar
man narmare det exakta svaret.)

Slutsatsen ar i alla fall att nollhypotesen kan férkastas pa signifikansnivan
0.05 men inte pa signifikansnivan 0.01.

Om vi istéllet som nollhypotes tagit A = 108, vilket skulle ha varit
férnuftigt om vi fragat om det varit en ovanlig dag pa polikliniken, s3
borde vi ocksd beakta mdjligheten att det kommit valdigt f3 patienter och
da skulle p-vardet ha blivit det dubbla (vilket inte exakt dr

Pr(X > 130) + Pr(X < 86)).
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@ Testa vintevirde, normalférdelning, exempel

Var mars 2014 en ovanlig manad betraffande nederbérden?
| mars 2014 var nederbérdsméangderna pa vissa matstationer féljande:

112 |3|4|5|6|7|8]| 9|10
Nederbord | 33 | 27| 30 | 22| 28 | 28 | 24| 31 | 34| 22

Motsarande medeltal fér dren 1981-2010 var

1123|456 | 78| 9|10
Medeltal | 39 | 37| 38 | 36 | 36 | 26 | 35| 29 | 30 | 21

Nu ar det fornuftigt att rdkna hur mycket vardena for ar 2014 avviker
fran medelvardena och skillnaderna ar féljande:

1|2 |3| 4 |5|6]| 7 10
Skillnad | -6 | -10 | -8 | -14 | -8 | 2| -11 |2 | 4| 1

(e}
©
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@ Testa vintevirde, normalférdelning, exempel, forts.

Eftersom fragan var om mars var en ovanlig manad sa véljer vi som
nollhypotes att den inte var det. Vi kan inte som nollhypotes anvanda
antagandet att den var ovanlig for det ger ingenting som kan anvandas i
rdkningar och har sags ingenting om pa vilket sitt den eventuellt var
ovanlig.

Nollhypotesen blir darfér att skillnaden mellan nederbérdsmangderna 2014
och medelvirdena fran en lingre tid dr N(u, 0?)-férdelade med = 0 och
att dehar skillnaderna pa olika orter ar oberoende.

Medelvardet av skillnaderna dr —4.8 och stickprovsvariansen ar 41.733.

Det betyder att testvariabeln W = X 72 far vardet —2.3496. Eftersom W

10

enligt nollhypotesen har férdelningen t(10 — 1) sa blir p-vérdet

&m’

p = Pr(|W—0| > |-2.3496 —0|) = Pr(W < —2.3496 eller W > 2.3496)
= Fio)(—2.3496) + 1 — Fy(g)(2.3496) = 2F(q)(—2.3496) = 0.043333,

sa vi kan férkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 0.05.
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@ Testa vintevirde, normalférdelning, exempel, forts.

Om fragan skulle ha varit om nederbérdsmingden i mars 2014 var ovanligt
liten skulle vi som nollhypotes ha valt pastaendet att den inte var det, dvs.
att férdelningen av skillnaderna ar N(u, 02) dar ju > 0. Testvariabeln skulle
ha varit precis densamma men p-vardet skulle ha blivit

p = Pr(W < —2.3496) = Fy(g)(—2.3496) = 0.021667.

Om fragan skulle ha varit om nederbérdsmangden i mars 2014 var ovanligt
stor skulle vi som nollhypotes ha valt pastaendet att den inte var det, dvs.
att fordelningen av skillnaderna dr N(yu, 0%) dar jn < 0. Eftersom
medelvardet ar negativt ar resultaten helt i enlighet med den har
nollhypotesen sa det finns inget skal att forkasta den och vi behéver inte
heller rdkna ut stickprovsvariansen, det ricker att vi rdknar medelvardet.
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% % Normalférdelad slumpvariabel, testning av vintevirdet

Ifall X;, j =1,2,...,n ar ett stickprov av slumpvariabeln X som ar

N(u, 02)-férdelad och nollhypotesen ar ju = g (eller i < g eller p > o)
sa valjer vi som testvariabel

n

dar X dr medelvirdet och S? stickprovsvariansen.

© Obs!

Det ir en f6ljd av antagandet om normalférdelning att har inte anvinds
approximationer sa det ar inte nédvandigtvis ett problem om
stickprovsstorleken n &r liten.
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% @ Testning av andel eller sannolikhet med normalapproximation

Ifall Xj, j =1,2,...,n ar ett stickprov av en Bernoulli(p)-férdelad
slumpvariabel och nollhypotesen dr p = pg (eller p < py eller p > po) sa
kan vi som testvariabel vilja

X —po

Vi kan lika vl rikna summan Y =} 7, X; av stickprovet som &r
Bin(n, p)-férdelad och testvariabeln (som inte dndras) kan vi skriva i
formen

~a N(0,1).

Y — npg

Vv po(l — po)n

~ N(0,1).

© Obs!
| dethar fallet anvdnder vi en approximativ férdelning och som en tumregel
kan man anvidnda att approximationen ar tillrackligt bra om
min(npo, n(1 — po)) > 10.
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W % p-varde, kritiskt omrdde, t(m)- eller N(0, 1)-testvariabel

e Vi antar att testvariabeln U &r t(m)- eller (approximativt)

N(0, 1)-fordelad sa att dess fordelningsfunktion &r Fy och att den i
testet far vardet u.

e Om alternativet till nollhypotesen ar tvasidigt, dvs. nollhypotesen ar
= o, p = po OSV., dvs. resultaten ar helt i enlighet med
nollhypotesen da testvariabeln ar 0 s3 galler:

o p-vardet dr Pr(U < —|uy| eller U > |u.|) = 2Fy(—|us]).

o Nollhypotesen férkastas pa signifikansnivan « ifall p < « dvs. om
testvariabelns varde ligger i det kritiska omradet
(—o0, —u%) U (u%,oo) dérug = —FJl(%) = FJl(l =2
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% @ p-vdrde, kritiskt omrade, t(m)- eller N(0, 1)-testvariabel, forts.

o Om alternativet till nollhypotesen ar ensidigt, och nollhypotesen ar
w < g, p < po osv., dvs. resultaten ar helt i enlighet med
nollhypotesen di testvariabeln ar < 0 sa géller

o p-véardet r Pr(U > u,) =1 — Fy(uy).
o Nollhypotesen férkastas pa signifikansnivdn o om p < « dvs. om

testvariablens varde ligger i det kritiska omradet (uy,c0) dar
o =—F5(e) = Fj(1 - a).
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% @ p-vdrde, kritiskt omrade, t(m)- eller N(0, 1)-testvariabel, forts.

o Om alternativet till nollhypotesen ar ensidigt, och nollhypotesen ar
> g, p > po osv., dvs. resultaten ar helt i enlighet med
nollhypotesen di testvariabeln ar > 0 sa géller

o p-vardet dr Pr(U < u,) = Fy(uy).
o Nollhypotesen férkastas pa signifikansnivdn o om p < « dvs. om

testvariabelns virde ligger i det kritiska omradet (—oo, —u,) dar
o =—FyHa) = F;'(1 - a).
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% @ Testning av tv3 vintevirden, normalférdelning, samma varians
Om X;, j=1,2,...,ncoch Y}, j=1,2,...,n, ar (oberoende) stickprov
av slumpvariablerna X och Y dir X ~ N(pix,02) och Y ~ N(py,0?) och

nollhypotesen ar i =, (eller pix < iy, eller pi > 1) sa valjer vi som
testvariabel

X-Y t(nx + ny, —2)
\/("x—1)534'(”}/_1)5}g X (i + l) ) g ‘
nx+n,—2 Nx ny

- . (nx—1)52+(n, —1)52
© Varfor \/ T (= + %)
Eftersom X; ~ N(ux,02) och Y; ~ N(uy,0?) s& giller

%721)53 ~ X?(nx — 1) och % ~ x%(n, — 1) och eftersom X- och

Y -slumpvariablerna och ddrmed S2 och 5}3 ar oberoende s3 ar
%((nx —1)S2 + (n, — 1)S2) ~ x*(nx — 1+4ny, - 1). Testvariabeln kan
alltsa skrivas i formen % dar Z = \/% ~ N(0,1),

m=n,+n,—2ochC= %(( —1)82 (ny—1)5y2).

v

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 13 februari 2015 36 /77



% Exempel: Skillnaden mellan andelar

Under dren 1660-1740 féddes i Paris 377 649 flickor och 393535 pojkar
och under samma tid féddes i London 698 900 flickor och 737 687 pojkar.
Finns det skillnader i andelen flickor?
Lat X; vara en slumpvariabel som far vardet 1 om barn nummer j i Paris
ar en flicka och 0 om det ar en pojke och lat Y; vara motsvarande
slumpvariabel for barnen i London. Dessutom antar vi att alla dehar
slumpvariablerna ar oberoende och att Pr(X; = 1) = pp och
Pr(Y; = 1) = p.. Nollhypotesen ar i detta fall H, : pp = p.
Nol/hypotesen sager inte vad pp = p; dr men vi kan rdkna ett estimat p
fér denhdr sannolikheten genom att konstatera att det féddes sammanlagt
2 207 771 barn och av dessa var 1076 549 flickor sa att

1076549

m ~ 0.48762. Vi kan ocksa rdkna medelvardena av de
observerade stickproven och de dr X = 0.4897 och 'y = 0.4865.

el
PA=P) 4 np = 771184 r
np

Slumpvariabelns X varians dr ungefar

antalet barn fédda i Paris.
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@ Exempel: Skillnaden mellan andelar, forts.

~

p(1—p)
n

P3 samma satt &r variansen av 'Y ungefdr

antalet barn fédda i London.

Det hir betyder att slumpvariabelns X — Y varians dr ungefar
(1 — 5 51— 8
PO —P) aF PA=P) sa att testvariabeln

np ne

X-Y
V=B, + )
ar i stort sett N(0, 1)-férdelad.

| dethar fallet far testvariabeln vardet
0.48970 — 0.48650

\/0'48762 +(1-0.48762) - (7711184 + 143615587)
p-vardet blir nu

p ~ Pr(|Z| = 4.535) = 2 - Fy(9,1)(—4.5350) = 0.00000576,
vilket betyder att vi har goda skl att férkasta nollhypotesen.

=

z

dar ng = 771184 ar

= 4.5350.
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@ ¥ Testning av tva andelar eller sannolikheter

OmX;, j=1,2,...,nc0och Y}, j=1,...,n, ar tvd (oberoende) stickprov
av slumpvariablerna X och Y dar X ~ Bernoulli(px) och

Y ~ Bernoulli(p,) och nollhypotesen ar px = p, (eller px < p, eller

Px > py) sa valjer vi som testvariabel

X-Y
= = ~a N(07 1)
JPA-PE+L
dar - .
B_ nXX-I—nyY'

ny + ny
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@ Exempel: Skillnaden mellan tva vintevirden, allmant fall

Fran en viss process har vi samlat in data for att sakerstilla
produktkvaliteten och sedan gjorde vi andringar i processen for att minska
pa variansen. Detta lyckades ocksd men vi hoppas och ocksa matvardena,
dvs. kvaliteten ocksa stigit. For att underséka detta gjorde vi matningar
fére och efter forandringarna:

Stickprovsstorlek | Medelvarde | Stickprovsvarians
Fére 220 4.50 0.08
Efter 250 4.56 0.04

Har har vi alltsa stickprov X1, Xa, ..., Xao (fére) och Y1, Ya, ..., Yaso
(efter) och vi antar att alla dessa slumpvariabler dr oberoende,
slumpvariablerna X; har samma fordelning och slumpvariablerna har
samma férdelning. Diremot antar vi inte att de har samma varians eller ar
normalférdelade men nog att de ar sidana att medelvirdena X och Y ar
ungefar normalférdelade pa gund av den centrala gransvardessatsen.
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@ Exempel: Skillnaden mellan tva vintevirden, allmint fall, forts.
D3 galler ocksa

2 2
_ o o
X—Y~,N — iy =2 e L
a (MX 1Ys 550 + 250)
I dethar fallet valjer vi som nollhypotes ux > py som motpastiende till
var férmodan att kvaliteten férbattrades, dvs. py > ux. Vi vet inte vad

0% och a%, &r men vi kan estimera dem med stickprovsvarianserna S och
S2 s3 att testvariabeln blir

X-Y
Z=—2"""_ ~,N(,1).

sz, 5§

220 + 250

Virdet av testvariabeln ar i detta fall —2.622 och eftersom positiva virden
pa testvariabeln dr i samklang med nollhypotesen sa blir p-virdet

p = Pr(Z < —2.622) ~ Fy(o1)(—2.622) = 0.0044.

Det har betyder att vi kan férkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 0.01.
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% Anpassning eller " Goodness-of-fit”

Om X;, j=1,...,n ar ett stickprov av slumpvariabeln X vars virdemangd
ar UJL A dar mangderna Ay ar disjunkta och nollhypotesen ar

Ho : Pr(X € Ax)=pk, k=1,....m

sa valjer vi som testvariabel

" (Ox — npy)?
> (,,—) ~a x3(m 1),
—1 Pk

dar Oy ar antalet element i mangden {j : X; € Ay }.
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© Exempel: Singla slant

Antag att vi singlar slant 400 ganger och far 170 klavor och 230 kronor.
Som nollhypotes tar vi Hg : p = 0.5 ddr p = Pr(T).

Om Y ér antalet klavor s3 dr Y ~ Binom(n, p) med n =400 och p = 0.5.
Det betyder att \/% ~, N(0,1) s5 p-virdet blir, eftersom alternativet
till nollhypotesen ar tvasidigt,

p=2-Pr(Y <170)

5. pr Y —np < 170 — 200
v/np(1—p) ~ V/400-0.5-0.5

_o.pr[ Y~ 3 ~0.0026998.
np(1 — p)
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© Exempel: Singla slant, forts.

Ett annat sitt ar att skriva de observerade talen i en tabell:

T | H
170 | 230

B
och rakna vérdet av testvariabeln C =Y, ; % i

x2-anpassningstestet och det blir

(170 —400-0.5)2 (230 —400-05)2 302 302

40005 * 40005 200 T 200 ~

9.

Nu &r C ungefir x?(2 — 1)-férdelad och det &r bara stora virden ps C
som motsager nollhypotesen sa testets p-varde blir

p=Pr(C>9)=1—Faq)(9) = 0.0026998.
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(& Exempel: Singla slant, forts.

Hur kommer det sig att vi far exakt samma svar i bida fallen?
Om Y ~ Binom(n, p) ar antalet klavor s ar n — Y antalet kronor och

(Y =P (n=Y)=n(L=p)? _(Y=np)® (=Y +np)

np n(1—p) np n(1—p)
2
(Y — np)? (1 1 ) (Y — np)? Y —np
= — + = = 9
n p 1-p np(1 — p) np(1 — p)

s3 att testvariabeln i y>-testet r kvadraten av testvariabeln i
normalapproximationen av den binomialférdelade slumpvariabeln Y och en
x%(1)-fordelad slumpvariabel &r enligt definitionen kvadraten av en
N(0, 1)-fordelad slumpvariabel.

Ifall antalet klasser m i x?-testet ar stérre 4n 2 s3 r det betydligt
besvarligare att visa att C ~, x?(m — 1).
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@ Test av variansen, normalférdelning

Om X;, j = 1,2,...,n ar ett stickprov av slumpvariabeln X som ar
N(u, 02)-férdelad och nollhypotesen &r o2 = o3 (eller 0® < o3 eller
o2 > ag ) sa valjer vi som testvariabel

n—1)S?
=05 | 2(n-1),
09

dar S? ar stickprovsvariansen.
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@ p-virde, kritiskt omrade, y>-testvariabel

o Vi antar att testvariabeln C r (approximativt) x?(k)-férdelad och att
den | testet far vardet c,.
@ Om alternativet till nollhypotesen ar ensidigt och sma virden av
testvariabeln ar férenliga med nollhypotesen sa galler:
o p-vardet ar Pr(C > c¢,.) =1 — Fzq(ci).
o Nollhypotesen férkastas pa signifikansnivin e om p < « dvs. om
testvariabeln far sitt virde i det kritiska omridet (sz%k)(l — ), ).

e Om alternativet till nollhypotesen ar ensidigt och stora virden av
testvariabeln ar féreneliga med nollhypotesen sa galler
o p-vérdet ar Pr(C < c.) = Fyo@0(c).
o Nollhypotesen forkastas pa signifikansnivin a om p < « dvs. om
testvariabeln far sitt virde i det kritiska omradet (0, sztk)(a)).
o Om alternativet till nollhypotesen &r tvasidigt sa galler
o p-vérdet ar 2 min(Fy20(ci), 1 — Feo(ci)).
o Nollhypotesen forkastas pa signifikansnivan o om p < o dvs. om
testvariabeln far sitt varde i det kritiska omradet

(0, F 2 (2)) U (Fh (1 — 9),00).
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Exempel: Stickprovsvariansens férdelning

Om X;, j = 1,n &r ett stickprov av en N(u, 0%) férdelad slumpvariabel s&
har (";712)52 fordelningen x?(n — 1). Men vad hinder om vi tar ett
stickprov av en slumpvariabel X som &r jamnt férdelad i intervallet [0, 1]
sa att Var(X) = % ?
Som nollhypotes tar vi att fortfarande ar x*(n — 1)-fordelad, vi
vdljer n =5 och raknar variansen fér 100 stickprov. Klasserna valjer vi som
intervallen [0,2), [2,4), [4,6), [6,8) och [8,00) och resultaten blir féljande
d3 vi ser efter i vilket intervall % hamnar:

12
Ac 110,2) | [2,4) | [4,6) | [6,8) | [8,0)
Ok | 16 41 25 16 2

(n—1)S?
o2

Sannolikheten att en x?(5 — 1)-férdelad slumpvariabel ligger i intervallet
[ak—1, ak) &r Fy2(ay(ak) — Fy2(4)(ak—1) och de har sannolikheterna blir

Ac | [0,2) [2,4) [4,6) [6,8) | [8,0)
px | 0.264241 | 0.329753 | 0.206858 | 0.107570 | 0.091578
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Exempel: Stickprovsvariansens fordelning, forts.

— o 2 o
Vardet av testvariabeln C = Zizl % blir nu

(16 — 26.4241)? N (41 — 32.9753)? N (25 — 20.6858)?
26.4241 32.9753 20.6858

(16 — 10.757)? N (2 —9.1578)2
10.757 9.1578

= 15.115.

Eftersom C &r ungefir x?(5 — 1)-fordelad och endast stora virden pd C
motsager nollhypotesen sa blir testets p-varde

p=Pr(C >15.115) = 1 — F,2(4(15.115) = 0.0045.

Det har betyder att det finns skal att forkasta nollhypotesen och om vi
skulle ha rdknat variansen fér annu flera stickprov skulle det hdr ha blivit
annu tydligare.
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& Exempel

Vi vill testa om sannolikheten att fa en krona dd man singlar en viss slant
faktiskt 4r 0.5. Hur manga ganger maste vi singla slanten for att
sannolikheten att nollhypotesen Hg : p = 0.5 forkastas pa signifikansnivan
0.05 ar atminstone 0.9 om p > 0.527

Eftersom vi vill rakna ut en bvre grans for antalet kast rdacker det att anta
att p = 0.52. Vi singlar alltsd slant n gdngar och andelen kronor blir d3 p.
Testvariabeln dr (fér normalapproximation)

)
po(1—po)
n

dir pp = 0.5. Eftersom signifikansnivan ar vald till 0.05 och alternativet till
nollhypotesen ar tvasidigt sa ar de kritiska vardena

+20.005 = $F|\T(10 1)(0.025) = +1.96, dvs. nollhypotesen férkastas om
z > 1.96 eller z < —1.96.
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@ Exempel, forts.

A

p—p

pi(1=p1)
n

. -
Pr|—P—P_ ~106|=pr ,3>p0+1.96wM
po(1—po) n

p p—p >P0+1-96\/M_P1
= Pr
/p1(1—p1) /p1(1—p1)

. - ~
I -y Y, pog ) el S

_.I_
pi(1—p1) pi(l=p1)  /p1i(1— p1)

n

Om nu i verkligheten p = p; = 0.52 s3 ar ~a N(0,1), och vi far

~Pr| PP~ 1962—0.04yn
p1(1—p1)
n
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& Exempel, forts.

Vi far ocksa ett motsvarande uttryck for Pr —Pm 196 | men

\/@

eftersom det racker att fa en nedre grans fér n och eftersom det ar rimligt
att anta att den senare sannolikheten dr mycket liten s3 blir kravet att

Pr(Z > 1.96 — 0.04y/n) > 0.9

vilket betyder att
1.962 — 0.04y/n < —1.28

eftersom F,\T(%)’l)(l —0.9) ~ —1.28 och vi far villkoret

> 1.962 +1.28
ng | —————
~ 0.04

2
) = 6569.1,

vilket betyder att det ar skal att vilja n > 6600.
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& Exempel, forts.

Om nu n > 6600 s3 visar en rikning att

A

pr | _P—Po

— Pr(Z < —1.96 — 0.04y/n) < Pr(Z < —1.96 — 1.962 — 1.28) ~ 107,

< —1.96

s3 det var helt korrekt att strunta i denna term.
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% % Korrelation

Korrelationen eller korrelationskoefficienten mellan slumpvariablerna X och
Y &r

X, Y E((X —EX))(Y — E(Y
ey — Cor(X. ) — _CMXY) _ E(X—EO)(Y — E(V)))
Var(X)Var(Y) Var(X)Var(Y)
och om (X;,Yj), j=1,...,n ar ett stickprov av slumpvariabeln (X, Y') si
ar stickprovskorrelationskoefficienten
Rxy = =L
@, 1% - 5 o7 1(v VE |55
dar
1 - -
S =——2 206 =X)(%; = V),
j=1
och

n

1 < — 1 —
SE=—=> (X=X S=—=>(¥-Y)]
1

n—1+4 -
J= J=1
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© Obs!

Om X och Y &r slumpvariabler med dndlig men positiv varians och a, b, ¢
och d &r tal (med a # 0 och ¢ #0) s3 ar

Cor(aX + b, cY + d) = sign(ac)Cor(X, Y).
Varfér? Eftersom Cor(U, V') = Cor(V/, U) s3 racker det att visa att
Cor(aX + b, Y) = sign(a)Cor(X, Y) for da ar
Cor(aX + b, cY + d) = sign(a)Cor(X, cY + d) = sign(a)Cor(cY + d, X)
= sign(a)sign(c)Cor(Y, X) = sign(ac)Cor(X, Y)
Eftersom E(aX + b) = aE(X) + b sa ar
Var(aX + b) = E((aX + b — aE(X) — b)?) = a?Var(X) och
Cov(aX + b, Y) = E((aX + b — aE(X) — b)(Y — E(Y)))
— GE((X — E(X))(Y — E(Y))) = aCov(X, Y),
sa att

aCov(X,Y) _a o  con(a)Cor
\/a2Var(X)Var(Y) N |a|C (X, Y) gn(a)Cor(X,Y).
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Cor(aX+b,Y) =




@ Stickprovskorrelationskoefficientens fordelning
e Ilfall (X;,Y}), i=1,...,n ar ett stickprov av en slumpvariabel (X,Y)
dar X och Y ar oberoende, s3 att py, = 0, och den ena av
slumpvariablerna dr normalférdelad och den andra ar kontinuerlig sa

géller
RXYV n—2

e Ifall (X;,Y}), i=1,...,n ar ett stickprov av en normalférdelad
slumpvariabel (X,Y) med —1 < py, <1 (ocho? > 00cho? > 0) 53 galler

1+ Rxy 1+ pxy 1
1 2 IO ) A 1
2In(l_ny) 3N<2|n(1—pxy —

~t(n—2).
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% % Minsta-kvadrat-metoden d& y ~ by + by x

Om man antar att sambandet mellan x och y ar y =~ by + bi1x, punkterna

(xj,yj), j=1,...,n adr givna och man bestimmer by och by sa att
n
2
> (v = bo — bix))
j=1

ar sa liten som méjligt sa blir svaret

2 =X =) sy
Zj—l(xj —X)? B g

j-1% ochy = 5371y

Varfér? \/I kan skriva kvadratsumman > 7_; (y; — bo — bixj)? i formen

f(bo, b1) = S0 ((y, ¥) — by — b(x — x))z, och villkoret att den

partiella derivatan med avseende pa bo &r 0 ger 2nby = 0, dvs. by = 0 och
villkoret att den partiella derivatan med avseende p3 by ar O ger
2 Z}'Zl(bl(xj- —X) = (yj — ¥))(xj —X) = 0 och denna ekvation ger
uttrycket for b;.
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dirx = l




© Obs

I rakningarna ovan férekommer inga slumpvariabler men vi kan bra tinka
oss att sambandet mellan variabler x och y dry = By + f1x men da man
mdter vardena av y-variabeln si férekommer det slumpmdssiga fel som
leder till att de uppmatta vardena blir

.)/j:/B0+/81)<j+6j7 j:]-)"'7n

dar € ar slumpvariabler. Det faktum att man minimerar

> i1 (v = bo — blxj)2 (och inte nagot annat uttryck) ar férnuftigt om
man antar att det inte forekommer nagra fel i x;-vardena och att alla
avvikelser fran en rit linje beror pa felaktiga yj-varden. Att man sedan
minimerar en kvadratsumma och inte tex. absolutbelopp ar férnuftigt om
man antar att slumpvariablerna €; dr normalférdelade.
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% Exempel: Regressionslinje

Vi har féljande observationer

x| 10| 1.9 | 2.7 | 32| 38| 47| 51|55
y|-08|-04|-00|09|12|13|17|21
Férst rdknar vi medelvardena och de ar
x = 3.4875,

Sedan skall vi rakna stickprovsvariansen av x och stickprovskovariansen av

y = 0.75.

variablerna x och y och vi far

Sxy =

1
n—1

1

n—1

n

> (x5 —%)* =2.5184,

=i
n

> (= X)(y; —y) = 1.6121.

=

V.
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% Exempel: Regressionslinje, forts.
Det har betyder att

by = SSX—ZV — 0.64015,

by =y — bix = —1.4825.

Punkterna och linjen ser ut pa féljande satt:

—
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¥ ¥ Regression
e Vi antar att slumpvariabeln Y forutom pa slumpen beror pa variabeln
X sa att
Y =050+ Bix+e¢
dar e ar en slumpvariabel som vi antar att ar oberoende av x.
o Ett stickprov av Y ar darfér av typen (x;,Y;), j=1,...,n dar

ej = Yj — Bo — B1x; ar oberoende slumpvariabler med samma
férdelning, som vi vanligen antar vara N(0, 0?).

e Med minsta kvadratmetoden (som ar férnuftig precis da
e ~ N(0,0?)) far vi féljande estimatorer for 31, By och o:

Sy
S
By =Y - Bix,
1 n
St = =3 2%~ B = By’
J:
dér Sy = 715 271 (5 = X)(Y; = V).
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% Regression, testvariabler

o Antag att e; ~ N(0,02), j = 1,...,n ar oberoende och
Yj=080+ pixj+¢j, j=1,...,n. D3 ar

, (1 X2
B"””(ﬁ""’ (E+(n—1)s3)>’

0,2
B; ~N </81’ (n — 1)5)%) )
(n—2)S?

2
~ —2).
p xX“(n—2)

@ Som testvariabler kan vi anvanda

Wo = Bo — fo ~t(n—2),
Y2
\/52 (% + (n—1)53>
By — B
W1 = T Nt(n—2)
(n—1)sz
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% Ett samband mellan estimatorerna
Av definitionerna ovan féljer ocksa att

> n—1 2

5°= n 25y(1 o ny)7

S2

RX = Bl _Xu

| $2

och
Bl . nyvn—2
s V1- R}
(n—1)83

Det senare resultatet visar att test av nollhypoteserna 31 = 0 och p,, =0
ger samma resulat (dd man antar normalférdelning).
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© Ett samband mellan estimatorerna, varfor?
Eftersom By = =¥, By = Y — Bix, S?

— 2 j= 1(Y Bo — lej)2 och

_ 2 o s
Sxy = Ry sXSy s3 ar

n n

(n=2)$* =3 (Bo+ By~ )" =D (Bilg = %)~ (=)
jfl j=1
= B2 g %~ 281> 05— W) — )+ S0 — 9
J=1 Jj=1 j=1
=(n—1)(Bis; —2B1Sy + S7) = (n— 1) <Siy43 B 252 . 52)
=(n—1)(5 - R3,S;) = (n— 1)53(1 - R2),
s3 att
5" = n_253(1 —RZ).

v
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@ Ett samband mellan estimatorerna, varfoér?, forts.
En féljd av det har ar att

— SXy

(n—152(1— ») N s2S2(1—-R2)
n—l)s2 n—1)s2 n—2
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& Exempel: Trafikolyckor
Enligt statistikcentralen var antalet forolyckade personer i trafikolyckor

under dren 2004-2013 féljande

2004

2005

2006

2007

2008

2009

2010

2011 | 2012 | 2013

375

379

336

380

344

279

272

292 | 255

248

I dethér fallet ar det dndamdalsenligt att som x-variabel ta artalet fran

vilket vi subtraherar 2015 s3 att tabellen ser ut pa féljande sitt:

X

-11

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4 | -3

-2

Y

375

379

336

380

344

279

272

292 | 255

248

Fran det har stickprovet kan vi rdkna féljande estimat:

y

2
Sx

52

Sxy

—6.5

316

9.1667

y
2772.8889

—145.5556
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% Exempel: Trafikolyckor, regressionslinjen

Nu far vi féljande estimat for parametrarna i regressionsmodellen
Y; = Bo + B1x; +¢€j:

by = 2¥ — —15.879,
sX

by =y — bix = 212.79,
hy = —2 = —0.91297.

Linjen och datapunkterna ser ut ps foljande satt:

v
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@ Exempel: Trafikolyckor, (1

Vi kan rikna ett estimat for restvariansen antingen direkt med formeln

10
1
2 _ }: b — )2

men i allmadnhet 3r det enklare att anvanda formeln

2_n—-1, 2y_ 9 2\ _
g = P 2sy(l — rxy) =3 2772.8889 - (1 — (—0.91297) ) = 519.35.
Nu kan vi testa nollhypotesen 31 = 0 och da ar testvariabeln
B;—0
Wy = " t(10 — 2),
(n_l)sx

och den har testvariabeln far vardet

—15.
wy = 15879 = —6.3287.

519.35
9-9.1667
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& Exempel: Trafikolyckor, 3;, forts.

Eftersom nollhypotesen ar 31 = 0 (och inte tex. B1 > O vilket man vl
kunde motivera) sa blir p-vardet

p = 2Fy(s)(—6.3287) = 0.000226,

Exempel: Trafikolyckor, (o

Eftersom vi subtraherade 2015 fran artalen ar 3y vantevardet av antalet
férolyckade i trafikolyckor ar 2015.
Om vi vill testa hypotesen By > 240 sa anvidnder vi som testvariabel

Wo = Bo — fo ~t(n—2).

V= (+ o)

Nar vi satter in de tal vi tidigare rdknat ut i den har formeln s3 far vi
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% Exempel: Trafikolyckor, 3y, forts.

wo = 212.79 — 240 — 1591

6.5
\/519'35 (10 - (10( 1)9. )1667)

Eftersom nollhypotesen var Sy > 240 s3 ar det endast stora negativa
varden pa testvariabeln som motsager nollhypotesen, dvs. alternativet ar
ensidigt sa p-vardet blir

p = Fys)(—1.5261) = 0.082749,

och vi férkastar inte nollhypotesen ens pa signifikansnivan 0.05.
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% Exempel: Trafikolyckor, konfidensintervall fér parametrarna
Konfidensintervall fér parametrarna 3y och 31 definieras och berdknas pa
samma satt som konfidensintervall fér vantevardet av en normalférdelad
slumpvariabel. Om vi tex. skall bestimma ett 99% konfidensintervall for
parametern (31 sd konstatterar vi forst att eftersom

w— BB o

Ve

och F( (0.995) = t(8)(0 005) = 3.3554 s3 ar
Pr| —3.3554 < ———— Bl < 3.3554 | =1—0.005—0.005=0.99.
\/ (n— 1)s2
B1 — 31
Eftersom —3.3554 < T < 3.3554 om och endast om
(n—1)s3

v
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% Exempel: Trafikolyckor, konfidensintervall fér parametrarna, forts.

52 5 -
Bl — 3.3554 m S ,61 S B]_ + 3.3554 m sa ar
P B — 3.3554 > B; +3.3554 > 0.99
r ﬁl E 1 — 3.355 m, 1+ 3.355 m =

Nar vi satter in de tal vi rdknat ut tidigare sa far vi som konfidensintervall
med konfidensgraden 99%

519.35 [ 519.35
[ 15.879 — 33554\/9 9.1667 —15.8791 4 3.3554 9. 91667]

—24.295, —7. 4628
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¥ Betingade fordelningar av normalférdelningar, forklaringsgrad

Om (X, Y) ar normalférdelad s ar

(Y|IX=x)~N (HY +pxyg—;(x — px), (1= P§<Y)U§/) )

dvs.
oy
E(Y[X =x) =py + PXYE(X — px) = Bo + Pix,
dar
oy _ Oxy
fr=pxy—=—">5,
ox &%

Bo = py — Biix-

Med minsta kvadratmetoden far vi estimat fér parametrarna 3y och (1
som ar

S S

Y Xy
b1 =ry—==—=,

Sx 2
by =y — bix.

o
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¥ Betingade fordelningar av normalférdelningar, forklaringsgrad, forts.

Om (X, Y) ar normalférdelad och X = x sa kan vi alltsa skriva
Y =00+ bix+e
dar
e~ N(0, (1 — piy)o¥).

Har &r allts3 restvariansen (1 — p%y )0y den del av variansen av Y som
inte kan férklaras med beroendet pa X och den del av variansen av Y som
kan férklaras med beroendet pa X ar

2 2

Pxy%y _ 2
D) = Pxy-
Oy

Analogt med detta sdger vi att talet rfy, som dr ett estimat av piy ar
regressionsmodellens Y; = by + b1 x; forklaringsgrad.
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@ % Interpolering och extrapolering

Om man har gjort matningar av nagot slag och fatt resultaten (x;, y;),
j=1,...,n sa vill man ofta veta vilket varde y skulle fa om x = xy. Ett
sdtt att rdkna ut ett rimligt svar ar att anta att y ~ by + b1 x, bestimma
bo och by och sedan rakna ut by + bixg. Ett enkelt sitt att férutom att
gora denna rikning ocksa fa en uppfattning om hur stort felet kan bli ar
att ersatta vardena x;, j = 1,...,n med Xj = x; — xp och sedan i normal
ordning rakna ut estimat och géra hypotesprévningar fér By i
regressionsmodellen Y = [y + f1X + €.
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(@ Logistisk regression

Antag att vi av friska och insjukanade personer matt féljande
koncentrationer av fibrinogen i blodet:

Friska |252]256]219]218]341]246]322]221)|
Friska | 3.15]2.60] 229 2.35
Insjuknade | 5.06 | 3.34 | 2.38 | 3.53 | 2.09 | 3.93 |

Om nu fibrinogenkoncentrationen i blodet pa en viss person ar 3.1 sj vad
ar sannolikheten att hen ar frisk?

Har antar vi alltsa att sannolikheten att en person ar frisk pa nigot sitt
beror pa fibrinogenkoncentrationen, som vi betecknar med x, dvs.
Pr(”Personen ar frisk”) = p(x). Nu ar det inte férnuftigt att anta att
detta samband &r linjért fér d & gar det litt sa att p(x) far varden som inte
ligger i intervallet [0, 1]. En battre idé ar att anvdnda odds och anta att

eC0+C1X

p(x)
log <) =c+ax dvs. p(x)= 1+ e%tax’

1—p(x)
Fér att estimera cg och ¢ anvander vi Maximum likelihood metoden.
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(@ Logistisk regression, forts.

Lat nu f;, i =1,...,n1 vara koncentrationerna hos de friska personerna
och s;, i =1,...,ny koncentrationerna hos de insjuknade personerna. Lat
nu L(cp, c1) vara sannolikheten, med de antaganden vi gjort, att de friska

ar friska och den sjuka ar sjuka, eller (eftersom 1 — p(x) = 1 +eco+61x )
efotats . . gCotcitn
L‘(Co, Cl) = (1 T eco+C1t1) . (1 + eco—l-clt,,l)
1
(L4 e@tas). (14 etasm)’

Det ar inte helt enkelt att bestimma den punkt i vilken denna funktion
uppndr sitt stérsta virde men med numeriska metoder far vi co ~ 5.4 och
c ~ —1.6 sa att p(3.1) =~ 0.6.
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