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Tilastollisen tutkimuksen kaikki mahdolliset kohteet muodostavat tutkimuksen (kohde-)
perusjoukon. Tutkimuksen kohteita tarkastellaan aina perusjoukon muodostamassa kehikossa.
Tutkimuksen kohteiksi valittuja perusjoukon alkioita kutsutaan havaintoyksikoéiksi. Tilastollinen
aineisto koostuu havaintoyksikdiden ominaisuuksia ja olosuhteita kuvaavista numeerisista tai
kvantitatiivisista tiedoista. Havaintoyksikdita koskevia numeerisia tai kvantitatiivisia tietoja
kutsutaan havaintoarvoiksi tai havainnoiksi.

Tilastollisten aineistojen kerdaminen
Muutetaanko tutkimuksessa tutkimuksen kohteiden olosuhteita aktiivisesti?

(i)  Tutkimus on koe, jos tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, miten kohteiden olosuhteiden
aktiivinen muuttaminen vaikuttaa tutkimuksen kohteisiin.

(if)  Tutkimus perustuu suoriin havaintoihin, jos tutkimuksen tavoitteena on vain seurata, miten
kohteiden olosuhteet ja niissa tapahtuvat muutokset vaikuttavat kohteisiin.

Kohdistuuko tutkimus kaikkiin perusjoukon alkioihin vai johonkin perusjoukon osaan?
(i)  Tutkimusta kutsutaan kokonaistutkimukseksi, jos kaikki perusjoukon alkiot tutkitaan.

(if)  Tutkimusta kutsutaan otantatutkimukseksi, jos tutkimus kohdistuu johonkin perusjoukon
osajoukkoon.

Mittaaminen ja mittarit

Tilastollisen tutkimuksen kohteiden ominaisuuksia ja olosuhteita seka niiden muutoksia

kuvaavat numeeriset tai kvantitatiiviset tiedot saadaan selville mittaamalla. Mittaaminen tarkoittaa
numeeristen arvojen liittdmista tutkimuksen kohteiden ominaisuuksiin ja olosuhteisiin. Mittaria
voidaan pitaa funktiona, joka liittda numeeriset arvot tutkimuksen kohteiden ominaisuuksiin ja
olosuhteisiin.

Mittauksen tulos voidaan siis aina ilmaista jonkin tutkimuksen kohteen ominaisuutta tai olosuhdetta
kuvaavan muuttujan arvona. Siten tutkimuksen kohteiden ominaisuuksia ja olosuhteita kuvataan
mittaustapahtumassa numeerisilla muuttujilla.

Mittarin validiteetti ja tarkkuus

Mittari on validi eli oikea, jos se esittad mittauksen kohteena olevaa ominaisuutta oikein,
merkityksellisesti ja tarkoituksenmukaisesti.

Mittari on tarkka, jos se on harhaton ja reliaabeli:

(i)  Mittari on harhaton, jos se ei systemaattisesti ali- tai yliarvioi mitattavan ominaisuuden
maaraa.

(if)  Mittari on reliaabeli eli luotettava, jos mittaustulos ei muutu, kun mittausta toistetaan.

Mitta-asteikot

Mittaus on tehty nominaali- eli laatueroasteikolla, jos mittaus kertoo mihin luokkaan mittauksen
kohde kuuluu.

Mittaus on tehty ordinaali- eli jarjestysasteikolla, jos mittaus kertoo onko mittauksen kohteella
mitattavaa ominaisuutta enemman tai vahemman kuin jollakin toisella kohteella.

Mittaus on tehty intervalli- eli valimatka-asteikolla, jos mittaus kertoo kuinka paljon kahden
mitattavan kohteen ominaisuudet eroavat toisistaan.
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Mittaus on tehty ratio- eli suhdeasteikolla, jos mittaus kertoo kuinka monta kertaa enemman tai
vahemman mittauksen kohteella on mitattavaa ominaisuutta kuin jollakin toisella kohteella.

Kvalitatiiviset ja kvantitatiiviset muuttujat

Ominaisuutta ja sitd kuvaavaa muuttujaa kutsutaan kvalitatiiviseksi, jos mittauksen kohteet
voidaan luokitella mittauksen perusteella toisistaan eroaviin kategorioihin tai luokkiin.
Kvalitatiivisia ominaisuuksia kuvataan laatueroasteikollisilla muuttujilla.

Ominaisuutta ja sitd kuvaavaa muuttujaa kutsutaan kvantitatiiviseksi, jos mittaus tuottaa
ominaisuuden maarallisen arvon. Kvantitatiivisia ominaisuuksia kuvataan valimatka- tai suhde-
asteikollisilla muuttujilla.

Diskreetit ja jatkuvat muuttujat

Mitattavaa ominaisuutta vastaava muuttuja on diskreetti, jos se voi saada vain erillisia arvoja.
Diskreetteja muuttujia ovat esimerkiksi laatueroasteikollisten muuttujien ja sijalukuja kuvaavien
jarjestysasteikollisten muuttujien lisdksi myos sellaiset kvantitatiiviset muuttujat kuten lukumaara-
muuttujat.

Mitattavaa ominaisuutta vastaava muuttuja on jatkuva, jos se voi saada kaikki arvot joltakin valilta.
Jatkuvia muuttujia ovat esimerkiksi useimmat fysikaaliset suureet kuten pituus, pinta-ala, tilavuus,
paino, aika, nopeus ja paine sekd myds monet talouselamaa kuvaavat suureet kuten rahamaara ja
korko.

Huomautus:

Muuttujien mitta-asteikollisilla ominaisuuksilla (kvalitatiivisuudella/kvantitatiivisuudella tai
diskreettiydelld/jatkuvuudella) on syvéllinen vaikutus siihen, mita tilastollisia menetelmia
kyseisessa tilanteessa on luvallista (tai suotavaa) soveltaa.

Tilastollisten aineistojen kuvaaminen
Frekvenssit
Olkoon muuttuja x diskreetti ja oletetaan, ettd sen mahdolliset arvot ovat
Y1, Y2, ooe s Ym
Olkoot
X1y X2, ... 5 Xn
muuttujan x havaitut arvot. Muuttujan x mahdollisen arvon yi , k=1, 2, ..., m frekvenssi
fi
kertoo kuinka monta kertaa yy esiintyy havaintoarvojen xi, X, ... , X, joukossa.
Frekvenssijakauma
Muuttujan x mahdolliset arvot

yli y29 ey ym
yhdessé niiden frekvenssien
f]_, f2, cee g fm
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kanssa muodostavat muuttujan x havaittujen arvojen Xy, Xo, ... , X, frekvenssijakauman. Huomaa,
etta

fi+fy+.-+f,=n
jossa n on havaintojen kokonaislukumaara.
Pylvasdiagrammi
Frekvenssijakaumaa

(Y, f)  k=1,2,...,m

voidaan kuvata graafisesti pylvasdiagrammilla, jossa muuttujan x mahdollisen arvon yi havainto-
arvojen xi, Xz, ... , Xn joukossa esittad pylvas, jonka korkeus vastaa frekvenssia fy .

Huomautus:

Pylvésdiagrammin tulkinta on samantapainen kuin diskreetin todennakéisyysjakauman
pistetodennakdisyysfunktion tulkinta.

Luokkafrekvenssit
Olkoon muuttuja x jatkuva ja oletetaan, ettd sen mahdolliset arvot ovat valilla
(a, b)
jossa voi olla a = —o0, b = +c0. Jaetaan véli (a, b) pisteilla
a=g,<a <a, < -+ <a,,<a,=b
pistevieraisiin osavaleihin
(ak1, &l , k=1,2,...,m
Olkoot
X1y X2, ... 5 Xn
muuttujan x havaitut arvot. Muuttujan x havaittujen arvojen frekvenssi
fi
luokassa k kertoo niiden havaintoarvojen Xi, X, ... , Xn lukumaaran, jotka kuuluvat véaliin
(a1, &l , k=1,2,...,m
Luokiteltu frekvenssijakauma
Luokkavalit
(a1, &l , k=1,2,...,m
yhdessa vastaavien luokkafrekvenssien
fi, o, .o, T

kanssa muodostavat muuttujan x havaittujen arvojen Xy, Xo, ... , Xn luokitellun frekvenssi-
jakauman. Huomaa, etta

fi+fo+--+f=n
jossa n on havaintojen kokonaislukumaara.

Histogrammi

© Milla Kibble ja Ilkka Mellin (2013) 4157



Todenné&kdisyyslaskennan ja tialstotieteen peruskurssiEsimerkkikokoelma 4

Luokiteltua frekvenssijakaumaa
((ak1, a], f) , k=1,2, ..., m

voidaan kuvata graafisesti histogrammilla, jossa muuttujan x havaittujen arvojen
X1y X2, +.+ 5 Xn

frekvenssia f luokassa (ax 1, ax], esittda suorakaide (nelikulmio), jonka kantana on véli
(Ak-1, a]

ja jonka pinta-ala vastaa luokkafrekvenssié fy .

Huomautuksia:

Histogrammin tulkinta on samantapainen kuin jatkuvan todennakdéisyysjakauman
tiheysfunktion tulkinta.

Jos luokiteltua frekvenssijakaumaa muodostettaessa kaytetaan tasavalista luokitusta, niin
luokiteltua frekvenssijakaumaa kuvaavan histogrammikuvion muodostavien nelikulmioiden
korkeudet vastaavat luokkafrekvensseja f .

Suhdeasteikollisten muuttujien tunnusluvut
Aritmeettinen keskiarvo
Olkoot

X1, X2, +.. » Xn

valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Lukujen Xy, X, ..., X,
aritmeettinen keskiarvo on

M :Yzlzn:xi
N

Aritmeettinen keskiarvo on havaintoarvojen painopiste ja kuvaa havaintoarvojen keskimaaraista
arvoa.

Varianssi
Olkoot
Xl1 X23 ey Xn

valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Lukujen xi, Xo, ... , X, (0tos-)
varianssi on

i=1

o=t S x) Ll[zl(zj]%(zj

n-143 i=1

jossa

on lukujen xy, Xo, ... , Xn aritmeettinen keskiarvo. Otosvarianssi kuvaa havaintoarvojen
hajaantuneisuutta (tai keskittyneisyyttd) niiden aritmeettisen keskiarvon (painopisteen) ympérilla.
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Aritmeettisen keskiarvon ja varianssi laskeminen
Olkoot
le XZ, ce ,Xn

valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Jos havaintoarvojen xi, Xo, ... , Xn
aritmeettinen keskiarvo ja varianssi joudutaan laskemaan kasin tai laskinta kayttaen, kannattaa
laskut jérjestaa alla olevan taulukon muotoon ja kayttaa taulukon vieressé esitettyja kaavoja.

2

i X; X;
2
1 X, X: 1Y
[ N R B s X==) X
L A T T N

Summa| > x | D%

Keskihajonta
Olkoot
le X2) oo 9Xn

valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Lukujen xi, Xo, ... , X, (0tos-)
keskihajonta on

jossa

[ oy

on lukujen xg, Xa, ... , X, aritmeettinen keskiarvo ja s> on lukujen Xy, Xz, ... , X, (0tos-) varianssi.
Otoskeskihajonta kuvaa (kuten otosvarianssi) havaintoarvojen hajaantuneisuutta (tai
keskittyneisyytta) niiden aritmeettisen keskiarvon (painopisteen) ymparilla.

Standardointi

Olkoon x valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittujen arvojen X, X, ... , X
aritmeettinen keskiarvo ja s2 niiden varianssi. Talloin standardoitujen havaintoarvojen

z=5"X i12...n
S

X

aritmeettinen keskiarvo ja varianssi ovat
1 n
7==>7=0
N

$=1 S-7y=1
n-1%
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Tilastollinen etaisyys

Olkoot x valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittujen arvojen Xy, Xz, ... , Xn
aritmeettinen keskiarvo ja s’ niiden varianssi. Talloin havaintoarvojen x, ja x; tilastollinen etaisyys
on

Origomomentit
Olkoot
X1, X2, ++. » Xn
valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Lukujen X, X, ... , Xq
k. origomomentti on

a, :Eink k=12,...
n4

Keskusmomentit
Olkoot
le X2) oo 9Xn

valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Lukujen Xi, X, ... , Xn
k. keskusmomentti on

mt = %Zn:(xi -x)"
i=1l

jossa

[ oy

on lukujen xi, Xo, ... , Xp aritmeettinen keskiarvo.

Vinous
Olkoot
X1, X2, ... » Xn
valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Havaintoarvojen Xi, Xo, ... , Xn
jakauman vinoutta voidaan kuvata otostunnusluvulla
G = mrgiz
jossa
m, = 2. keskusmomentti luvuille Xy, Xo, ... , Xq
m3 = 3. keskusmomentti luvuille Xy, Xz, ... , Xy
Huipukkuus
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Olkoot
X1, X2, ... 5 Xn

valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Havaintoarvojen Xy, Xo, ... , Xn
jakauman huipukkuutta voidaan kuvata otostunnusluvulla

jossa
my = 2. keskusmomentti luvuille Xy, Xo, ... , Xn
my = 4. keskusmomentti luvuille X1, X, ... , Xq
Geometrinen keskiarvo
Olkoot
X1y X2, <. s Xp

positiivisia lukuja. Lukujen Xy, Xo, ... , Xn geometrinen keskiarvo on

Lukujen xq, Xz, ... , Xn geometrisen keskiarvon logaritmi on lukujen xi, Xo, ... , X, logaritmien
aritmeettinen keskiarvo:

log(G) = Iog(x1)+Iog(x;)+---+log(xn) =%ilog(xi)

Harmoninen keskiarvo
Olkoot
X1, X2, +.. 5 Xn
positiivisia lukuja. Lukujen Xy, Xo, ... , Xo, harmoninen keskiarvo on

q_ 1

141
nix

Lukujen X1, Xa, ... , Xn harmonisen keskiarvon kaanteisluku on lukujen xi, xo, ... , X, k&énteislukujen
aritmeettinen keskiarvo:

111
H nIx
Aritmeettinen, harmoninen ja geometrinen keskiarvo

Oletetaan, ettd aritmeettinen keskiarvo M, harmoninen keskiarvo H ja geometrinen keskiarvo G
lasketaan samoista luvuista X, Xo, ... , X, .

Talloin
H<G<M
ja
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vain, jos

X1 = Xp = - = Xp

Jarjestysasteikollisten muuttujien tunnusluvut
Jarjestystunnusluvut
Olkoot

X1y X2, +.+ 5 Xn

jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaittuja arvoja. Jarjestetdan havainto-
arvot Xy, Xo, ... , Xn Suuruusjarjestykseen pienimmasta suurimpaan ja olkoot

21,29, ..., Ip

jarjestykseen asetetut havaintoarvot. Suuruusjérjestyksessa k. havaintoarvoa zx kutsutaan k.
jarjestystunnusluvuksi.

Minimi, maksimi, vaihteluvali
Olkoot
211 227 AR Zn

jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaitut arvot jarjestettyind suuruus-
jarjestykseen pienimmasté suurimpaan. Talléin

Z; = minimiarvo

Zn = maksimiarvo

(z1, z,) = vaihteluvali

Z, —z1 = vaihteluvalin pituus
Prosenttipisteet
Olkoot

21,29, ... , Iy

jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaitut arvot jarjestettyind suuruus-
jarjestykseen pienimmasta suurimpaan. Havaintoarvojen p. prosenttipiste

L)y, P= 1,2,...,99
on piste, joka jakaa havaintoaineiston kahteen osaan:
(i)  p % havaintoarvoista on lukua z(,) pienempia tai korkeintaan yhtéa suuria kuin z, .

(i) (100 — p) % havaintoarvoista on lukua z( suurempia.

Mediaani
Olkoot

211 229 e ,Zn
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jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaitut arvot jarjestettyind suuruus-
jarjestykseen pienimmasta suurimpaan.

Mediaani Me on havaintoarvojen 50. prosenttipiste:
Me = Z(50)

Mediaani jakaa havaintoaineiston kahteen yhta suureen osaan niin, etta toisessa kaikki havainto-
arvot ovat mediaania pienempid, toisessa kaikki havaintoarvot ovat mediaania suurempia.

Havaintoarvojen mediaani Me voidaan maarata seuraavalla tavalla:
(1) Jarjestetdadn havaintoarvot suuruusjarjestykseen pienimmasta suurimpaan.

(2a) Jos havaintoarvojen lukumaara on pariton, mediaani on jérjestetyista havaintoarvoista
keskimmainen.

(2b) Jos havaintoarvojen lukumaara on parillinen, mediaani on jarjestetyista havaintoarvoista
kahden keskimmaisen aritmeettinen keskiarvo.

Oletetaan, etta aritmeettinen keskiarvo M ja mediaani Me méaarataén samasta jatkuvan muuttujan
havaittujen arvojen luokitellusta frekvenssijakaumasta. Jos havaintoarvojen jakauma on yksi-
huippuinen, pétee seuraava:

Vasemmalle vinoilla jakaumilla

M < Me
Symmetrisilla jakaumilla

M ~ Me
Oikealle vinoilla jakaumilla

Me <M
Kvartiilit
Olkoot

21,22, ..., In

jarjestys-, valimatka- tai suhdeasteikollisen muuttujan x havaitut arvot jarjestettyina suuruus-
jarjestykseen pienimmasté suurimpaan. Talléin

Q1 = Alakvartiili = 25. prosenttipiste = zs)
Q2 = Keskikvartiili = 50. prosenttipiste = zs)
Qs = Yléakvartiili = 75. prosenttipiste = zs)

Kvartiilit Q, Q2, Qs jakavat suuruusjarjestykseen asetetun havaintoaineiston neljaan yhta suureen
osaan.
Erityisesti:

Alakvartiili Q Havaintoarvojen mediaania Me pienempien

havaintoarvojen mediaani

Keskikvartiili Q,
Ylakvartiili Q3

Havaintoarvojen mediaani Me

Havaintoarvojen mediaania Me suurempien
havaintoarvojen mediaani
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Kvartiilit, kvartiilivali, kvartiilipoikkeama

Olkoot havaintoarvojen kvartiilit Q1, Q2, Qs. Tallin
(Q1, Q3)
Qs— Q1 = IQR = kvartiilivalin pituus
(Qs — Qu)/2 = IQR/2 = kvartiilipoikkeama

Kvartiilivalia, kvartiilivalin pituutta (IQR = interguartile range) ja kvartiilipoikkeamaa voidaan
kayttad kuvaamaan havaintoarvojen hajaantuneisuutta (keskittyneisyyttd). Jos havaintoarvojen
jakaumaa kuvaavana keskilukuna on kéytetty mediaania, hajontalukuna kaytetaan usein
kvartiilipoikkeamaa.

kvartiilivali

Laatueroasteikollisten muuttujien tunnusluvut
Frekvenssi

Olkoon otoskoko eli keréttyjen havaintoarvojen lukumaara n. Olkoon A jokin perusjoukon
osajoukko ja olkoon f otokseen kuuluvien A-tyyppisten havaintoarvojen frekvenssi eli lukumaara.
Talloin A-tyyppisten havaintoarvojen suhteellinen frekvenssi eli osuus otoksessa on

f

n
Moodi

Frekvenssijakauman moodi eli tyyppiarvo Mo on yleisin havaintoarvo. Luokitellun frekvenssi-
jakauman moodi eli tyyppiarvo Mo on siina luokassa, jossa luokiteltua frekvenssijakaumaa
vastaava histogrammi saavuttaa maksiminsa.

Huomautuksia:

Jos kaytetty luokitus on tasavalinen, luokitellun frekvenssijakauman moodi on siina luokassa,
jota vastaava frekvenssi on suurin.

Jos kaytetty luokitus ei ole tasavalinen, luokitellun frekvenssi jakauman moodi ei valttamatta
ole siind luokassa, jota vastaava frekvenssi on suurin.

Oletetaan, etta aritmeettinen keskiarvo M, mediaani Me ja moodi Mo méérataan samasta jatkuvan
muuttujan havaittujen arvojen luokitellusta frekvenssijakaumasta. Jos havaintoarvojen jakauma on
yksihuippuinen, patee seuraava:

Vasemmalle vinoilla jakaumilla
M < Me < Mo
Symmetrisilla jakaumilla
M ~ Me ~ Mo
Oikealle vinoilla jakaumilla
Mo<Me<M

Otokset ja otosjakaumat
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Yksinkertainen satunnaisotos

Olkoot havainnot Xy, Xz, ... , Xn riippumattomia, identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla
on sama pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x):

X Xy X, L
X, 0 f(x),i=L2,...,n
Talloin sanomme, ettd havainnot

X1, XZ) AR Xn

muuodostavat (yksinkertaisen) satunnaisotoksen jakaumasta, jonka pistetodennédkoisyys- tai
tiheysfunktio on f(x).

Otostunnusluku
Olkoon
X1, X2, ..oy X
yksinkertainen satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio on f(x).
Olkoon
T=9g(Xy, Xp, ..., Xp)

jokin satunnaismuuttujien Xy, Xa, ..., X, (mitallinen) funktio. Satunnaismuuttujaa T kutsutaan
(otos-) tunnusluvuksi.

Oletetaan, ettd otoksen poimimisen jalkeen satunnaismuuttujat Xy, Xo, ... , X, saavat havaituiksi
arvoikseen havaintoarvot X1, Xo, ... , Xn:

Xi=X1, Xo=Xo, ..., Xn = Xn

Tallgin tunnusluku
T=9(X1, X2, ..., Xp)

saa havaituksi arvokseen t funktion g arvon pisteessé (X1, Xz, ... , Xn):
t=g(X1, X2, ... , Xn)

Otosjakauma

Oletetaan, ettd havainnot
X1, X2, ooy X

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta f(x) ja olkoon
T=9(X1, Xz, ..., Xp)

jokin otostunnusluku. Koska tunnusluku T on satunnaismuuttuja, silld on todennakoisyysjakauma,
jota kutsutaan tunnusluvun T otosjakaumaksi. Tunnusluvun T otosjakauma muodostaa tilastollisen
mallin eli todenndkaéisyysmallin tunnusluvun T arvojen satunnaisvaihtelulle otoksesta toiseen.

Aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumat

Aritmeettinen keskiarvo ja otosvarianssi

© Milla Kibble ja Ilkka Mellin (2013) 12/57



Todenné&kdisyyslaskennan ja tialstotieteen peruskurssiEsimerkkikokoelma 4

Oletetaan, ettd havainnot
Xll XZ, e xn
muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on 4 ja varianssi on o-.

Talléin havainnot Xy, Xo, ..., X, ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla kaikilla on sama
odotusarvo ja varianssi:

X1, Xo, ooy Xn L
EXi)=u,i=1,2,...,n
Var(X) = D*(Xi)=o?,i=1,2,...,n
Otoksen ominaisuuksia voidaan kuvata havaintoarvojen aritmeettisella keskiarvolla ja varianssilla.

Madritelladn havaintojen Xy, Xo, ... , X, aritmeettinen keskiarvo kaavalla
X = lz X;
[ )
Madritell&&n havaintojen Xy, X, ... , X, otosvarianssi kaavalla
2 1 : v \2
s?= n—Z(xi -X)
4=l

Huomaa, ettd seka aritmeettinen keskiarvo X ettd otosvarianssi s? ovat havaintojen Xi, X, ..., X
funktioina satunnaismuuttujia, joiden saamat arvot vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.
Summan odotusarvo ja varianssi

Havaintojen Xy, Xo, ..., Xn summalla > X, on em. oletusten patiessé seuraava odotusarvo ja
varianssi:

E[Z“Xilz nu
Var[iznl“xijz no?

Aritmeettisen keskiarvon odotusarvo ja varianssi

Havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettisella keskiarvolla X on em. oletusten pétiessi seuraava
odotusarvo ja varianssi:
2

E(X)=u
Var(i)=D2(>Z)=%

Huomaa, ettd havaintojen Xy, Xo, ... , X, aritmeettisen keskiarvon X varianssi otoksessa on aina
pienempi kuin havaintojen varianssi, jos otoskoko n > 1. Lis&ksi aritmeettisen keskiarvon

varianssi X pienenee, jos otoskoon n annetaan kasvaa.

Aritmeettisen keskiarvon X standardipoikkeamaa
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N

kutsutaan tavallisesti keskiarvon keskivirheeksi ja se kuvaa aritmeettisen keskiarvon otosvaihtelua
oman odotusarvonsa g ympaérilla.

D(X) =

Otosvarianssin odotusarvo

Havaintojen Xy, Xa, ..., X, otosvarianssilla s? on em. oletusten patiessé seuraava odotusarvo:
E(s%) = o

Normaalijakautuneiden havaintojen summan otosjakauma

Oletetaan, etta havainnot
X1, X2, ..., Xp

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(z, o). Tallin havainnot X,
Xa, ..., X, ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaalijakaumaa

N(z,02):

X1, Xo, oo, Xn L

Xi~N(u,o%) ,i=1,2,...,n
Havaintojen X, Xa, ..., Xn summa X X, noudattaa em. oletusten patiessa normaalijakaumaa
parametrein nujano? :

> X, N(ng,no?)
i=1

Normaalijakautuneiden havaintojen aritmeettisen keskiarvon otosjakauma
Oletetaan, ettd havainnot
Xll X27 cer o XFI

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(z, o). Tallin havainnot X,
X2, ..., Xy ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaalijakaumaa

N(u 0%):
X1, Xo, oory Xn L
Xi~N(uo?),i=1,2,...,n

Havaintojen X1, X, ... , X, aritmeettinen keskiarvo X noudattaa em. oletusten pétiessa normaali-
jakaumaa parametrein uja o%/n :

2
X : N(y,a—j
n

Erityisesti
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2

E(X)=u
VM00=D%X)=%-

miké& patee myos ilman normaalisuusoletusta.
Aritmeettisen keskiarvon approksimatiivinen (asymptoottinen) otosjakauma
Oletetaan, ettd havainnot
X1, Xo, oo, Xn
muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta, jonka odotusarvo on  ja varianssi on o,

Tall6in keskeisesté raja-arvolauseesta seuraa, etta havaintojen aritmeettinen keskiarvo X noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti (asymptoottisesti) normaalijakaumaa parametrein zja o/n :

2
X, N[u,o-—]
n

Normaalijakautuneiden havaintojen otosvarianssin otosjakauma
Oletetaan, ettd havainnot
Xll XZ) AR Xn

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(z, o). Tallin havainnot
X1, Xo, ..., X, ovat riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaali-
jakaumaa N(u,o?):

X1, Xa ooey Xo L
Xi~N(y, 6 ,i=1,2,...,n

Olkoon s? havaintojen X1, Xa, ... , X, otosvarianssi. Satunnaismuuttuja (n — 1)s%/ o2 noudattaa em.
oletusten patiessa 7*-jakaumaa vapausastein (n — 1):

(n ;-]2')8 : Zz(n—l)

Lisaksi voidaan osoittaa, ett4 aritmeettinen keskiarvo X ja otosvarianssi s* ovat satunnaismuuttujina
riippumattomia:
X 1

Siten suoraan Studentin t-jakauman maaritelman mukaan

1= 2 ZH yn-1

s/n

em. oletusten pétiessa.

Suhteellisen frekvenssin otosjakauma
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Frekvenssi ja suhteellinen frekvenssi

Olkoon A c S jokin otosavaruuden S tapahtuma ja olkoon
p=Pr(A)
g=1-Pr(A)=1-p

Poimitaan otosavaruudesta S yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko on n. Olkoon f A-tyyppisten
alkioiden frekvenssi eli lukumaaré otoksessa ja
. f
p=—
n
vastaava suhteellinen frekvenssi eli osuus.

Huomaa, ettd seka frekvenssi f ettd suhteellinen frekvenssi p = f /n ovat satunnaismuuttujia, joiden
saamat arvot vaihtelevat satunnaisesti otoksesta toiseen.

Frekvenssin odotusarvo, varianssi ja otosjakauma

Frekvenssin f odotusarvo ja varianssi:
E(f)=np
Var(f)=D?(f)=npq

jossaq=1-p.

Frekvenssi f noudattaa otoksessa binomijakaumaa parametrein n ja Pr(A) = p:
f: Bin(n, p)

Suhteellisen frekvenssin odotusarvo ja varianssi

Suhteellisen frekvenssin p = f /n odotusarvo ja varianssi:

E(p)=0p
Var(p)=D*(p) =1
jossa g =1-p.Huomaa, ettd suhteellisen frekvenssin p varianssi pienenee, jos otoskoon n

annetaan kasvaa.

Suhteellisen frekvenssin p = f /n standardipoikkeamaa

A Pq
D(p) =, f—
n
kutsutaan tavallisesti suhteellisen frekvenssin keskivirheeksi ja se kuvaa suhteellisen frekvenssin
otosvaihtelua oman odotusarvonsa p ympaérilla.

Suhteellisen frekvenssin otosjakauma

Keskeisesta raja-arvolauseesta seuraa, ettd suhteellinen frekvenssi p otoksessa noudattaa em.
oletusten patiessa suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

p: aN(p,mj
n
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Estimointi
Satunnaisotos
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

(yksinkertainen) satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x; 6)

riippuu parametrista €. Talléin havainnot X;, i1=1, 2, ..., n ovat riippumattomia, identtisesti
jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodennakoisyys- tai tiheysfunktio f(x; é):
X Xy X, L

X f(x;0),i=12,...,n

I
Estimaattori ja estimaatti

Oletetaan, etta todennékoisyysjakauman f(x; ) parametri € on tuntematon ja sen estimoimiseen
kaytetadan havaintojen X;, i=1, 2, ..., n funktiota eli (otos-) tunnuslukua

T:g(Xl, Xz, ,Xn)

Funktiota T = g( Xy, Xo, ..., Xp) kutsutaan parametrin @ estimaattoriksi ja funktion g havainto-
arvoista

X1y X2, +.+ 5 Xn
laskettua arvoa
t=9g( Xy, X2, ..., Xn)
kutsutaan parametrin @ estimaatiksi.
Otosjakauma
Oletetaan, ettd havainnot
Xi,i=1,2,...,n
muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta f(x; &) ja olkoon
T=9(X1, Xz, ..., Xp)

jokin parametrin @estimaattori. Koska estimaattori T on satunnaismuuttuja, silld on toden-
nakoisyysjakauma, jota kutsutaan estimaattorin T otosjakaumaksi. Estimaattorin T otosjakauma
muodostaa tilastollisen mallin eli todennakoisyysmallin estimaattorin T arvojen satunnaiselle
vaihtelulle otoksesta toiseen.

Estimaattorin hyvyys
Hyvyyskriteerit estimaattoreille

Todenndkoisyysjakaumien parametreille on tavallisesti tarjolla useita vaihtoehtoisia estimaattoreita.
Talldin nousee esiin kysymys siitd, mika tarjolla olevista estimaattoreista on paras. Tarkeimmat
estimaattoreiden vertailussa kaytetyt kriteerit ovat tyhjentavyys, harhattomuus, tehokkuus ja
tarkentuvuus.

Tyhjentavyys
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Olkoon T parametrin @ estimaattori. Estimaattori T on tyhjentava parametrille &, jos se kayttaa
kaiken otoksessa olevan informaation parametrista 6.

Huomaa, ettd tassa esitetty maaritelma on pikemminkin tyhjentédvyyden kuvaus kuin matemaattinen
maadritelma tyhjentavyydelle.

Harhattomuus
Olkoon T parametrin @ estimaattori. Estimaattori T on harhaton parametrille &, jos
E(M =6

Jos T on parametrin & harhaton estimaattori, niin se tuottaa parametrille &arvoja (estimaatteja),
jotka vaihtelevat kyll& otoksesta toiseen, mutta kuitenkin parametrin & oikean arvon ymparilla.

Tehokkuus

Olkoot Ty ja T, kaksi parametrin @ estimaattoria. Estimaattori T, on tehokkaampi kuin estimaattori
Ty, jos

Var(T,) < Var(Ty)

Jos estimaattori T, on tehokkaampi kuin estimaattori T,, niin estimaattori T, tuottaa parametrille
arvoja (estimaatteja), jotka vaihtelevat otoksesta toiseen vahemman kuin estimaattori To.

Taystehokkuus (minimivarianssisuus)
Olkoon T parametrin @ estimaattori. Estimaattori T on taystehokas, jos sen varianssi
Var(T)

on pienempi kuin minka tahansa muun estimaattorin. Jos estimaattori T on taystehokas, niin se
tuottaa parametrille @arvoja (estimaatteja), jotka vaihtelevat otoksesta toiseen vahemman kuin muut
parametrin & estimaattorit.

Taystehokkuus voidaan tavallisesti saavuttaa vain jossakin tietyssa estimaattoreiden luokassa kuten
esimerkiksi harhattomien estimaattoreiden luokassa.

Tarkentuvuus

Olkoon T parametrin @ estimaattori. Estimaattori T on &tarkentuva parametrille 6, jos se konvergoi
melkein varmasti kohti parametrin oikeata arvoa, kun otoskoon n annetaan kasvaa rajatta:

Pr(Tho > & =1, kunn—>+ o

Jos T on tarkentuva, se tuottaa parametrille & arvoja (estimaatteja), jotka l&hestyvat havaintojen
lukumaéran kasvaessa (eradssa mielessd) parametrin & oikeata arvoa.

Huomaa, ettd melkein varma konvergenssi ei ole tavanomaista alkeismatematiikan konvergenssia,
vaan kuuluu todennékdisyyslaskennan konvergenssikasitteiden piiriin. Emme tdsmenna tassa
melkein varman konvergenssin kasitetta.

Estimointimenetelmat

Suurimman uskottavuuden menetelma
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Yksinkertainen satunnaisotos
Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

(yksinkertainen) satunnaisotos jakaumasta, jonka pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x; 6)

riippuu parametrista €. Talléin havainnot X;, i1=1, 2, ..., n ovat riippumattomia, identtisesti
jakautuneita satunnais-muuttujia, joilla on sama pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio f(x; 6):
X Xy X, L

X f(x;0),i=12,...,n

Uskottavuusfunktio

Otoksen Xj, i=1, 2, ..., n uskottavuusfunktio

L(G; %, %y, %) = F (X, X%,,..., X5 O)
on havaintojen X;, i=1, 2, ..., n yhteisjakauman pistetodennakaéisyys- tai tiheysfunktion f arvo
pisteessa

X1, X2, +.. » Xn

tulkittuna parametrin @arvojen funktioksi. Uskottavuusfunktio L sisaltd4 kaiken informaation
otoksesta.

Koska havainnot X;, i =1, 2, ... , n muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen jakaumasta f(x; &),
otoksen yhteisjakauman tiheysfunktio on muotoa

fF(X, %00 X3 0) = T(X;0) T (X,;0)--- T(X,;0)
jossa
f(x;0),i=12,...,n
on yksittdiseen havaintoon X; liittyvéa pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio.

Suurimman uskottavuuden estimaattori

Olkoon
t=09(x,%,,....,X,)
parametrin @arvo, joka maksimoi otoksen X;, i =1, 2, ..., n uskottavuusfunktion
L(6; X, Xy, X,)
parametrin @suhteen. Huomaa, ettd uskottavuusfunktion L maksimin antava parametrin #arvo t on
havaintoarvojen (muuttujien) Xy, X, ... , X funktio.

Sijoittamalla uskottavuusfunktion L maksimin parametrin € suhteen antavassa lausekkeessa
t=t(X,%,,..., X,)

muuttujien
X1, X2, +-. , Xn

paikalle havainnot (satunnaismuuttujat)
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Xll XZy ceey Xn
saadaan parametrin ¢ suurimman uskottavuuden estimaattori eli SU-estimaattori

0=g(X, Xyt X.)

Parametrin & SU-estimaattori  tuottaa parametrille #arvon, joka maksimoi poimitun otoksen eli
saatujen havaintoarvojen uskottavuuden (todenn&kdisyyden). Siten parametrin 8 SU-estimaattorin

6 otoskohtainen arvo maksimoi todennakoisyyden saada juuri se otos, joka on saatu.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin maaraaminen

Parametrin & suurimman uskottavuuden estimaattori madratddn maksimoimalla uskottavuusfunktio
L(G; %, % ,--20 X))

parametrin &suhteen. Kaikissa sdé&dnnollisissé tapauksissa maksimi I6ydetd&dn merkitsemaélla
uskottavuusfunktion L(6) derivaatta

L"(6)
nollaksi ja ratkaisemalla @ saadusta normaaliyhtalosta
L'(9)=0

Logaritminen uskottavuusfunktio

Uskottavuusfunktion maksimi kannattaa tavallisesti etsida maksimoimalla uskottavuusfunktion
sijasta logaritminen uskottavuusfunktio (uskottavuusfunktion logaritmi)

1(6; %, %,,...,X,) =log L(€; X, X,,...,X.)
parametrin @ suhteen.

Koska havainnot Xi, X, ..., X, on oletettu tassa riippumattomiksi, logaritminen uskottavuusfunktio
voidaan Kirjoittaa seuraavaan muotoon:

1(6) =log L(6)
=log(f(x,;0)f(x,;0)--f(x,;0))
=log f(x ;) +log f(x,;0)+---+log (X, ;6)
=1(0;x)+1(0; x,)+---+1(6;X,)
jossa
1(0;x)=logf(xi; 0),i=1,2,...,n
on yhteen havaintoarvoon x; liittyva logaritminen uskottavuusfunktio.

Jos parametrin € SU-estimaattori 0 ei taytd hyvan estimaattorin kriteereita aarellisilla havaintojen

lukumadrilla, SU-estimaattorin & kayttod parametrin € estimaattorina voidaan perustella SU-
estimaattorin yleisilla asymptoottisilla ominaisuuksilla:

Hyvin yleisin ehdoin pétee:

(i)  SU-estimaattori 6 on tarkentuva eli
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Pr(é — 6) =1, kunn — +oo

(i) SU-estimaattori & on asymptoottisesti normaalinen.

Normaalijakauman parametrien suurimman uskottavuuden estimaattorit

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, jos sen tiheysfunktio on muotoa

1 1(x—puY
f(x;u,0°) = exps—= ,—o< yu<+0,0>0
(/,IG) G\/g p{ 2(0)} o< u 0,0

Normaalijakauman parametreina ovat jakauman odotusarvo
E(X)=u

javarianssi
Var(X)=D?*(X)=0"

Normaalijakauman N(u, o) odotusarvon 4 ja varianssin o® SU-estimaattorit ovat havaintojen
X1, Xo, ..., X, aritmeettinen keskiarvo

- 1<
x_ﬁéx‘

ja otosvarianssi

Normaalijakauman N(z, o) odotusarvon . SU-estimaattorilla X on seuraavat ominaisuudet:
(i) X onharhaton.

(i) X ja &% ovat yhdessa tyhjentavia parametreille xja o°.

(iii) X on tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.

(iv) X ontarkentuva.

(v) X noudattaa normaalijakaumaa:

2
X : N(y,a—j
n

Normaalijakauman N(u, o ) varianssin o SU-estimaattorilla 6 on seuraavat ominaisuudet:

(i) &% on harhainen, mutta estimaattori

on harhaton.

(i) X ja &% ovat yhdessa tyhjentavia parametreille xja o2
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(iii) &2 ei ole tehokas eli minimivarianssinen estimaattori (voidaan osoittaa, etta parametrilla o
ei ole minimivarianssista estimaattoria, ellei parametria x tunneta).

(iv) &7 on tarkentuva.

(v) (n—1)s?/c* noudattaa * -jakaumaa:

(n ;-]2')8 : /’L’Z(n—l)

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin suurimman uskottavuuden estimaattori
Olkoon A tapahtuma, jonka todenndkdisyys on p:

Pr(A) =p
Madritell&&n satunnaismuuttuja X seuraavasti:

" {1, jos A tapahtuu

0, jos A ei tapahdu

Satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:

X : Ber(p)
jossa

Pr(A) = p = E(X)

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p SU-estimaattori on havaintojen
X1, Xo, ..., X, aritmeettinen keskiarvo

X :12 X,
[ )
Huomaa, etté
K-t
n

jossa f on kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa.

A

Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametrin p SU-estimaattorilla p on seuraavat
ominaisuudet:

(i)  p on harhaton.
(i)  p on tyhjentava.
(iii)  p on (asymptoottisesti) tehokas eli minimivarianssinen estimaattori.

(iv) p on tarkentuva.

(v)  p noudattaa asymptoottisesti normaalijakaumaa:
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Valiestimointi

Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on tunnettu
Otos normaalijakaumasta
Olkoon

Xi,1=1,2,...,n

satunnaisotos normaalijakaumasta N(y, o). Tallgin satunnaismuuttujat X; ,i=1,2, ..., novat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(z, o°):

X X, X, L
X, : N(@,6°),i=12,...,n
Normaalijakauman parametrien estimointi

Oletetaan, ett4 normaalijakauman N(u, o) varianssi o on tunnettu ja estimoidaan odotusarvo-
parametri E(X) = x« sen harhattomalla estimaattorilla: Havaintojen aritmeettinen keskiarvo

x=1 Z X;
L)
on odotusarvoparametrin E(X) = x harhaton estimaattori.
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi on tunnettu
Valitaan luottamustasoksi

1-«o

Luottamustaso kiinnittad todennakdisyyden, jolla konstruoitava luottamusvali peittdd normaali-
jakauman odotusarvon u todellisen arvon.

Madrataan luottamuskertoimet —z, ja +z . siten, etta

a
Pr(z<-z =—
( a/2) 2
ja
Pr(z>+z ):g N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
- al? 2 0.5
jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua
normaalijakaumaa: 0.4 -
z: N(0,2 03 -
Siten luottamuskertoimet -z, ja +z,, toteuttavat
ehdon 0.2 1
a/2 l-«a al2
0.1
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Pr(-z,,<z<+z,,)=1-«

Normaalijakauman odotusarvoparametrin u
luottamusvali luottamustasolla (1 — &) on tunnetun
varianssin o tapauksessa muotoa

NZ (o2 V2 (o2
(X _Za/2ﬁ’ X +Zal2ﬁj

jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
o’ = jakauman varianssi
n = havaintojen lukumaara

—~Za2 Ja +Z4 = luottamustasoon (1 — a) liittyvét luottamuskertoimet
standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1)

Luottamusvélin konstruktio perustuu siihen, etta

X—u.
O'/\ﬁ.

Koska luottamusvéli on symmetrinen keskipisteensa X suhteen, luottamusvali esitetadn usein
muodossa

N(0,2)

= (o2
Xizm%

Luottamusvélin pituus on

(e
2>< Zalzﬁ

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta
— O — O
PriX-2,,=<us<X+z,—|=1-«a
( /12 n 12 /_nj

Siten luottamusvali peittdd parametrin x todellisen arvon todenndkoisyydelléd (1 — ) ja se ei peita
parametrin g todellista arvoa todennakdisyydella a.

Luottamusvalin ominaisuudet
(i)  Normaalijakauman odotusarvon x luottamusvélin keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.
(i)  Luottamusvalin pituus ei vaihtele otoksesta toiseen.

(iii) Luottamusvélin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — «), havaintojen lukumaarésta n
ja jakauman varianssista o,

(iv) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — «) pienennetédn (kasvatetaan).
(v) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumaaraa n kasvatetaan (pienennetaan).

(vi) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos jakauman varianssi o pienenee (kasvaa).
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Luottamusvalin frekvenssitulkinta
Normaalijakauman odotusarvon u luottamusvalilla on seuraava frekvenssitulkinta:

(i)  Jos otantaa jakaumasta N(z, o) toistetaan, keskimaarin 100x(1 — &) % otoksista
konstruoiduista luottamusvéleisté peittda parametrin x todellisen arvon.

(ii) Jos otantaa jakaumasta N(z, o) toistetaan, keskimaarin 100xa % otoksista
konstruoiduista luottamusvéleisté ei peité parametrin z todellista arvoa.

Johtopaatokset luottamusvalista

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, ettd konstruoitu luottamusvali peittdd odotusarvo-
parametrin x todellisen arvon:

(i)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on oikea 100x(1 — ) %:ssa
tapauksia.

(if)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on vaara 100x « %:ssa
tapauksia.

Virheellisen johtopaatdoksen mahdollisuutta ei saada haviamaan, ellei luottamusvalia tehda
aarettoman leveaksi, jolloin véli ei enda sisalla informaatiota odotusarvoparametrin x todellisesta
arvosta.

Vaatimukset luottamusvalille

Olisi toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille 2 mahdollisimman Iyhyt luottamusvali, johon
liittyvé luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea. Molempien vaatimusten
samanaikainen tayttdminen ei ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko pidetéan kiintedna:

(i)  Luottamustason kasvattaminen pidentad luottamusvalia, jolloin tieto parametrin x todellisen
arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(if)  Luottamusvélin lyhentdminen pienentda luottamustasoa, jolloin tieto parametrin x todellisen
arvon sijainnista tulee epavarmemmaksi.

Otoskoon maaraaminen

Oletetaan, ettd normaalijakauman odotusarvoparametrille x halutaan konstruoida luottamusvali,
jonka toivottu pituus on 2A. Tarvittava otoskoko saadaan kaavasta

2
n :(ZaIZO-j
A

Zs2 = luottamustasoon (1 — ) liittyva luottamuskerroin normaalijakaumasta

jossa

Normaalijakauman odotusarvon ja varianssin luottamusvalit, kun jakauman
varianssi ei ole tunnettu

Otos normaalijakaumasta
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Olkoon
Xi,i=1,2,...,n

satunnaisotos normaalijakaumasta N(z, o). Talldin satunnaismuuttujat X; , i=1,2, ..., n ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa normaalijakaumaa N(z, o°):

X Xy, X, L
X, N(u,0%),i=12,...,n
Normaalijakauman parametrien estimointi

Estimoidaan normaalijakauman N(y, o) parametrit  ja o niiden harhattomilla estimaattoreilla:
Havaintojen aritmeettinen keskiarvo

_ 1
X==%"X,
N4
on odotusarvoparametrin E(X) = x harhaton estimaattori ja havaintojen otosvarianssi
1 .
2 2
" =—— X —X
n—1i§‘( i —X)

on varianssiparametrin Var(X) = o harhaton estimaattori.
Normaalijakauman odotusarvon luottamusvali, kun jakauman varianssi ei ole tunnettu
Valitaan luottamustasoksi

l-«a

Luottamustaso kiinnittad todennakoisyyden, jolla konstruoitava luottamusvali peittdd normaali-

jakauman odotusarvon u todellisen arvon. t-jakauman tiheysfunktio

Maarataan luottamuskertoimet —t,; ja +typ

siten, etté
o
Prt<—t ,)=—
( a/2) 2
ja
(04
Prt>+t ,)=—
( ar2) 2 a/2 l-a al2
jossa satunnaismuuttuja t noudattaa t-jakaumaa
vapausastein (n — 1): i
t: t(n—l) _ta/2 0 +ta/2

Siten luottamuskertoimet —t,, ja +t,, toteuttavat ehdon

Pr(—t,, <t<+t,,)=1-a

Normaalijakauman odotusarvoparametrin g luottamusvali luottamustasolla (1 — @) on
tuntemattoman varianssin o tapauksessa muotoa
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jossa
X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
s* = otosvarianssi
n = havaintojen lukumaara

~tu0 ja +ty2 = luottamustasoon (1 — a) liittyvat luottamuskertoimet
t-jakaumasta vapausastein (n — 1)

Luottamusvélin konstruktio perustuu siihen, etta

X t(n—1)

s/n’

Koska luottamusvéli on symmetrinen keskipisteensa X suhteen, luottamusvali esitetadn usein
muodossa

X

H

S
taIZﬁ

Luottamusvélin pituus on

2xta,2%

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

pr(x_tm%gﬂgx—ﬂm%}l_a

Siten luottamusvali peittdd parametrin w todellisen arvon todenndkoisyydelléd (1 — ) ja se ei peita
parametrin g todellista arvoa todennakdisyydella a.

Odotusarvon luottamusvalin ominaisuudet
(i)  Normaalijakauman odotusarvon x luottamusvélin keskipiste X vaihtelee otoksesta toiseen.
(i)  Luottamusvalin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(iii) Luottamusvélin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — «), havaintojen lukumaarésta n
ja otosvarianssista s°.

(iv) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — «) pienennetadn (kasvatetaan).
(v) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumaaraa n kasvatetaan (pienennetéaan).
(vi) Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s? pienenee (kasvaa).

Odotusarvon luottamusvalin frekvenssitulkinta

Normaalijakauman odotusarvon « luottamusvalilla on seuraava frekvenssitulkinta:

(i)  Jos otantaa jakaumasta N(x, o) toistetaan, keskimaarin 100x(1 — ¢) % otoksista
konstruoiduista luottamusvéleisté peittda parametrin g todellisen arvon.
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(ii) Jos otantaa jakaumasta N(z, o) toistetaan, keskimaarin 100xa % otoksista
konstruoiduista luottamusvéleisté ei peité parametrin y todellista arvoa.

Johtopaatokset odotusarvon luottamusvalista

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, ettd konstruoitu luottamusvali peittda odotusarvo-
parametrin x todellisen arvon:

(i)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on oikea 100x(1 — ) %:ssa
tapauksia.

(if)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on vaara 100x « %:ssa
tapauksia.

Virheellisen johtopaatdksen mahdollisuutta ei saada haviamaan, ellei luottamusvalia tehda
aarettoman leveaksi, jolloin véli ei enda sisalla informaatiota odotusarvoparametrin x todellisesta
arvosta.

Vaatimukset odotusarvon luottamusvalille

Olisi toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille 2 mahdollisimman lyhyt luottamusvali, johon
liittyvé luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea. Molempien vaatimusten
samanaikainen tayttdminen ei ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko pidetéan kiintedna:

(i)  Luottamustason kasvattaminen pidentaa luottamusvéli&, jolloin tieto parametrin x todellisen
arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(if)  Luottamusvalin lyhentaminen pienentaa luottamustasoa, jolloin tieto parametrin z todellisen
arvon sijainnista tulee epavarmemmaksi.

Otoskoon maaraaminen

Oletetaan, ettd normaalijakauman odotusarvoparametrille x halutaan konstruoida luottamusvali,
jonka toivottu pituus on 2A. Tarvittava otoskoko saadaan kaavasta

2
n :(ZaIZO-j
A

Z,2 = luottamustasoon (1 — @) liittyva luottamuskerroin normaalijakaumasta

jossa

Normaalijakauman varianssin luottamusvali
Valitaan luottamustasoksi
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1-«o

Luottamustaso kiinnittad todennakdisyyden, jolla konstruoitava luottamusvali peittdd normaali-
jakauman varianssin o todellisen arvon.

Maarataan luottamuskertoimet » ., ja 72,

. 22 -jakauman tiheysfunktio
siten, etta

o
Pr(lz < le—aIZ) = E
ja
(04
Pr(lz 2 Zilz) = E

jossa satunnaismuuttuja * noudattaa y*-jakaumaa al2 1-a af2
vapausastein (n — 1):
200 7(n=1)

Siten luottamuskertoimet 7, ja y2,, toteuttavat

2 2
Zl—a/Z Za/Z

ehdon
2 2 2
Prie <X < xo)=1-a
Normaalijakauman varianssiparametrin o luottamusvali luottamustasolla (1 — ¢) on muotoa

[(n -Ds* (n-1)s? j

Zj/z ’ le-alz
jossa
s* = otosvarianssi
n = havaintojen lukumaara

Xt Ja 2, = luottamustasoon (1 — «) liittyvét luottamuskertoimet
7*-jakaumasta vapausastein (n — 1)

Luottamusvélin konstruktio perustuu siihen, etta

(n (_)-]2‘)8 . ZZ(n _1)

Luottamusvélin pituus on

(n—l)sz( 21 - 1 )
Xicaiz  Xai2

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

2 2
Pr(ws& S(nz—l)S}=1—
Xai2 Xi—al2
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Siten konstruoitu luottamusvali peittda parametrin o2 todellisen arvon todennakdisyydella (1 — «)
ja se ei peita parametrin o2 todellista arvoa todennakoisyydella c.

Varianssin luottamusvalin ominaisuudet
(i)  Normaalijakauman varianssin o luottamusvalin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(if)  Luottamusvélin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — «), havaintojen lukumaarésta n
ja otosvarianssista s°.

(iii) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — «) pienennetdan (kasvatetaan).
(iv) Luottamusvélin lyhenee (pitenee), jos otoskokoa n kasvatetaan (pienennetaan).

(v)  Luottamusvali lyhenee (pitenee), jos otosvarianssi s> pienenee (kasvaa).

Varianssin luottamusvalin frekvenssitulkinta

Normaalijakauman odotusarvon o2 luottamusvalilla on seuraava frekvenssitulkinta:

(i)  Jos otantaa jakaumasta N(z, o) toistetaan, keskimaarin 100x(1 — @) % otoksista
konstruoiduista luottamusvaleista peittaa parametrin o todellisen arvon.

(ii) Jos otantaa jakaumasta N(u, o) toistetaan, keskimaarin 100xa % otoksista
konstruoiduista luottamusvaleista ei peita parametrin o todellista arvoa.

Johtopaatokset varianssin luottamusvalista

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, ettd konstruoitu luottamusvali peittaa varianssi-
parametrin o todellisen arvon:

(i)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on oikea 100x(1 — ) %:ssa
tapauksia.

(if)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on vaara 100x « %:ssa
tapauksia.

Vaatimukset varianssin luottamusvalille

Olisi toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille o> mahdollisimman lyhyt luottamusvali, johon
liittyvé luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea. Vaatimusten samanaikainen
tayttdminen ei ole kuitenkaan mahdollista:

(i)  Luottamustason kasvattaminen pidentaa luottamusvalia, jolloin tieto parametrin o
todellisen arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i) Luottamusvalin lyhentaminen pienentaa luottamustasoa, jolloin tieto parametrin o
todellisen arvon sijainnista tulee epdvarmemmaksi.

Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvali
Bernoulli-jakauma
Olkoon A on jokin tapahtuma ja olkoon
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Pr(A) = p
Pr(A")=1-p=q

Madritell&&n satunnaismuuttuja
. {1, jos A tapahtuu

0, jos A ei tapahdu

Talléin satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan
p=Pr(A) =E(X)

Merkitaan: X : Ber(p)

Bernoulli-jakauman pistetodennakaéisyysfunktio on
f(x;p)=p*@-p)*,x=01;0<p<1

Otos Bernoulli-jakaumasta

Olkoon

Xi,i=1,2,...,n
satunnaisotos Bernoulli-jakaumasta Ber(p). Talldin satunnaismuuttujat X; ,i=1,2, ..., n ovat
riippumattomia ja noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa Ber(p):

X, X, X, L
X,: Ber(p),i=L2,...,n

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin estimointi
Estimoidaan Bernoulli-jakauman Ber(p) odotusarvoparametri p sen harhattomalla estimaattorilla:

N Y
p:_zxi

[ Ry
Koska
1, jos A tapahtuu
X, =< " ) : 1,2,...,n
0, jos A ei tapahdu
niin
nis n

jossa f on tapahtuman A frekvenssi otoksessa. Siten Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p
estimaattori p on tapahtuman A suhteellinen frekvenssi otoksessa. Huomaa, etté

f: Bin(n, p)

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin luottamusvali
Valitaan luottamustasoksi

l1-«o
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Luottamustaso kiinnittad todennakaoisyyden, jolla konstruoitava luottamusvali peittaa Bernoulli-
jakauman odotusarvoparametrin p todellisen arvon.

I\_/Iéérétaéliln luottamuskertoimet —z . ja +Z 4 N(O.1)jakauman tiheysfunktio
siten, etté 05
o
Pr(z<-2,,) == -
K 0.3 1
(94
Pr(z>2+z ,,)=—
( a/2) 2 02 |
jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua a2 l-«a al2
normaalijakaumaa: 0.1 1
z: N(O, 0 |
Siten luottamuskertoimet -z, ja +Z 4 toteuttavat ~Z 0 +2,
ehdon

Pr(-z,,,<z<+z,,)=1-«

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p approksimatiivinen luottamusvali luottamustasolla
(1 - @) on muotoa

_ ’p(l— P {p(l— P
(p Za/Z n ° p+za/2 n ]

p
n

jossa

odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori

havaintojen lukuméaara

~Za2 Ja +Z47 = luottamustasoon (1 — a) liittyvat luottamuskertoimet
standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1)

Luottamusvélin konstruktio perustuu siihen, etta keskeisen raja-arvolauseen mukaan

p-p .
Jpa-p)/n °

Koska luottamusvéli on symmetrinen keskipisteensé p suhteen, luottamusvéli esitetddn usein

muodossa
pizam/ 2te
n

Luottamusvélin pituus on

2z [PO=P)
n

Luottamusvalin konstruktiosta seuraa, etta

N(0,1)
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Pr[p_zauy/@ sp= p+za/2\/@J:a l-a

Siten luottamusvéli peitté& parametrin p todellisen arvon approksimatiivisesti todennakoisyydell&
(1 — ) ja se ei peitd parametrin p todellista arvoa approksimatiivisesti todennakoisyydellé c.

Luottamusvalin ominaisuudet

(i)  Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p luottamusvélin keskipiste p vaihtelee otoksesta
toiseen.

(i) Luottamusvélin pituus vaihtelee otoksesta toiseen.

(iii) Luottamusvélin pituus riippuu valitusta luottamustasosta (1 — «), havaintojen lukuméaarésta n

ja estimaattorista p .

(iv) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos luottamustasoa (1 — «) pienennetédn (kasvatetaan).
(v) Luottamusvéli lyhenee (pitenee), jos havaintojen lukumaaraa n kasvatetaan (pienennetaan).
(vi) Luottamusvali on lyhimmilla&n, kun

p~0tail
(vii) Luottamusvéli on pisimmillaan, kun

p=05
Luottamusvalin frekvenssitulkinta

Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrin p approksimatiivisella luottamusvélill4 on seuraava
frekvenssitulkinta:

(i) Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimaarin 100x(1 — a) % otoksista
konstruoiduista luottamusvéleisté peittda parametrin p todellisen arvon.

(if)  Jos otantaa jakaumasta Ber(p) toistetaan, keskimaarin 100x« % otoksista
konstruoiduista luottamusvéleisté ei peita parametrin p todellista arvoa.

Johtopaatokset luottamusvalista

Oletetaan, ettd olemme tehneet johtopaatoksen, etté luottamusvéli peittdd odotusarvoparametrin p
todellisen arvon:

(i)  Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaéatds on oikea 100x(1 — ) %:ssa
tapauksia.

(i) Luottamusvélin konstruktiosta seuraa, etta tehty johtopaétds on vaara 100x « %:ssa
tapauksia.

Virheellisen johtop&&toksen mahdollisuutta ei saada haviamaan, ellei luottamusvélia tehda
aarettoman leveaksi, jolloin véli ei enéda sisalla informaatiota odotusarvoparametrin p todellisesta
arvosta.

Vaatimukset luottamusvalille

Olisi toivottavaa pystya konstruoimaan parametrille p mahdollisimman lyhyt luottamusvéli, johon
liittyva luottamustaso olisi samanaikaisesti mahdollisimman korkea. Molempien vaatimusten
samanaikainen tayttaminen ei ole kuitenkaan mahdollista, jos otoskoko pidetd&n kiinteana:
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(i) Luottamustason kasvattaminen pidentaa luottamusvalia, jolloin tieto parametrin p todellisen

arvon sijainnista tulee epatarkemmaksi.

(i)  Luottamusvalin lyhentaminen pienentaa luottamustasoa, jolloin tieto parametrin p todellisen

arvon sijainnista tulee epavarmemmaksi.

Otoskoon maaraaminen

Oletetaan, ettd Bernoulli-jakauman odotusarvoparametrille p halutaan konstruoida luottamusvili,

jonka toivottu pituus on
2A

Tarvittava otoskoko saadaan kaavasta

) :(Zam/p(l— p) jz

A

Tarvittava otoskoko saavuttaa maksiminsa
2
n= Z05/2
2A

p=0.5

kun
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Esimerkki 7.1.
Alla on lueteltu joukko tilastollisia muuttujia.

1.  Mansikoiden C-vitamiinipitoisuus; yksikk6: mg/100 g
2 Alvarin aukiolta kasvavan kasvin laji
3. Paine, joka vaaditaan teraksisen sailion murtumiseen; yksikko: kg/cm?
4 Suomalaisten reaktiot vaitteeseen
”Suomen on liityttdvd NATO:on”
mitattuna asteikolla: taysin eri mieltd, yhdentekevéd, tdysin samaa mielta

5 Jokereiden sijoitus jadkiekkoliigassa; asteikkona 1, 2, 3, ...
6 Teekkarin koulutusohjelma
7.  Teekkarin dlykkyysosamaaré ao-pisteina; yksikko: &o-piste
8 Teekkarin pistemaaré kurssin 1. vélikokeesta; asteikkona 0, 1, 2, ... , 24
9 Lentokoneen nopeus; yksikkd: km/h

(@ Mitka ovat muuttujien 1-9 mitta-asteikot?

(b) Mitka muuttujista 1-9 ovat kvalitatiivisia ja mitka kvantitatiivisia?

() Mitka muuttujista 1-9 ovat diskreettejé ja mitka jatkuvia?

Esimerkki 7.1. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.1. tarkastellaan tilastollisten muuttujien mitta-asteikollisia ominaisuuksia
seka tilastollisten muuttujien luokittelua toisaalta kvalitatiivisiin ja kvantitatiivisiin
muuttujiin ja toisaalta diskreetteihin ja jatkuviin muuttujiin.

Esimerkki 7.1. — Ratkaisu:
(@) Laatueroasteikolliset muuttujat: 2, 6

Jarjestysasteikolliset muuttujat: ~ 4,5,7,8

Suhdeasteikolliset muuttujat: 1,39
(b) Kvalitatiiviset muuttujat: 2, (4), (5),6, (7
Kvantitatiiviset muuttujat: 1,3,(4),(5),(7),8,9

Kvalitatiivisten ja kvantitatiivisten muuttujien valimaastoon sijoittuvat
jarjestysasteikolliset muuttujat on merkitty sulkuihin.

(c) Diskreetit muuttujat: 2,4,5,6,8
Jatkuvat muuttujat: 1,3,7,9
Huomautus:

Muuttujan "oikea" luokittelu ei ole aina helppoa (muuttuja 7).
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Esimerkki 7.2.
Erdén talon asukkailla on seuraavat tulot (€/vuosi):
20100 | 19400 | 10100 | 23000 | 24200 | 25100 |8200 |8900 | 10300
26000 | 11400 | 12900 | 13200 | 14300 | 15800 | 16100 | 17200 | 18900
5200 | 10100 | 12300 | 14000 | 15100 | 16000 | 11100 | 10800 | 9100
7200 | 4300 |38000 |51100 |9600 |10900 | 12000 | 13200 | 15100

Maéaraa aineistosta seuraavat tunnusluvut:

(@  minimi, maksimi

(b) vaihteluvali, vaihteluvalin pituus

(c) mediaani

Esimerkki 7.2. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.2. tarkastellaan jarjestystunnuslukujen maaraamista.
Esimerkki 7.2. — Ratkaisu:

Kaikki méarattaviksi pyydetyt tunnusluvut ovat jarjestystunnuslukuja tai niihin perustuvia
tunnuslukuja.

Jarjestetadn havaintoarvot suuruusjarjestykseen pienimmasta suurimpaan jarjestys-
tunnuslukujen méardédmista varten:

4300 | 5200 | 7200 | 8200| 8900 | 9100 | 9600 | 10100 | 10100
10300 | 10800 | 10900 | 11100 | 11400 | 12000 | 12300 | 12900 | 13200
13200 | 14000 | 14300 | 15100 | 15100 | 15800 | 16000 | 16100 | 17200
18900 | 19400 | 20100 | 23000 | 24200 | 25100 | 26000 | 38000 | 51100

(@ Minimi ja maksimi:

Min = 4300, Max = 51100

(b) Vaihteluvali:
(Min, Max) = (4300, 51100)
Vaihteluvalin pituus:
Max — Min = 51100 — 4300 = 46800

(c) Etsitdan havaintoarvojen mediaani Me.

Mediaani Me jakaa havaintoaineiston kahteen yht& suureen osaan siten, etta puolet
niistd havaintoarvoista, jotka eivat ole yht4 suuria kuin mediaani, ovat mediaania

pienempid, ja puolet niista havaintoarvoista, jotka eivat ole yhta suuria kuin
mediaani, ovat mediaania suurempia.
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Oletetaan, ettd n havaintoarvoa on jarjestetty suuruusjarjestykseen pienimmasta
suurimpaan.

()  Jos n on pariton, niin mediaaniksi valitaan havaintoarvo, joka l6ytyy paikasta
(n+1)/2

(i) Jos n on parillinen, mediaaniksi valitaan kahden keskimmaisen havainnon
aritmeettinen keskiarvo.

Koska havaintojen lukumé&éara on tassé parillinen, niin
Me = (13200 + 13200)/2 = 13200

Esimerkki 7.3.
Muodosta esimerkin 7.2. aineistosta luokiteltu frekvenssijakauma, jonka luokkavéleind ovat
[4000, 12000]
(12000, 28000]
(28000, 60000]

Maaraa myos frekvenssijakaumaa vastaavan histogrammin suorakaiteiden korkeudet,
kun luokkavalia [4000, 12000] vastaavan suorakaiteen korkeudeksi valitaan 15 yksikkoé.
Hahmottele histogrammi ruudulliselle paperille. Missa luokassa on jakauman moodi?

Esimerkki 7.3. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.3. tarkastellaan jatkuvan muuttujan havaittujen arvojen luokitellun
frekvenssijakauman ja sité vastaavan graafisen esityksen eli histogrammin
muodostamista.

Esimerkki 7.3. — Ratkaisu:

Jatkuvan muuttujan havaittujen arvojen jakaumaa kuvataan luokitellulla frekvenssi-
jakaumalla. Luokiteltua frekvenssijakaumaa voidaan kuvata graafisesti histogrammilla.
Histogrammi koostuu luokitellun frekvenssijakauman luokkia vastaavista suorakaiteista
(nelikulmioista), joiden pinta-alat ovat suhteessa vastaaviin luokkafrekvensseihin.

Tehtavén 7.2. aineistosta saadaan seuraava luokiteltu frekvenssijakauma, kun luokkavaleina
ovat [4000, 12000], (12000, 28000], (28000, 60000] :

Luokkavali | Luokkafrekvenssi | Suorakaiteen korkeus
(yksikkoa)
[4000, 12000] 15 15
(12000, 28000] 19 19/2 =95
(28000, 60000] 2 2/4=0.5
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Histogrammikuvion suorakaiteiden korkeuksien maaraaminen:
(1) \Valitaan luokkavéliin [4000, 12000] liittyvan suorakaiteen korkeudeksi 15 yksikkoa.
(2) Luokkavali (12000, 28000] on kaksi kertaa niin pitka kuin luokkavali (4000, 12000].

Siksi luokkavaliin (12000, 28000] liittyvan suorakaiteen korkeus saadaan jakamalla
luokkavalia vastaava frekvenssi 19 luvulla 2.

(3) Luokkavali (28000, 60000] on nelja kertaa niin pitké kuin luokkavali (4000, 12000].

Siksi luokkavaliin (18000, 60000] liittyvan suorakaiteen korkeus saadaan jakamalla
luokkavalia vastaava frekvenssi 2 luvulla 4.

Alla oleva kuvio esittaa yo. luokiteltua frekvenssijakaumaa vastaavaa histogrammia.

fl€

15 [

10 |

: |
. | €
4000 12000 28000 60000

Jakauman moodi on luokassa (4000, 12000], koska siin& histogrammi saavuttaa maksiminsa.
Huomaa, ettd moodi ei ole luokassa (12000, 28000], vaikka sitd vastaava frekvenssi on
suurin.
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Huomautuksia:

(i)  Histogrammin suorakaiteiden (nelikulmioiden) pinta-alat — eivat siis korkeudet — ovat
suhteessa luokkafrekvensseihin.

(i)  Histogrammissa suorakaiteiden korkeudet ovat suhteessa luokkafrekvensseihin vain, jos
luokitus on tasavalinen.

(iii) Oikea laatu pystyakselille on tehtdvan 8.3. tapauksessa frekvenssi/€ :
Vaaka-akselin laatu: €
Pystyakselin laatu: frekvenssi/€

Talloin suorakaiteen pinta-ala: € x frekvenssi/€ = frekvenssi

Esimerkki 7.4.

Maéaraa esimerkin 7.2. aineiston kahden ensimmaisen sarakkeen 8:sta luvusta aritmeettinen
keskiarvo, otosvarianssi ja otoshajonta.

Esimerkki 7.4. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.4. tarkastellaan havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon, otosvarianssin
ja otoshajonnan maaraamista.

Esimerkki 7.4. — Ratkaisu:
Laskutoimitukset voidaan suorittaa kahdella tavalla.

Tapa 1:
+_1x
x_niZ:l:xi
e_ 1 Sy xy
X n-1 i:1(Xi X)
=./s?

Tapa 2:

Nz

oo (& (&Y
Sx_n—l[iz_;xi n(;XiJJ

Jos havaintoarvojen aritmeettisen keskiarvon ja varianssi laskemista varten laaditaan
tietokoneohjelma, laskutoimitukset voidaan jarjestaa laskutavassa 2 niin, ettd havainnot
kaydadn I&pi vain kerran, kun taas laskutavassa 1 havainnot on kdytava lapi kaksi kertaa.
Sen sijaan laskutavan 1 kaavat ovat numeerisesti vakaampia kuin laskutavassa 2.

Tehtavén lopussa on kopio laskutoimitusten tekemisessa apuna kaytetysta Microsoft Excel
-taulukosta.
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Taulukosta saadaan:

8
D" % =103700
i=1
1 8
X=-)x=12962.5
813
8

> x? =1785710000

i
i=1

o_ (&, (&Y ,
SXZSTl in —g in =63071250
i=1 i=1

8
D" (x —X)? = 441498750

i=1

8
‘= iz (x, —X)? =63071250
8-113

s, = [S2 = 7941.741

S

Palkka
i X x-Ka (x-Ka)r2 X"2

1 20100 7137.5 50943906.25 404010000I

2 26000 13037.5 169976406.3 676000000I

3 5200 -7762.5 60256406.25 27040000I

4 7200 -5762.5 33206406.25 51840000I

5 19400 6437.5 41441406.25 376360000I

6 11400 -1562.5 2441406.25 129960000I

7 10100 -2862.5 8193906.25 10201000OI

8 4300 -8662.5 75038906.25 18490000I

Summa 103700 0 441498750 1785710000I
Ka= 12962.5
Tapa 1: Var = 63071250
Hajonta = 7941.741
Tapa 2: Var = 63071250
Hajonta = 7941.741

© Milla Kibble ja Ilkka Mellin (2013) 40/57



Todenné&kdisyyslaskennan ja tialstotieteen peruskurssiEsimerkkikokoelma 4

Esimerkki 7.5.

Olet ottanut pankista 10000 euron lainan, jota ei saa lyhentda kahden ensimmaisen vuoden
aikana. Alkuperdisen sopimuksen mukainen korko on 1. vuotena 10 % ja 2. vuotena 20 %,
jolloin takaisin maksettava lainapadoma kasvaa kahdessa vuodessa x %.

Oletetaan, ettd pankin vaatimuksesta sopimusta muutetaan niin, etta kahden ensimmaisen
vuoden aikana kdytetddn samaa korkoprosenttia, joka méarataan niin, ettd lainapadoma
kasvaa tané aikana kuitenkin samaksi kuin alkuperdisen sopimuksen mukaan.

(@ Maaréa x.
(b) Nayta, ettd uuden sopimuksen korkoa ei saada kaavalla
(10 + 20)/2 %

(c) Nayta, ettd uuden sopimuksen korko saadaan kaavalla

(v1.1x1.2 -1)x100 %

jossa

V1.1x1.2

on lukujen 1.1 ja 1.2 geometrinen keskiarvo.
Esimerkki 7.5. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.5. naytetaan, etta aritmeettinen keskiarvo ei ole joka tilanteessa kdypéa
tunnusluku. Oikea keskiluku tehtéavan ongelman ratkaisemiseen on geometrinen
keskiarvo.

Esimerkki 7.5. — Ratkaisu:
(@ Olkoon korko 1. vuotena 10 % ja 2. vuotena 20 %.
Lainapddoma 1. vuoden lopussa:
(1 +10/100)x10000 = (1 + 0.1)x10000 = 1.1x10000 = 11000
Lainapddoma 2. vuoden lopussa:
(1 +20/100)x11000 = (1 + 0.2)x11000 = 1.2x11000 = 13200
Siten lainapadoma kasvaa kahdessa vuodessa
100x(13200 — 10000)/10000 % = 32 %
joten
X=32

(b) Madrétéén 1. ja 2. vuoden korkoprosenttien aritmeettinen keskiarvo:

1O+20%:15%

Olkoon korkona molempina vuosina siis 15 %.
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Lainapddoma 1. vuoden lopussa:

(1 + 15/100)x10000 = (1 + 0.15)x10000 = 1.15x10000 = 11500
Lainapddoma 2. vuoden lopussa:

(1 +15/100)x11500 = (1 + 0.15)x11500 = 1.15x11500 = 13225
Talloin lainapddoma kasvaisi siis kahdessa vuodessa

100x(13225 — 10000)/10000 % = 32.25 % > 32 %
Huomaa, etta oikea korkoprosentti ei mydskéaén ole

32/2%=16%

(c) Maarataan korkoprosentti kaavalla

(V1.1x1.2 -1) x100 %

jossa
1.1x1.2
on lukujen 1.1 ja 1.2 geometrinen keskiarvo:
(V1.1x1.2 —~1)x100 ~14.8913
Olkoon korko siis molempina vuosina 14.8913 %.
Lainapd4doma 1. vuoden lopussa:
(1 +14.8913/100)x10000 = (1 + 0.148913)x10000 = 1.148913%x10000
=11489.13
Lainapd4doma 2. vuoden lopussa:
(1 +14.8913/100)x11489.13 = (1 + 0.148913)x11489.13 = 1.148913x11489.13
~ 13200
Siten lainapddoma kasvaa kahdessa vuodessa
100x(13200 — 10000)/10000 % =32 %
kuten pitaakin.

Huomautus:
Olkoon korko 1. vuotena p % ja toisena vuotena q %.
Yleisesti patee:

sl ke
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Sen sijaan
(1+—(p+q)/2j(1+—(p+q)/2j¢(1+Lj(l+i)
100 100 100 100
paitsi, jos
P=q
Esimerkki 7.6.

Paikkakuntien A ja B véalimatka on 120 km. Henkil0 ajaa A:sta B:hen keskinopeudella 60
km/h ja B:sta A:han keskinopeudella 120 km/h.

(@) Maaraa keskinopeus edestakaisella matkalla.
(b) Nayta, ettd keskinopeutta edestakaisella matkalla ei saada kaavalla
(60 + 120)/2 = 90 km/h

(c) Nayt, ettd oikea keskinopeus saadaan maardamallé lukujen 60 ja 100 harmoninen
keskiarvo

1

(1 1

— 7+7

260 120
Esimerkki 7.6. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.6. ndytetaan, etta aritmeettinen keskiarvo ei ole joka tilanteessa kaypa
tunnusluku. Oikea keskiluku tehtéavan ongelman ratkaisemiseen on harmoninen
keskiarvo.

Esimerkki 7.6. — Ratkaisu:
(@ A:njaB:nvalimatka:
120 km
Ajoaika A:sta B:hen (60 km/h):
120/60=2h
Ajoaika B:sta A:han (120 km/h):
120/120=1h
Matka edestakaisin:
240 km
Ajoaika edestakaisin:
2+1=3h
Keskinopeus edestakaisella matkalla:
240/3 =80 km/h
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(b) Maarataan keskinopeuksien aritmeettinen keskiarvo:

%(60 +120) km/h =90 km/h = 80 km/h

(c) Maarataan keskinopeuksien harmoninen keskiarvo:
1

— = km/h =80 km/h
il 1
2160 120

Esimerkki 7.7.

Kone valmistaa kuulalaakerin kuulia, joiden halkaisijat vaihtelevat satunnaisesti noudattaen
normaalijakaumaa parametrein

#=10mm, o= 0.01 mm

Poimitaan kuulien joukosta yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko n = 10. Olkoot X ja s
kuulien halkaisijoiden aritmeettinen keskiarvo ja otosvarianssi otoksessa. Mitka ovat

aritmeettisen keskiarvon X ja otosvarianssin muunnoksen (n — 1)s* &% otosjakaumat?
Esimerkki 7.7. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.7. tarkastellaan aritmeettisen keskiarvon ja otosvarianssin otosjakaumia.
Esimerkki 7.7. — Ratkaisu:

Oletuksen mukaan havainnot Xy, X, ... , X, muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen
normaalijakaumasta N(z, o), jossa

n=10
4=10 mm
0° = 0.012 mm = 0.0001 mm?

Siten kuulien halkaisijoiden aritmeettinen keskiarvo X noudattaa otoksessa normaali-
jakaumaa N(z,o?/n), jossa
1 =E(X)=10mm
2
9 —var(X)=D*(X) = %801 — 0.00001 mm?
n

Olkoon s? kuulien halkaisijoiden varianssi otoksessa. Tallin satunnaismuuttuja (n — 1)s%/ o
noudattaa otoksessa y*-jakaumaa vapausastein

n-1=10-1=9
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Esimerkki 7.8.

Adnestijista 25 % kannattaa puoluetta ABC. Poimitaan danestajien joukosta yksinkertainen
satunnaisotos, jonka koko n = 1000. Maaraa puolueen ABC kannattajien suhteellisen osuuden
(approksimatiivinen) otosjakauma.

Esimerkki 7.8. — Mita opimme?
Esimerkissa 7.8. tarkastellaan suhteellisen osuuden (approksimatiivista) otosjakaumaa.
Esimerkki 7.8. — Ratkaisu:
Olkoon
A = satunnaisesti valittu d4nestdja kannattaa puoluetta ABC
Oletuksen mukaan
Pr(A) =p=0.25
Poimitaan danestdjien joukosta yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko on n = 1000.

Puoluetta ABC kannattavien danestéjien suhteellinen frekvenssi p = f /n otoksessa noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa:

p: aNﬁp,m]
n

p = Pr(A) =0.25

q=Pr(AY=1-Pr(A)=1-p=0.75
Siten puolueen ABC kannattajien suhteellinen frekvenssi p = f /n otoksessa noudattaa
suurissa otoksissa approksimatiivisesti normaalijakaumaa parametrein

E(p)=p=0.25

jossa siis

Var(p) = D?(p) = 24 2 9:25x015 01875 _ ) 51075
n 1000 1000

Huomautuksia esimerkkeihin 7.7. ja 7.8.:

(1) Esimerkkien 7.7. ja 7.8. ideana on ndytta4, millaisia ovat tavanomaisten havainnoista
laskettavien otostunnuslukujen jakaumat perusjoukossa, jos havaintojen jakauma perus-
joukossa tunnetaan.

(2) Otostunnuslukujen jakaumia koskevat tulokset ovat kuitenkin epdoperationaalisia, koska
havaintojen jakauman parametrit ovat kaikissa tavanomaisissa sovellustilanteissa
tuntemattomia.

(3) Jos havaintojen jakauman parametreja ei tunneta, ne voidaan pyrkia estimoimaan eli
arvioimaan otoksesta saatujen tietojen perusteella; ks. lukua Tilastollisten mallien
parametrien estimointi.

(4) Perusjoukon parametrien arvoista tehtyja oletuksia voidaan pyrkié testaamaan tilastollisesti
otoksesta saatujen tietojen perusteella; ks. lukua Tilastollisten hypoteesien testaus.
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(5) Myos havaintojen jakauman tyyppié koskevia oletuksia voidaan pyrkié testaamaan
tilastollisesti otoksesta saatujen tietojen perusteella; ks. lukua Yhteensopivuuden,
homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen.

Esimerkki 7.11.

Oletetaan, ettd suomalaisten miesten pituus on normaalijakautunut parametrein ¢ = 175 cm
ja o=5 cm. Poimitaan miesten joukosta yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko on 100.
Maaréa lukuarvo, jota suurempia arvoja havaintojen aritmeettinen keskiarvoa saa toden-
nakoisyydella 0.01.

Esimerkki 7.11. — Mita opimme?
Esimerkissa 7.11. tarkastellaan aritmeettisen keskiarvon otosjakaumaa.
Esimerkki 7.11. — Ratkaisu:
Oletetaan, ettd havainnot
Xi,i=1,2,...,100

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(z, %), jossa

=175
=25
Olkoon havaintojen X;, i=1, 2, ..., 100 aritmeettinen keskiarvo
100
ORI
= 10045
Oletuksista seuraa, etta satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein u ja
o?ln:
2
X: N(y,a—]
n
jossa siis
u=175
o _2 _1_ —025
n 100 4

Tehtavand on maarata lukuarvo, jota suurempia arvoja havaintojen aritmeettinen
keskiarvo X saa todennakoisyydella 0.01.

Koska
2
X: N(y,a—]
n

niin standardoitu satunnaismuuttuja
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_X-E(X)_ X-u

D(X)  ol/n
noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
Z: N(0,1)

Normaalijakauman taulukoista ndemme, ettéa
Pr(Z <2.33) =0.9901 ~ 0.99
Komplementtitapahtuman todennakdisyyden kaavan mukaan
Pr(2>233)=1-Pr(2<233)~1-0.99=0.01

Saamme siten epdyhtalon

X533

O'/\E

josta aritmeettiselle keskiarvolle saadaan ehto

7=

X > 1+-Cx2.33=175+ > x2.33-176.165

JIn J100
Siten
Pr(X >176.165) =0.01

Esimerkki 7.12.

Oletetaan, ettd havainnot X;, i=1, 2, ..., 101 muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen
normaalijakaumasta N(1,4). Maaraa lukuarvo, jota pienempia arvoja havaintojen otos-
varianssi saa todennakdisyydelld 0.01.

Esimerkki 7.12. — Mita opimme?
Esimerkissa 7.12. tarkastellaan otosvarianssin otosjakaumaa.
Esimerkki 7.12. — Ratkaisu:
Oletetaan, etta havainnot
Xi,i=1,2,...,101

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(z, %), jossa

u=1
ol=4
Olkoon havaintojen Xj,i=1, 2, ..., 101 aritmeettinen keskiarvo
n 101
X = 12 X; = 1 X,
L Ry 101z

ja otosvarianssi
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101

A U PR T
= TR = S0 - X)

Oletuksista seuraa, ettd satunnaismuuttuja

y - (n-Ds’
(o2
jossa
cl=4
n=101
noudattaa y*-jakaumaa vapausastein (n — 1):
V: #*(100)

Tehtavana on maarata lukuarvo, joka erottaa »*-jakauman vasemmalle hannalle toden-
nakoisyysmassan, jonka koko on 0.01.

2/-jakauman taulukoista nahdaan suoraan, etta
Pr(V < 70.065) = 0.01
kun
V: #*(100)
Koska
_ (n-1s° _ 100s® _

2
o

Vv 25s?

saamme epdyhtalon
25s* < 70.065

josta otosvarianssille s? saadaan ehto
s> <2.803

Siten
Pr(s® <2.803) =0.01

Esimerkki 7.13.

Oletetaan, ettd suomalaisten miesten pituus on normaalijakautunut parametrein =175 cm
ja =5 cm. Poimitaan miesten joukosta yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko on 101.
Maaréa lukuarvo, jota suurempia arvoja otosvarianssi saa todennakaoisyydelld 0.01.

Esimerkki 7.13. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.13. tarkastellaan otosvarianssin otosjakaumaa.
Esimerkki 7.13. — Ratkaisu:

Oletetaan, ettd havainnot
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Xi,i=1,2,...,101

muodostavat yksinkertaisen satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(z, o), jossa

u=175
=25
Olkoon havaintojen X;, i=1, 2, ..., 101 aritmeettinen keskiarvo
101
SRR
i=1 101 i=1

ja otosvarianssi

101

¢ =3 (X, X = Z(X—

Oletuksista seuraa, ettd satunnaismuuttuja

v - (-1’
(o2
jossa
c?=25
n=101
noudattaa »*-jakaumaa vapausastein (n — 1):
V: #%(100)

Tehtévana on maarata lukuarvo, joka erottaa y*-jakauman oikealle hannalle todennakéisyys-
massan, jonka koko on 0.01:

7*-jakauman taulukoista nahdaan suoraan, etta
Pr(V > 135.807) = 0.01
kun
V: z*(100)
Koska
(n-1s® _100s*
o’ 25
saamme epayhtalon
4s* >135.807
josta otosvarianssille s? saadaan ehto

s®>33.9518

V= =4s?

Siten
Pr(s* >33.9518) =0.01
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Esimerkki 7.14.

Oletetaan, ettd teemme 100 toisistaan riippumatonta Bernoulli-koetta, jossa kiinnostuksen
kohteena olevan tapahtuman A todennakdisyys on 0.2. Maaraa todennakagisyys, etta
tapahtuman A frekvenssi toistojen joukossa on suurempi kuin 10.

Esimerkki 7.14. — Mita opimme?

Esimerkissa 7.14. tarkastellaan suhteellisen frekvenssin (approksimatiivista) otos-
jakaumaa.

Esimerkki 7.14. — Ratkaisu:
Olkoon

f = tapahtuman A frekvenssi toistojen joukossa

f : : o
p = — = tapahtumien A suhteellinen frekvenssi toistojen joukossa
n

n = toistojen lukumaara

Koska toistojen lukuméaara n = 100 on nainkin suuri, voimme melko hyvin approksimoida
suhteellisen frekvenssin p otantajakaumaa normaalijakaumalla:

p: N(p,m)
n
jossa
p=0.2
q=1-p=038
n =100

Oletuksista seuraa, etta standardoitu satunnaismuuttuja

S _P=E(D)_ p-p

D(P)  /pa/n
noudattaa approksimatiivisesti standardoitua normaalijakaumaa:
Z: . N2
Koska
10 _1_
100 10
tehtdvand on maarata todennakoisyys
Pr(p>0.1)
Selvasti
Pr(p>0.1)= Pr[ Jpp; /pn > 3;&/?} J _ Pr[Z > «/o.(;i ;.(s);'/zmo j =Pr(Z >-2.5)
jossa siis
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—-E -
ya pD( p()p) - \/% . N(0,2)
Normaalijakauman taulukoiden mukaan
Pr(Z <-2.5) = 0.0062
joten komplementtitapahtuman todennékdisyyden kaavan mukaan kysytty todennékdisyys on
Pr(p >0.1) =Pr(Z >—2.5) =1-Pr(Z <-2.5) =1-0.0062 = 0.9938

Esimerkki 8.2.

Olkoot X;, 1 =1, 2, ..., n riippumattomia, samaa eksponenttijakaumaa noudattavia satunnais-
muuttujia, joiden odotusarvo E(X;) = g, ts. satunnaismuuttujat X;, i =1, 2, ... , n muodostavat
yksinkertaisen satunnaisotoksen eksponenttijakaumasta, jonka parametrina on 1/4. Maaraa
parametrin S suurimman uskottavuuden estimaattori.

Esimerkki 8.2. — Mita opimme?

Esimerkissa 8.2. tarkastellaan eksponenttijakauman parametrin suurimman
uskottavuuden estimointia.

Esimerkki 8.2. — Ratkaisu:

Oletetaan, ettd X; , i=1, 2, ..., n on yksinkertainen satunnaisotos eksponenttijakaumasta,
jonka parametrina on 1/3. Siten
X1, Xoy ooy Xn L

Xi~Exp(l/p),i=1,2,...,n
Otoksen X1, Xo, ..., X, uskottavuusfunktio on
1 13
L(B5 Xy %oy -ees %) = £0x B) £ (X5 )+ £ B) :FeXp(_EZXiJ
i=1

jossa
f(x;/0) =£exp(—lxij, i=12,...,n
B B
on havainnon X; tiheysfunktio. Vastaava logaritminen uskottavuusfunktio on
: : 15
1B %, Xy - %) = 10G L(B5 X4y Xy ooy X, ) =—52Xi ~nlog(p)
i=1

Suurimman uskottavuuden estimaattori parametrille S 10ydetd&dn maksimoimalla logaritminen
uskottavuusfunktio | parametrin £ suhteen.

Tama tapahtuu derivoimalla logaritminen uskottavuusfunktio | parametrin g suhteen,
merkitsemalld derivaatta nollaksi ja ratkaisemalla saatu normaaliyhtalé parametrin g
suhteen:

ol(B %, X, ...
op

6Lyl
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Ratkaisuksi saadaan
,é = 1Z‘,Xi =X
[ ey

Saatu ratkaisu antaa logaritmisen uskottavuusfunktion maksimin, mika ndhdéaan esim.
sijoittamalla saatu ratkaisu logaritmisen uskottavuusfunktion 2. derivaatan lausekkeeseen.

Esimerkki 8.4.

Tehdas vaittaa, ettd normaalitilanteessa sen valmistamista tuotteista 5 % on viallisia. Asiakas
poimii tuotteiden joukosta yksinkertaisen satunnaisotoksen, jonka koko on 150 ja 16ytaa 15
viallista tuotetta. VVoidaanko tehtaan vaitettd viallisten suhteellisesta osuudesta pitaa
oikeutettuna?

Ohje: M&é&raa otoksesta 95 %:n ja 99 %:n luottamusvalit viallisten todelliselle suhteelliselle
osuudelle ja tee johtopéd&tokset niiden perusteella.

Lisékysymys: Miten valittu luottamustaso vaikuttaa luottamusvélin pituuteen?
Esimerkki 8.4. — Mita opimme?
Esimerkissa 8.4. tarkastellaan Bernoulli-jakauman odotusarvon luottamusvalin
maaraamista.
Esimerkki 8.4. — Ratkaisu:
Olkoon tapahtuma
A = {Satunnaisesti valittu tuote on viallinen}
ja olkoon tapahtuman A todennakdisyys
Pr(A)=p
Pr(A°)=1-p=q
Madritella&n satunnaismuuttuja
1, jos satunnaisesti valittu tuote on viallinen
B {O, jos satunnaisesti valittu tuote ei ole viallinen
Tall6in satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrinaan
p = Pr(A) = E(X)
Valmistettujen tuotteiden joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli
n =150
ja otoksessa havaittiin 15 viallista tuotetta.

Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — «) %:n luottamusvali odotusarvo-
parametrille p. Luottamusvali on muotoa

pd-p)

piza/Z n

jossa
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p odotusarvoparametrin p harhaton estimaattori

n

havaintojen lukuméaara

—Za2 Ja +Z47 = luottamustasoon (1 — a) liittyvat luottamuskertoimet
standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1)

Parametrin p estimaatiksi saadaan

p-l 15 g
Valitaan luottamustasoksi

1-a=0.95
Koska

a=0.05

luottamustasoa 0.95 vastaavat luottamuskertoimet ovat

2y =" Zoos
+2,10 =t 2025

Luottamuskertoimet —z,,, =2, jJa +2,,, =+Z,, toteuttavat yhtalot
Pr(z<-z,,,) =Pr(z<-z,,:)=—=0.025

=0.025

N NIR

Pr(zz+z,,,) =Pr(z=—-2,4,) =

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
z: N(O,1
Siten

Pr(-z,,<z2<+2,,) =Pr(—2yps SZ2<+Zy,) =1-a=0.95

Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoiden mukaan

—Zy00s =—1.96
425005 =+1.96

Siten 95 %:n luottamusvéli Bernoulli-jakauman parametrille p on muotoa

97, PE"P) 0141 g6 [021¥E-0D
n 150

=0.1+1.96x0.024
=0.1+0.048
= (0.052,0.148)

Vli ei peita parametrin p oletettua arvoa 0.05.

Valitaan luottamustasoksi
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1-a=0.99
Koska
a=0.01

luottamustasoa 1 — « = 0.99 vastaavat luottamuskertoimet ovat

~Zy12 = " Zooos
+2,0 =+Zo00s

Luottamuskertoimet —z,,, ==z, J& +2,,, =+Z,4 toteuttavat yhtalot
Pr(z<-z,,)=Pr(z<-z,,,)=—=0.005

Pr(z>+z,,,) =Pr(z=+2,,,) =—==0.005

N|R NR

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
z: N(O,1
Siten
Pr(-z,,<z2<+2,,)=Pr(—2Zyps < Z<+Zys) =1-a=0.99
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoiden mukaan
—Zy 05 = —2.98

+Z 005 = +2.58

Siten 99 %:n luottamusvéli Bernoulli-jakauman parametrille p on muotoa

b7, | PP 014255 (010D
n 150
= 0.1+ 2.58x0.024

=0.1+£0.063
=(0.037,0.163)
Vali peittaa parametrin p oletetun arvon 0.05.

Siten otoksesta saatu evidenssi viittaa siihen suuntaan, ettd valmistajan vaitteeseen voidaan
kohdistaa jonkin verran epéilyja. Asiaa voidaan tarkastella myos tilastollisen testiteorian
muodostamassa kehikossa.

Huomautuksia:

(i)  Suhteellisen osuuden luottamusvali pitenee, jos luottamustasoa 1 — « kasvatetaan,
jolloin luottamusvalista tulee epainformatiivisempi.

(i)  Luottamusvali lyhenee, jos otoskokoa n kasvatetaan.

(iii)  Jos luottamusvalin pituus halutaan puolittaa, pitd4 havaintojen lukumé&éara n
nelinkertaistaa.
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Esimerkki 8.5.

Tehdas valmistaa ruuveja. Ruuvien paino vaihtelee satunnaisesti noudattaen normaali-
jakaumaa. Ruuvien joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos. Otoskeskiarvoksi saatiin
talloin 25 g. Tehdaén (tavallisesti eparealistinen) oletus, ettd normaalijakauman varianssi

0.25 g° on tunnettu.

Maaraa 99 %:n luottamusvalit ruuvien painon odotusarvolle, jos otoskokona on
@ 1

(b) 100

(c) 10000

Vertaa saatujen luottamusvalien pituuksia toisiinsa. Miten luottamusvalin pituus kayttaytyy
otoskoon funktiona?

Esimerkki 8.5. — Mita opimme?

Esimerkissa 8.5. tarkastellaan normaalijakauman odotusarvon luottamusvalin
maaraamista (tavallisesti eparealistisessa) tilanteessa, jossa jakauman varianssi oletetaan
tunnetuksi.

Esimerkki 8.5. — Ratkaisu:

Tehdas valmistaa ruuveja. Ruuvien paino vaihtelee satunnaisesti noudattaen normaali-
jakaumaa. Ruuvien joukosta poimittiin yksinkertainen satunnaisotos, jonka koko oli n.

Maaritella&n satunnaismuuttujat
Xi = Ruuvin i paino otoksessa, i=1,2, ...,n
Oletuksien mukaan
X Xpron X L
X, N(u,0%),i=12,...,n
jossa varianssi
0’ =025¢"
on tunnettu.

Otokseen poimittujen ruuvien painojen aritmeettinen keskiarvo oli
_ 1<&
X==>X,=25¢
)

Konstruoidaan otoksesta saatujen tietojen perusteella (1 — &) %:n luottamusvali odotusarvo-
parametrille 2. Koska varianssi o oletettiin tunnetuksi, luottamusvéli on muotoa

- O
Xtz ,—

a \/ﬁ
jossa

X = havaintojen aritmeettinen keskiarvo otoksessa
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2
(o2

jakauman varianssi

n havaintojen lukuméaara

~Za2 Ja +Z42 = luottamustasoon (1 — a) liittyvat luottamuskertoimet
standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1)

Valitaan luottamustasoksi
1-a=0.99
Koska
a=0.01
luottamustasoa 1—« = 0.99 vastaavat luottamuskertoimet ovat

~Zy12 =" Zooos
+2,10 =+ 2005

Luottamuskertoimet —z,,,, = =2, Ja +2,,, = +Z,4 toteuttavat yhtalot
Pr(z<-z,,,) =Pr(z<-z,,;:) =—==0.005

=0.005

NIR NR

Pr(z=+z,,,)=Pr(z=+z,,;) =

jossa satunnaismuuttuja z noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
z: N(O,1

Siten
Pr(-z,,<z2<+2,,)=Pr(—zyps SZ<+Zys) =1-a=0.99

Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoiden mukaan

~Zy 05 = —2:98
+Z5,005 = +2.58

Siten 99 %:n luottamusvéli normaalijakauman odotusarvoparametrille 2 on muotoa

K+z .- _25+258x 92

al2 Jﬁ \/ﬁ

@ n=1
Luottamusvaliksi saadaan
X+z,, 9 _o5+ 2.58><E =25+1.29 =(23.71,26.29)
Jn V1

© Milla Kibble ja Ilkka Mellin (2013) 56/57



Todenné&kdisyyslaskennan ja tialstotieteen peruskurssiEsimerkkikokoelma 4

(b) n=100:
Luottamusvaliksi saadaan

— o 0.5
X+z ,, —=25+258x =25+0.129=(24.871,25.129
al?2 \/ﬁ m ( )
(c) n=10000:
Luottamusvaliksi saadaan
X +7 O _954258x 02

= =25+0,0129~ (24.9871,25.0129)

“/z /10000

Jos otantaa toistetaan, niin luottamustason frekvenssitulkinnan mukaan otoksista konstruoidut
luottamusvalit peittavat (keskimaarin) 99 %:ssa otoksia parametrin  tuntemattoman arvon ja
(keskimadrin) 1 %:ssa otoksia ei sité tee.

Huomautuksia:

(i)  Odotusarvon luottamusvali pitenee, jos luottamustasoa 1 — « kasvatetaan, jolloin
luottamisvalista tulee epainformatiivisempi.

(i)  Luottamusvéli lyhenee, jos otoskokoa n kasvatetaan.

(iii) Jos luottamusvalin pituus halutaan puolittaa, pitda havaintojen lukuméaara n
nelinkertaistaa.

(iv) Luottamuskertoimet pitaa valita normaalijakauman sijasta t-jakaumasta, jos
varianssi o ei ole tunnettu ja se joudutaan estimoimaan otoksesta.

N4in saatava estimoituun varianssiin o perustuva luottamusvali on leveampi
kuin tassa konstruoitu tunnettuun varianssiin o perustuva luottamusvali; ks.
luentokalvot.

Jos havaintojen lukuméaaran annetaan kasvaa rajatta, estimoituun varianssiin o
perustuva luottamisvali lahestyy tunnettuun varianssiin o perustuvaa luottamus-
valia.
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