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Talousmatematiikan perusteet:

Luento 6
Derivointisaantoja

Yhdistetyn funktion derivointi
Tulon ja osamaaran derivointi




O Funktion
— Derivaatta f'(x) kuvaa funktion muutosnopeutta

— Toinen derivaatta "' (x) = D(f'(x)) kuvaa muutosnopeuden muutosnopeutta eli

kiihtyvyytta

O Funktio on
— Kasvava, kun f'(x) > 0
— Vaheneva, kun f'(x) <0

U Derivointisaantoja
— Vakiofunktio: D(a) =0

—  Yksinkertainen polynomifunktio: D(x™) = nx™1

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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Talla luennolla

O Lisaa derivointisaantoja
— Potenssifunktio
— Eksponenttifunktio
— Logaritmifunktio

O Yhdistetyn funktion derivointi

O Tulon ja osamaaran derivointi

Aalto University
School of Business
[ |
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Potenssifunktion derivointi

D5: Potenssifunktion derivaatta

Q Olkoon f(x) = x™,n € R. Tallin

f'(¥) = DG") = na™?

0 Saanto toimii siis aivan kuten yksinkertaisen polynomifunktion tapauksessa

O Esim.
4

- f(x)=x3\/§=x§=>f’(x) =§x§=§3\'/§,
— ) = 2075 5 f1(x) = 07557028

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Potenssifunktion derivointi

QO Esim. Kultakalakaviaarin kysynnan ja tarjonnan
(kg) riippuvuutta yksikkohinnasta x (€/kg) kuvaavat

funktiot:
- Kysynti f(x) = 13262x 114
- Tarjonta g(x) = 1.16x152

QO Kuvaajan perusteella nayttaa silta, etta
yksikkohinnan kasvaessa
—  Tarjonta kasvaa, jolloin muutosnopeus g'(x) > 0
—  Kasvu on kiihtyvaa, jolloin kiihtyvyys g’ (x) > 0

O Paatelma voidaan vahvistaa derivoimalla
- g'(x) =D(1.16x'5%) = 1.16 - 1.52x15271 =
1.7632x%52 > 0

—  g"(x) = D(1.7632x%52) = 1.7632 - 0.52x5271 =
0.9169x7%48 > 0

1200

—Kysynta

1000 1  — Tarjonta

800 |

600 1

400 r

200 r

10 20 40 60 80
Hinta x (€/kg)
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Potenssifunktion derivointi

QO (Jatkuu) Kultakalakaviaarin kysynnan ja tarjonnan
(kg) riippuvuutta yksikkohinnasta x (€/kg) kuvaavat
funktiot:

—  Kysynti f(x) = 13262x 114
—  Tarjonta g(x) = 1.16x>?

QO Kuvaajan perusteella nayttaa silta, etta
yksikkohinnan kasvaessa
—  Kysynta vahenee, jolloin muutosnopeus f'(x) < 0

—  Vaheneminen hidastuu, eli muutosnopeus kasvaa (tulee
vahemman negatiiviseksi), jolloin kiihtyvyys f" (x) > 0 (!)

O Paatelma voidaan vahvistaa derivoimalla
— f’(x) = D(13262x‘1-14) = 13262 - (_1_14)x—1.14—1 —
—15118.68x"21* < 0

—  f"(x) = D(—15118.68x"21*) = —15118.68 -
(—2.14)x™ 21471 = 32354x7314 > 0

1200
—Kysynta
1000 | — Tarjonta
800 1
600 1

400

200 ¢

10 20 40 60 80
Hinta x (€/kg)
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Tuotannon yksikkokustannusta (€/kg) tuotantomaaran x (t) suhteen
kuvaa funktio f(x) = 2x~93. Maarita yksikkokustannuksen
vahenemisnopeus tuotantomaaran ollessa 5 tonnia.

1. 7c/kg /lisatty tonni

2. 37c/kg / lisatty tonni
3. 1.23 €/kg / lisatty tonni

A' Aalto University
|



http://www.wolframalpha.com/problem-generator/

Calculus — Derivatives — Power rule (Intermediate- ja Advanced-
tasot)

A' Aalto University
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Eksponenttifunktion derivointi

D6: Eksponenttifunktion derivaatta

O Olkoon f(x) = a*. Tallgin

f'(x) =D(a*)=a*-Ina

O Erityisesti

f'@) = D(e*) = e*

O Todistus kalvolla 37 (jos kiinnostaa)

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Eksponenttifunktion derivointi

O Milla tahansa kantaluvulla a > 1
eksponenttifunktio f(x) = a* kasvaa
kKiihtyvasti

—  f'(x) = a*-Ina > 0 —» Muutosnopeus on
positiivinen, eli funktio kasvaa

—  f"(x) = a*- (Ina)? > 0 — Muutosnopeus
kasvaa, eli kasvu kiihtyy

O Milla tahansa kantaluvulla 0 < a < 1
eksponenttifunktio f(x) = a* vahenee
hidastuvasti

—  f'(x) = a*-Ina < 0 > Muutosnopeus on
negatiivinen, eli funktio vahenee

—  f"(x) = a*- (Ina)? > 0 —» Muutosnopeus
kasvaa, eli vaheneminen hidastuu

10

—1.5%

— Y
8r 30

—0.2%
—0.5%
0.9*

-1 0 1
x
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Eksponenttifunktion derivointi

% 10°

w
o

w

O Esim. Laakkeen L valmistuksessa kaytettavan
bakteerikannan suuruutta ajan x (h) suhteen kuvaa
funktio f: R » R*, f(x) = 10000 - 2*. Mik& on
bakteerikannan kasvunopeus tarkastelujakson alussa?
Enta kolmen tunnin kuluttua?

= N
- ()] N (&)}

Bakteerikannan koko f(z) (kpl)
o
o

O Kasvunopeutta kuvaa derivaattafunktio

o

0 2 4
Aika tarkasteluhetkestd x (h)

1
N

£'(x) = D(10 000 - 2¥) = 10 000 - D(2*) = 10 000 - In 2 - 2¥

%10°

O Kasvunopeus alussa:
f'(0) =10000-1In2-2° =~ 6932 kpl/h

O Kasvunopeus kolmen tunnin kuluttua:

-2 0 2 4

f,(g) =10000-1In2 - 23 ~ 55452 kpl/h Aika tarkasteluhetkesté z (h)

Bakteerikannan kasvunopeus f’(z) (kpl/h)

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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 Auton arvo on uutena 80 000 €, ja arvo vahenee 20%
vuodessa. Mika on auton arvon vahenemisnopeus
kolmen vuoden kuluttua?

1. 1030€/v

2. 4096 €/v
3. 9140€/v

A' Aalto University
|



Logaritmifunktion derivointi

D7: Logaritmifunktion derivaatta

O Olkoon f(x) = log, x. Talloin

1
xlna

f'(x) = D(logg x) =

O Erityisesti

£/(x) = D(nx) = ~

X

O Todistus kalvolla 38 (jos kiinnostaa)

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
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Logaritmifunktion derivointi

(o]

O Esim. Tuotantoprosessin paivittaista
kokonaiskustannusta (1000 €) tuotetun maaran m
(tonnia) suhteen kuvaa funktio c: [1, ) —

[1,00),c(m) = 1 + Inm?. Mik& on kustannuksen
kasvunopeus tuotantomaaran ollessa 2 tonnia? Enta 5
tonnia?

o
T

~

w
T

N
T

Kokonaiskustannus (1000 euroa)

0 Kustannuksen muutosnopeutta kuvaa |
derivaattafunktio 2

-

4 6 8 10
Tuotettu mééra m (t)

c’'(m)=D(1+Inm?) =D1)+D(nm?) =0+ D(2-Inm)
=2-D(nm) = %

O Kasvunopeus tuotantomaaran ollessa 2 tonnia:
¢'(2) = g =1 — 1000 € / lisatonni

O Kasvunopeus tuotantomaaran ollessa 5 tonnia:
¢'(5) === 0.4 - 400 €/ lisatonni

Kustannuksen muutosnopeus (1000 euroa / t)

2 4 6 8 10
Tuotettu maard m (t)

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver3|_ty materiaaleihin)
School of Business
|
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O Tuotekehitystyon odotettua tuottoa (k€) tyohon sijoittujen
resurssien x (k€) suhteen kuvaa funktio r(x) = 100 - In 2x. Mika
on odotetun tuoton kasvunopeus resurssitason ollessa 80 000
euroa?

1. 0.63 € /sijoitettu lisaeuro
2. 1.25 € / sijoitettu lisdeuro
3. 5.08 € /sijoitettu lisaeuro

A' Aalto University
|



0 Saannot D1, D2, D5, D6 ja D7 esittivat, kuinka eraista tarkeista perusfunktioista
f saadaan niiden muutosnopeutta kuvaavat derivaattafunktiot f”
—  D1: Vakiofunktion derivointi
— D5: Potenssifunktion (sis. D2 yksinkertaisen polynomifunktion) derivointi
— D6: Eksponenttifunktion derivointi
—  D7: Logaritmifunktion derivointi

0 Saannot D3 ja D4 (vakiolla kerrotun funktion / funktoiden summan derivointi) ovat
yleisia funktioiden yhdistelmien kasittelysaantoja, kuten myos seuraavaksi esiteltavat
saannot

— D8: Yhdistetyn funktion derivointi
— D9: Tulon derivointi
— D10: Osamaaran derivointi

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
|
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Yhdistetyn funktion derivointi

d Esim. Tarkastellaan funktiota

1
t(x) =/x2 +2x +3 = (x2 + 2x + 3)2

L Funktio ei ole mitaan perustyyppia eika sille ole valmista derivointisaantoa.

0 Se voidaan kuitenkin hahmottaa yhdistettyna funktiona t(x) = (g » /) (x), kun
— Sisdafunktiona on polynomifunktio f(x) = x? + 2x + 3

1
— Ulkofunktio on potenssifunktio g(y) = y2

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver3|_ty materiaaleihin)
School of Business
|
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D8: Yhdistetyn funktion derivointi

Q Olkoon (g ° f)(x) yhdistetty funktio siten, etta
— Sisafunktio f on derivoituva pisteessa x
— Ulkofunktio g on derivoituva pisteessa y = f(x)

Q Talldin yhdistetyn funktion derivaatta on

DigeNX)=g'(fx) - f'(x) (=4g'G)f(x)
o X

Ulkofunktion muutosnopeus Sisafunktion muutosnopeus
sisafunktion suhteen x:n suhteen

A' Aalto University
|



Yhdistetyn funktion derivointi

Q Esim. t(x) = (g o f)(x) = Vx? + 2x + 3, missa
— Sisdafunktio f(x) = x>+ 2x + 3

1

— Ulkofunktio g(y) = y2

d Talloin
— ff(x)=2x+2
- 9O =§y_71

2x+2 x+1

- ) =g9'(fx) - f'(x) = %(x2 + 2x + 3)_71 -(2x+2) = W s RN e

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University teriaaleihi
A' School of Business materiaaleihin)
|
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O Esim. Tuotantoprosessin kokonaiskustannusta (1000 €) tuotetun maaran m (t) suhteen kuvaa
funktio c(m) = 1 + (Inm)?2. Mika on kustannuksen kasvunopeus tuotantomaaran ollessa 2 tonnia?
Enta 5 tonnia?

O Kustannusfunktio voidaan hahmottaa yhdistettyna funktiona c(m) = (g o f)(m), missa
—  Sisafunktio f(m) = Inm — f'(m) = %

—  Ulkofunktio g(y) = 1+ y?— g'(y) = 2y

O Talléin kustannuksen muutosnopeutta kuvaa derivaattafunktio
, , ) 1 2Ilnm
¢'(m) = g'(f(m)) - f'(m) = 2Inm - — =

m

21n

O Muutosnopeus tuotantomaaran ollessa 2 tonnia: ¢'(2) = = 0.693 — 693 €/ lisatonni

2In5 _ 0,644 — 644 € / lisatonni

O Muutosnopeus tuotantomaaran ollessa 5 tonnia: ¢'(5) =

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
|

20



Taukojumppa

Mika on funktion f(x) = In(1 + x?) derivaatta?

2
]' -
X
1
2 —
1+x
2x
3’ 2
1+x

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Taukojumppa

Mika on funktion f(x) = 2%*+* derivaatta?

1. 2%¥°*t%.|n2
2. 22Xt (2x 4+ 1)
3 2X***.In2.(2x +1)

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
|
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Tuotteen yksikkokustannusta (€/kg) tuotantomaaran x (t) suhteen
kuvaa funktio f(x) = TEIER Maarita yksikkokustannuksen

vahenemisnopeus tuotantomaaran ollessa 3 tonnia.

1. 6c/kg / lisatonni
2. 10 c¢/kg / lisatonni
3. 23 c/kg / lisatonni

Aalto University
School of Business
[ |



http://www.wolframalpha.com/problem-generator/

Calculus — Derivatives — Chain rule

Monet tehtavista sisaltavat trigonometrisia funktioita — Skip this
question

A' Aalto University
|



O Esim. Harvelitehtaan tuotannon maaran ja yksikkohinnan kehitysta
ajan x suhteen kuvaavat funktiot

— Maara: f:R* -» RY, f(x) = 186400(x + 1)%°>* (potenssifunktio)
— Yksikkohinta: g: R* - R*, g(x) = 3.47 - 1.08* (eksponenttifunktio)

d Tuotannon arvoa kuvaa talloin funktio

v:RT - RT,v(x) = f(x) - g(x) = 186400(x + 1)%>*. 3.47 - 1.08*

O Funktio v on funktioiden f ja g tulo.

A' Aalto University
|



D9: Tulon derivointi

O Jos funktiot f ja g ovat derivoituvia pisteessa x, niin

A

f:n muutosnopeus

g:n muutosnopeus

D(F () - () = f'(0)g () + g'()F ()

Kokonais-
muutosnopeus

' Aalto University

g(x)-kertaisena

f(x)-kertaisena




Tulon derivointi

O Esim. Tuotannon arvoa ajan suhteen kuvaa 6 10
funktio 0)
v(x) = f(x) - g(x) = 186400(x + 1)°5* - 3.47-1.08% 24|
O Tuotannon arvon muutosnopeutta kuvaa ‘32_
funktio -
v'(x) = D(f(x) - g(x)) = f'(x)g(x) + g' (X)f (x) % 2 4 6 8 10
Aika (v)
= D(186400(x + 1)°5%) - (3.47 - 1.08%) + D(3.47 - 1.08%) - 7 X10°

(186400 (x + 1)05%)

o

= 0.54 - 186400(x + 1)"°46. (3.47 - 1.08%) + 3.47 - 1.08*In 1.08
(186400 (x + 1)054)

N

= 349276 - (x + 1)7046. 1.08% 4+ 49779 - 1.08* - (x + 1)054

Arvon muutosnopeus (€/v)
[6)]

w

o
N
NL
(o))
oo

= 1.08%(349276(x + 1)7%4¢ + 49779 - (x + 1)%5%) 10

Aika (v)

. materiaaleihin)
School of Business
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Taukojumppa

Maarita funktion s(x) = 2* In(x + 1) derivaattafunktio.

7 2

x+1

2. 2°(In(x+3)+— )

x+1

1
5 2*(In2 In(x+1)+— )

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver5|_ty materiaaleihin)
School of Business
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Tuotteen kysyntaa (kpl) ajan t (vko) suhteen kuvaa funktio k(t) =
— 7.5t% + 300t + 2000, ja tuotteen hintaa (€/kpl) funktio h(t) = 25 -

0.9t. Mika on tuotteen myynnisté saatavan tulon muutosnopeus 10
viikon kuluttua tarkastelujakson alusta?

1. -2596 €/vko
2. -1596 €/vko
3. 1596 €/vko

A' Aalto University
|



Osamaaran derivointi

O Esim. Kehitysmaassa arvioidaan, etta
BKT (M€) ja vakiluku (milj. ihmista)

g : 1100
riippuvat ajasta (v) seuraavalla tavalla
- BKT: f: R-I- - ]R+,f(X) = 5860(x + 1)0-36 - 1000
—  Vikiluku: g: RY > R*, g(x) = 7.8 - 1.06% 3
N
s 900
O BKT:n arvoa asukasta kohden kuvaa =
naiden osamaara S 800!
x) 5860(x + 1)93¢ 700 '
s:R* -» R*,s(x) = fe _ ( ) 0 5 10 15

glx)  7.8-1.06%

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver3|_ty materiaaleihin)
School of Business
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D10: Osamaaran derivointi

O Jos funktiot f ja g ovat derivoituvia pisteessa x ja g(x) # 0, niin

b fx) _f 'x)gx) —g'(x)f (x)
g(x) (g(x))*

A' Aalto University
|



Osamaaran derivointi

s(a) @)

0 BKT:n arvoa asukasta kohden kuvaa 1100 | | -, 300
funktio ~ 2
% 1000 o 200
o @
© e
x) 5860(x + 1)03¢ @ 900 3 100
s:RY - R, s(x) = () = ( )x = §
gx) 7.8-1.06 X 800 g o
|_
X
700O 5 1‘0 1‘5 « -100
QO Asukasta kohden lasketun BKT:n Aika (v) ° ° Aika ( )1 ’ *
. IKa (V
muutosnopeutta kuvaa funktio
, ' (x)g(x)-g' (x)f (x)
SX)=
(x) (9))”
5860 -0.36(x + 1)7%6* - 7.8+4-06" — 7.8+1706" In 1.06 - 5860 (x + 1)°-36 (x + 1)064
B (7.8-1.069)2 © (x+ 1)064
5860 0.36 — In1.06 - 5860(x + 1) 1768 — 341.5x 226.7 — 43.8x
B 7.8+ 1.06% - (x + 1)0-64 T 7.8-1.06% - (x + 164 T 106% . (x + 1)064

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University teriaaleihi
A School of Business materiaaleihin)
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Taukojumppa

Maarita funktion s(x) =

eX—1
1.
2X
2 eX(x—2)+2
, e
32 eXx2+42x
, "

derivaattafunktio.

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
materiaaleihin)
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Tuotannon maaraa (kpl) ajan t (vko) suhteen kuvaa funktio m(t) =
1000 - 1.05¢, ja tuotannon kokonaiskustannusta (€) funktio k(t) =
2000 - In(t + e). Mika on tuotteen yksikkokustannuksen
muutosnopeus 20 viikon kuluttua tarkastelujakson alusta?

1. -8.2c¢/vko
2. -5.6 ¢/vko
3. 1.5c/vko

A' Aalto University
|



http://www.wolframalpha.com/problem-generator/

Calculus — Derivatives —
(d Tulon derivaatta: Product rule
d Osamaaran derivaatta: Quotient rule

A' Aalto University
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[ Derivointisaannot joillekin tavallisille funktiotyypeille
— Potenssifunktio: D(x™) = nx™!

— Eksponenttifunktio: D(a*) = a* - Ina, D(e*) = e*
1

— Logaritmifunktio: D(log, x) = ﬁ, D(lnx) = -
O Yleisia saantgja funktioiden yhdistelmien kasittelyyn

— Yhdistetyn funktion derivaatta: D(g o f)(x) = g'(f (x)) - f'(x)

— Tulon derivaatta: D(f(x) - g(x)) = f'(x)g(x) + g'(x)f (x)

_  Osaméirin derivaatta: p L& = [ 90-9'GI7 ()
g(x) (g(x))?

Aalto University
School of Business
[ |



Todistuksia aiheesta kilnnostuneille:
D6

QO Olkoon f(x) = e*. TAlIdIn f'(x) = D(e*) = e*.

Funktion e Taylorin

sarjakehitelma, ks.
O Todistus: / luento 2
2 3 2 3
X ) ex'l'h—ex . ex(eh—l) ] ex(1+h+h7+%—1) . ex(h+h7+%)
D(e®) = TR AT R n = hm n
h
— 1i X ... X
—}ll_r)r(l)e (1+2+ 6 +-)—>e

O Olkoon f(x) = a*. Talléin f'(x) =D(a*) =a*-Ina
O Todistus:
—  Merkitiin f(x) = (ho g)(x) = a* = e®
h(y) =e”.
— Talloin g'(x) =lnajah’'(y) =e?.

X

= e*Ina missi sisifunktio g(x) = x In a ja ulkofunktio

—  Yhdistetyn funktion derivointisddnndstd seuraa f'(x) = h'(g(x)) - g'(x) = e*"%-Ina = a* - Ina.

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
|
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Todistuksia aiheesta kilnnostuneille:
D7

O Olkoon f(x) = Inx. Talldin f'(x) = D(Inx) = -.

X

h 1
L o In(th)-In@) _ . WD A 1 1)k
O Todistus: D(Inx) = }ll_r)r(l) - = }111_r>1’(1) —== }111_r)1(l) In (1 + x) = Ill_r)glo In (1 + - k) -

In e% = % \/

Muuttujan vaihto:
1
k = H

1
xIna

O Olkoon f(x) = log, x. Talléin f'(x) = D(Inx) =

1
xIna

: 1 o 1
O Todistus: log, x = — In x, jolloin D(log, x) = — D(Inx) =

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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