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Talousmatematiikan perusteet:

Luento 8

Usean muuttujan funktiot
Lineaariset funktiot ja indeksit
Osittaisderivaatta




O Tahan asti olemme tarkastelleet yhden muuttujan funktioita ja
yhtaloita

— Esim. f(x) = 2x? +%, Inx+2=0

O Luennoilla 8-12 tarkastelemme useamman muuttujan funktioita ja
yhtaloita

— Esim. f(xy,x,) = 2x2 + xi, Inx; +2x, =0
2
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Usean muuttujan lineaariset funktiot

0 Usean muuttujan lineaarinen funktio on
muotoa f (x4, ..., x,) = ayx;y + -+ a,x,.
— ESim. f(xl, xZ) - le + 3x2

f(xy,xy) = 2x1 + 3x,

0 Usean muuttujan lineaarisen funktion
kuvaaja on (hyper)taso

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University teriaaleihi
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Lineaaristen funktioiden sovellus:
Indeksit

O Esim. Ekonomisti E hankkii USA:sta terveysvaikutteisia luonnontuotteita: Kuntojuomaa (KJ),
Terveysuutetta (TU) ja Inmepillereita (IP). Han seuraa naiden hyodykkeiden hintoja ja viikon
aikana kuluttamiaan maaria noin vuoden valein:

Vuosi KJ($/dl)  TU(Slg)  IP ($/kpl) KJ (dI) TU (g) IP (kpl)
2017 0.40 0.50 1.40 35 60 30
2018 0.80 0.60 2.00 50 70 25
2019 0.30 0.80 4.00 120 90 50

O Kuinka suuri on kunkin tuotteen hinnan suhteellinen muutos perusvuodesta 2017
tarkasteluvuoteen 20187? Enta tarkasteluvuoteen 2019?

_ Suhteelliset hintamuutokset

Tarkasteluvuosi KJ ($/dl) TU ($/9) IP ($/kpl)
2018 0.80/0.40=2.000 1.200 1.429
2019 0.30/0.40=0.750 1.600 2.857

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Laspeyers’n hintaindeksi

O Edellisessa esimerkissa hintatason suhteellinen muutos riippuu tuotteesta

O Yleista hintatason suhteellista muutosta voidaan kuvata Laspeyers’n hintaindeksilla,
jossa tarkastellaan jonkin “hyddykekorin” hinnanmuutosta

O Esim. Valitaan vertailun pohjaksi perusvuoden 2017 keskimaaraista viikkokulutusta

vastaava hyodykekori:

Vuoden 2017 hyodykekori Korin arvo ($) Suhteellinen
muutos

Vuosi

2017
2018
2019

KJ($/dl)  TU ($/g)

0.40 0.50
0.80 0.60
0.30 0.80

IP ($/kpl)

1.40
2.00
4.00

KJ (dI)

35
35
35

TU (9)

60
60
60

IP (kpl)
30 86 € 100 %
30 124 € 144.2 %
30 178.5€ 207.6 %

A!

Aalto University
School of Business
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O Laspeyers’n hintaindeksin maaritelma:

n
Zi=1 Pitqio
n )
i=1 Pioqio

P{ (La) =

jossa
q10, ---» Qno Muodostavat perusajanjakson t, maaria vastaavan hyodykekorin,
P10, ---» Pno OVat perusajanjakson t, tuotekohtaiset hinnat, ja
D1t -, Pne OVat tarkasteluajanjakson t tuotekohtaiset hinnat.

O Edellisen kalvon esimerkissa P13 (La) = 144.2 % ja P17 (La) = 207.6 %

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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Paaschen hintaindeksi

O Vertailun pohjaksi voidaan perusajanjakson hyodykekorin sijasta valita tarkasteluajanjakson kori.
O Talloin hintatason suhteellista muutosta kuvaa Paaschen hintaindeksi:

O Esim.

KJ($/dl)  TU ($/g)

\Vuosi
2017
2018

0.40
0.80

0.50
0.60

Pf,(Pa) =

Zl 1 Pitqit

1 1 Pio ‘ht

IP ($/kpl)
1.40
2.00

KJ (dI)
50

70

IP (kpl)
25 90

€

132 €

PZ3i8 (Pa)

Suhteellinen

muutos

100 %

146.7 %

Vuoden 2019 hyédykekori Korin arvo ($) Suhteellinen
muutos

Vuosi
2017
2019

KJ($/dl)  TU ($/g)

0.40
0.30

0.50
0.80

IP ($/kpl)
1.40
4.00

KJ (dI)
120
120

TU (9)
90
90

IP (kpl)
50 163 €
50 308 €

100 %

189.0 %

Al
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School of Business

2019
2017

va Vilkkdmaan ja Juha Heikkilan
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Indeksien vertailua

2?:1 pltqlo
?:1 Piodio
tarkasteluajanjakson hinnat p;;,i = 1, ..., n ja i. muuttujan kerroin a; =

, jossa muuttujina ovat
dio
Z?=1 Piodio

Q Laspeyers’n hintaindeksi on lineaarinen funktio f (pot, . ) Pnt) =

Y. Ditdit
L Pioit

tarkasteluajanjakson hinnat p;;,i = 1, ..., n ja i. muuttujan kerroin a; =

, jossa muuttujina ovat
dit
YLy Piodit

Vuosi Laspeyers’n Paaschen
hintaindeksi hintaindeksi

U Paaschen hintaindeksi on lineaarinen funktio f (po¢, -, Pnt) =

2017 100 % 100 %
2018 144.2 % 146.7 %
2019 207.6 % 189.0 %

U Kerrointen valinta vaikuttaa hintatason suhteellisen muutoksen arviointiin

O Yksikasitteista parasta tapaa ei ole, mutta kaytannossa Laspeyers’n hintaindeksi on
kayttokelpoisempi — ja sita kaytetaankin esim. kuluttajahintaindeksin laskemisessa.

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
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Fisherin hintaindeksi

L Kompromissi Laspeyres’n ja Paaschen hintaindeksien valilla on
Fisherin indeksi, joka on edellisten geometrinen keskiarvo:

Ptto(F) = \/Ptf)(La) . Ptf)(Pa)

Vuosi Laspeyers’n Paaschen Fisherin
hintaindeksi hintaindeksi hintaindeksi

2017 100 % 100 % 100 %
2018 144.2 % 146.7 % 145.4 %
2019 207.6 % 189.0 % 198.1 %

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Taukojumppa

O Taulukossa on kahden tuotteen X ja Y hinnat ja kulutetut maarat
vuosina 2017 ja 2018. Mika on hintatason suhteellinen muutos
Laspeyers’n hintaindeksin perusteella?

Vuosi X (€/kg) Y (€/9) X (kg) Y (9)
2017 1.20 0.77 25 120
2018 1.50 1.00 35 250

1. 122 %

2. 120%

3. 158 %

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Taukojumppa

O Taulukossa on kahden tuotteen X ja Y hinnat ja kulutetut maarat
vuosina 2017 ja 2018. Mika on hintatason suhteellinen muutos
Paaschen hintaindeksin perusteella?

Vuosi X (€/kg) Y (€/9) X (kg) Y (9)
2017 1.20 0.77 25 120
2018 1.50 1.00 35 250

1. 120%

2. 154 %

3. 196 %

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
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Taukojumppa

O Taulukossa on kahden tuotteen X ja Y hinnat ja kulutetut maarat
vuosina 2017 ja 2018. Mika on hintatason suhteellinen muutos
Fisherin hintaindeksin perusteella?

Vuosi X (€/kg) Y (€/9) X (kg) Y (9)
2017 1.20 0.77 25 120
2018 1.50 1.00 35 250

1. 121 %

2. 120%

3. 142%

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
|
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U Kulutettujen maarien suhteellista muutosta voidaan kuvata
volyymi- eli maaraindekseilla.

U Hintaindeksia laskettaessa vakioidaan ostettava maarakori, jonka
arvon muutos lasketaan muuttuvassa hintatilanteessa

U Volyymi-indeksia laskettaessa vakioidaan hinnat, joiden vallitessa
lasketaan muuttuvan maarakorin arvo.

A' Aalto University
|



Laspeyers’n volyymi-indeksi

O Kun hintataso vakioidaan perusvuoden tasoon, kuvaa maarien suhteellista muutosta
Laspeyers’n maaraindeksi:

n
Qtto (La) _ Z;:l pTOCIft
=1 Biofto Q3150
muiutos

Vuosi KJ ($/dl)  TU ($/g) IP ($/kpl) KJ (dl) TU (9) IP (kpl)

2017 0.40 0.50 1.40 35 60 30 86 €

2018 0.40 0.50 1.40 50 70 25 90 €
2019 0.40 0.50 1.40 120 90 50 163 €

Q3017 (La)

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
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Paaschen volyymi-indeksi

O Vertailun pohjaksi voidaan perusajanjakson hintojen sijasta valita tarkasteluajanjakson hinnat.
O Talléin maarien suhteellista muutosta kuvaa Paaschen volyymi-indeksi:

0f, (Pa) = Z=tPurde
0 z 1pltqu Q2017 (Pa)
($) muutos
Vuosi KJ($dl)  TU($lg) P (S$kpl)  KJ(d) IP (kpl)
2017 0.80 0.60 2.00 35 60 30 124 € 100 %

2018 0.80 0.60 2.00 132 € 106.5 %
Vuoden 2019 hinnat Kokonaisarvo Suhteellinen
($) muutos

Vuosi KJ(@/dl) TU($lg) IP($/kpl) KI@)  Tu(g)  IP(kpl)
2017 0.30 0.80 4.00 35 60 30 178.5€ 100 %

2019 0.30 0.80 4.00 120 90 50 308 €

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva VW ja Juha Heikkilan
ga:o l.llmfvgrsnty materiaaleihin)
i 2019
' chool of Business Q5617 (Pa)
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Fisherin volyymi-indeksi

O Fisherin volyymi-indeksi on hintaindeksin tapaan Laspeyres’n ja
Paaschen indeksien geometrinen keskiarvo:

Q4P = [0, La) - 0}, (Pa)

Vuosi Laspeyers’n Paaschen Fisherin
volyymi-indeksi volyymi-indeksi volyymi-indeksi

2017 100 % 100 % 100 %
2018 104.7 % 106.5 % 105.5 %
2019 189.5 % 172.6 % 180.8 %

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
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Taukojumppa

 Taulukossa on kahden tuotteen X ja Y hinnat ja kulutetut maarat
vuosina 2017 ja 2018. Mika on Laspeyers’n volyymi-indeksin arvo?

Vuosi X (€/kg) Y (€lg) X (kg) Y (g)
2017 1.20 0.77 25 120
2018 1.50 1.00 35 250

1. 122%
2. 192 %
3. 235%

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
|
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Taukojumppa

O Taulukossa on kahden tuotteen X ja Y hinnat ja kulutetut maarat
vuosina 2017 ja 2018. Mika on Paaschen volyymi-indeksin arvo?

Vuosi X (€/kg) Y (€lg) X (kg) Y (g)
2017 1.20 0.77 25 120
2018 1.50 1.00 35 250

1. 142 %
2. 172 %
3. 192%

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto University materiaaleihin)
School of Business
|
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0 Tahan mennessa olemme tarkastelleet
— Erilaisia yhden muuttujan funktioita
— Usean muuttujan lineaarisia funktioita

O Yhden muuttujan funktioista f(x) tiedamme:
— Derivaatta f'(x) kuvaa funktion muutosnopeutta x:n suhteen

Q Seuraavaksi tarkastelemme usean muuttujan funktioita yleisesti

O Erityisesti maarittelemme osittaisderivaatan eli derivaatan vastineen usean
muuttujan funktioille

Aalto University
School of Business
[ |



Usean muuttujan funktiot

O Esim. Ekonomisti selvitti, etta Arktinen Kala —
yhtion tuotannon arvon riippuvuutta tyovoimasta
x;1 (M€) ja fyysisesta paaomasta x, (M€;
laitteet, rakennukset ym. infrastruktuuri) kuvaa

)
[0:]
o
!

Cobb-Douglas-tuotantofunktio f: ;60
55 0
f(xq1,x,) = 2.28x,938x,062, : ’
g 20 4
O Esim. Tyopanoksella x; = 20 M€ ja = o
paaomapanoksella x, = 10 M€ tuotannon arvo 20 2
on f(20,10) == 228 ° 200'38 y 100'62 =~ 2967 M€ Padomapanos s L

0 o0 Tydpanos x,

— Tuotanto on tappiollista: (29.67 — 30 )M€ =
— 0.33 M€

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

Aalto University materiaaleihin)
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[ |
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O Yritys suunnittelee lisainvestointia tuotantoon. Kuinka tyovoimaan ja
paaomaan kohdennetut lisainvestoinnit vaikuttavat tuotannon arvoon?

O Tallaiseen kysymykseen voidaan vastata tarkastelemalla tuotantofunktion
muutosnopeutta tydvoima- ja paaomapanosten suhteen

Aalto University
School of Business
[ |



O Yhden muuttujan funktion f(x) muutosnopeudesta muuttujan x suhteen
kertoo derivaatta f'(x)

— f'(x) > 0: funktio kasvaa muuttujan x suhteen
— f'(x) < 0: funktio vahenee muuttujan x suhteen

0 Monen muuttujan funktion f (x4, ..., x,) muutosnopeudesta muuttujan x;

suhteen kertoo osittaisderivaatta 2~ (xal;""x")

L 0f (X1,0Xn)
axi

_ 0f(x1,mXn)
axi

O Eri merkintatapoja:
AF (X1,00Xn
fG,0x ),Dl‘f(xl, ...,xn); Dxif(xli ...,xn),fl’(X]_; ""xn)’ fxi(xl' ""xn)

6xi

Aalto University
School of Business
[ |

> 0: funktio kasvaa muuttujan x; suhteen

< 0: funktio vihenee muuttujan x; suhteen




Osittaisderivaatta

O Jos sijoitetun paaoman tasoksi kiinnitetaan esim.

x, = 10 M€ ja tydpanoksen annetaan vaihdella ! | -
—— Tuotannon arvo t1o(x1) -

— — Kokonaispanos 10+x;

vapaasti, tuotantofunktio muuttuu yhden muuttujan
funktioksi

t10(x1) = f(x4,10)

= 2.28x,%3810°62 = 9.505x, 38

0 Tuotanto on voitollista, kun

9.505x,%3% — (10 + x;) > 0 © x; € (1.75,19.24) 0 16 2I0 30
Tyopanos z1

O Nollakohdat voi ratkaista esim. Wolfram Alphassa
komennolla solve(9.505*x*0.38-10-x=0)

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
|
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O Kun x, on kiinnitetty arvoon 10 M€, tuotannon 20

arvon muutosnopeutta tyovoimapanoksen x;
suhteen kuvaa derivaatta 15|
t'10(x1) = D(9.505x,°38) = 3.612x, 062 5 0

O Yleisemmin: Kun muuttujaa x, ajatellaan 5l

vakiona, tuotannon arvon muutosnopeutta

muuttujan x; suhteen kuvaa osittaisderivaatta

0 L
0 10 20 30
rmm==mm———= «—| Vakio! T

0f (x1,%2) _ D, (2.28x10.32:3x20.62.

axl [ 1
= 2.28x20'62D1(X10'38) = (0.38 - 2.28X20'62xl_0'62

— O.8664x1_0'62x20'62

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
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Osittaisderivaatta

O Jos tyopanokseksi kiinnitetaan esim.
x, = 20 M€ ja paaomapanoksen
annetaan vaihdella vapaasti,
tuotantofunktio muuttuu yhden
muuttujan funktioksi

k2o: R* - R+,k20(x2) = £(20,x5,)
= 2.28-20938x,062 = 7,117,062
U Tuotanto on voitollista, kun

7.117XZ0'62 — (20 + xz) >0
X, € (10.40,114.54)

60

50 1

40

30 1

20

10 1

—— Tuotannon arvo kg(z2)
— — Kokonaispanos x5 + 20

10 20 30
Paaomapanos x-

Aalto University
School of Business
[ |
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O Kun x; on kiinnitetty arvoon 20 M€, tuotannon
arvon muutosnopeutta paaoman x, suhteen
kuvaa derivaatta 12

10 |
k'50(x,) = D,(7.117x,%6%) = 4.413x,7038

O Yleisemmin: Kun muuttujaa x; ajatellaan
vakiona, tuotannon arvon muutosnopeutta
muuttujan x, suhteen kuvaa osittaisderivaatta

50(2)

Vakio!
af(ax;,xz) =D, (2_2850610.385620.62) — 0 | |
2 bommneoes ' 0 10 20 30
2.28x,°38D, (x,%6%) = 0.62 - 2.28x,%38x, 7038 = 2

14136X1 0'38X2_0'38

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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O Tuotantofunktion f (x4, x,) osittaisderivaattoja sanotaan myos tyopanoksen
ja paaoman rajatuottavuuksiksi, esim.

— D;f(xq4,x) = 0.8664x, ~%62x,%62 on tydpanoksen rajatuottavuus (kuinka paljon
yhden yksikon lisays tyopanokseen kasvattaa tuotannon arvoa eri tyovoima- ja
paaomapanostasoilla?)

— D, f(x1,x;) = 1.4136x,%38x,7938 on padomapanoksen rajatuottavuus (kuinka
paljon yhden yksikon lisdys padomapanokseen kasvattaa tuotannon arvoa eri
tyovoima- ja paaomapanostasoilla?)

Aalto University
School of Business
[ |



Osittaisderivaatta

U Yhden muuttujan funktioille maariteltyja derivointisaantoja
voidaan soveltaa, kun muut muuttujat ajatellaan vakioina.

QO Esim. f(x,y) =3xy? —2y? +4x—-5y+1
Q D.f(x,y) =D,(3xy? —2y?> +4x — 5y + 1)

= D,(3xy? + 4x) + D, (=2y?> — 5y + 1)
= 3y%D,(x) + 4D, (x) + 0 = 3y? + 4

flo,y)

Q D,f(x,y) =D,(Bxy*—2y*+4x -5y +1)
= D,(3xy* —2y* —5y) + D,(4x + 1)
= 3xDy,(y*) — 2D, (y?) — 5D, (y) + 0 = 6xy — 4y

100 -

-100 4

200 4

-5

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
materiaaleihin)
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Osittaisderivaatta

O Esim. f(x,y) = x¥ on potenssifunktio
x:n suhteen ja eksponenttifunktio y:n
suhteen

:a’,‘y

O Dyf (x, ) = Dp(x”) = yx¥~*

Q D,f(x,y) =D,(xY) =xY -Inx

20

Aalto University
School of Business
[ |

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
materiaaleihin)
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Taukojumppa

Maarita funktion f(x,y,z) = ze** + x3,/y — — osittaisderivaatta

fx(xr%z)-

1. 2ze** 4+ 3x2\[y

2. e +.\fy
ox ., 3x% Y
3. 2ze** + 275 Inz

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto Unlver5|_ty materiaaleihin)
School of Business
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Tuotannon arvoa tyovoimapanoksen x; (M€) ja paaomapanoksen x, (M€)
suhteen kuvaa tuotantofunktio f:

f(xq, x2) = 1.5, 3%, %70

Mika funktio kuvaa paaomapanoksen rajatuottavuutta?

1. g(xq,xy) = 0.45x,; 970,070
2. g(xq,x,) = 1.05x,%30x,70:30
3. g(xq,x;) = 1.05x,930x,7070

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
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