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Talousmatematiikan perusteet:

Luento 9

Gradientti
Suhteellinen muutosnopeus ja
osittaisjousto




U Usean muuttujan funktion f (x4, ..., x,,) muutosnopeutta
muuttujan x; suhteen kuvaa osittaisderivaatta

D;f(xqg, ., Xp)

4 Osittaisderivaatta lasketaan
1. Mieltamalla kaikki muut muuttujat vakioiksi
2. Soveltamalla yhden muuttujan funktion derviointisaantoja
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O Maarittelemme osittaisderivaattojen muodostaman vektorin eli
gradientin

4 Maarittelemme suhteellisen muutosnopeuden ja jouston vastineet
usean muuttujan funktioille

— (Osittainen) suhteellinen muutosnopeus
— Osittaisjousto
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O Funktion f (x4, ..., x,) gradientti Vf (x4, ..., x,,) on pystyvektori, jonka i.
komponentti on f:n osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen:

Dif(xq, ., Xp)

Vi(xq, o, x) = :
D,f(xq, ..., Xpn)

O Gradientti kertoo funktion f muutospyrkimyksesta (suunta ja voimakkuus)
pisteessa (xq, ..., Xp).
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O Esim. Ekonomisti selvitti, etta Arktinen Kala —yhtion tuotannon arvon
riippuvuutta tydvoimasta x; (M€) ja fyysisesta paaomasta x, (M€, laitteet,
rakennukset ym. infrastruktuuri) kuvaa Cobb-Douglas-tuotantofunktio f:

f(xq,x5) = 2.28x,9-38x,0-62,

L Tuotannon arvon osittaisderivaatta tyopanoksen suhteen:

0f (x1,x7)
axl
0 Tuotannon arvon osittaisderivaatta paaomapanoksen suhteen

= 0.8664x; 62,062

af (x1,x3)
dx,

= 1.4136x,%38x, 7038
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Gradientti

Q Tuotantofunktion muutospyrkimysta kuvaa vektori:

-0.62.,,. 0.62
Vf(xy,xz) = [0'86643610.38 xEO.38] e ]
14'136'761 X2 (") Tuotannon arvo flzy,xs)
60 = {100
O Tuotannon arvon muutospyrkimys tyévoimapanoksen = 50 ™
ollessa 20 M€ ja padomapanoksen 10 M€: % 40
& 60
_ 0.8664-20‘0'62100-62] _ [0.564 5 30
Vf(xg,x2) = 1.4136 - 20°3810-°38] ~ [1.840 é.:‘g 20 40
: . . 10 20
U Esim. 0.1 M€:n lisapanostus tyovoimaan kasvattaa ——
tuotannon arvoa likimaarin 0.1 - 0.564 = 0.0564 = 00 - 1'0 55 a5

56 400€

Tyovoimapanos x;

O Esim. 0.1 M€:n lisapanostus paaomaan kasvattaa
tuotannon arvoa likimaarin 0.1 - 1.840 = 0.184 =
184 000€
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O Yleisesti: Kun muuttuja x; = x; + Ax;, niin funktion arvon likimaarainen muutos on

Of (X1,..%Xn
f(xq, e, x) = (1, 0, x0) + %Axi

Xi

xl x1 + Axl
- : = x + Ax, niin funktion arvon likimaarainen

O Kun muuttujavektori x = [ :
Xn X + Ax,

muutos on

Of (%1, e, Xp) et Of (%1, ., Xp)

F(xX) = flxq, o, xp) = f(Xg, 0, %) + o, Axq + o,

=f(x)+Vf(x) - Ax

Ax,,

. . Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan
Aalto UnlverS|_ty materiaaleihin)
School of Business
|

v



O Muuttujavektorin pienilla muutoksilla Ax muutos funktion arvossa on siis
likimaarin gradientin ja muutosvektorin pistetulo Vf(x) - Ax

L Patee, etta V'f(x) - Ax = cos O - ||Vf(x)]|||Ax ||, missa 8 on vektorien Vf(x)
ja Ax valinen kulma

O Jos vektorit Vf(x) ja Ax ovat
— Lahes samansuuntaiset - 6 =~ 0 — cos8 = 1
— Lahes vastakkaissuuntaiset — 68 =~ 180°— cos8 = —1
— Kohtisuorassa toisiaan vastaan, — 6 ~ 90°— cos6 = 0
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O Jos muutosvektorin ||Ax || pituus on kiinnitetty, funktion muutos on suurin,
kun cos8 =1 0 =0°.

Al

Funktion f(x) arvo muuttuu eniten, kun
x muuttuu gradientin Vf(x) suuntaan

Aalto University
School of Business

Lauri Viitasaari (pohjaa Eeva Vilkkumaan ja Juha Heikkilan

materiaaleihin)

9



O Esim. Jos lisapanos 0.2 M€ jaetaan tasan tyon ja paaoman kesken, niin tuotannon
arvo kasvaa likimain

[0.564 1.840] - lgi =0.1-0.564 +0.1-1.840 = 0.24 =~ 240 000 €

. .. . . . 0.2404
Q Gradientti ja muutosvektori ovat melko erisuuntaiset: cos 8 = =
v0.5642+1.8402v0.12+0.12

0.88 © 0 ~ 28" — lisdpanos kaytetaan todennakoisesti epatehokkaasti

O Jaetaan lisapanos gradientin suhteessa:
0.564 1.840

Ax; = - 0.2 = 0.047 M€, Ax, = -0.2 = 0.153 M€
17 0564 + 1.840 *2 = 0,564 + 1.840
R G 0.047
O Talla jaolla tuotannon arvo kasvaa likimain [0.564 1.840] - lO 153 = 308 000 €
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1 Kosinin kaanteisfunktio:

— Laskimessa tyypillisesti cos ™1, acos tai arccos
—  Excelissa =ACOS()

O Excel antaa kulman radiaaneina, jotka voi muuttaa asteiksi funktiolla
=DEGREES()

O Laskimessa oletusasetus on yleensa antaa kulma asteina (varmista,
nakyyko nayton ylareunassa D vai R). Radiaanituloksen voi muuttaa
asteiksi tyypillisesti napista DRG tai DEG.
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Tuotannon arvoa tyovoimapanoksen x; (M€) ja paaomapanoksen x, (M€) suhteen kuvaa
tuotantofunktio f:

f(xq,%2) = 1.5x,%3%x,07°

Talla hetkella tyovoima- ja paaomapanokset ovat 5 M€ ja 8 M€. Miten 2 M€:n lisapanos
jakautuu tyovoiman ja paaoman kesken, kun jako tehdaan gradientin suunnassa?

1. Ax; = 0.42,Ax, = 1.58
2. Ax; =06,Ax, = 1.4
3. Ax, =0.81,Ax, = 1.19

Kuinka paljon tuotannon arvo likimaarin kasvaa? Enta todellisuudessa?
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O Kuten yhden muuttujan funktioiden tapauksessa...

O Osittaisderivaatta D;f (x4, ..., x,,) antaa likimaaraisen vastauksen
kysymykseen: “Kuinka suuri on f:n arvon absoluuttinen muutos, jos x; —
x; + 1 (pieni absoluuttinen muutos)?”

Dif (1.--Xn) 205 vastaa
f(xl;---;xn)

kysymykseen: “Kuinka suuri on f:n arvon suhteellinen muutos, jos x; —
x; + 1 (pieni, absoluuttinen muutos)?”

O Suhteellinen muutosnopeus D;(In f (x4, ..., X)) =
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Suhteellinen muutosnopeus

O Esim. Tuotannon arvon f(x;,x,) = 2.28x,%38x,%62 suhteellinen muutosnopeus
tyopanoksen x; suunnassa:

0.38
D (Inf (x;, x,)) = D; (I 228 + 038Inx; +0.621nx,) = ——
1
d Paaoman suunnassa:
0.62
D;(Inf (x;, x,)) = D, (In2.28 + 0.38Inx; + 0.621Inx;) = ——
2

O Esim. Tyopanoksen ollessa 20 M€ ja paaomapanoksen 10 M€

— 1 M£ lisays tyopanokseen kasvattaa tuotannon arvoa n. % = 1.9% (kaikilla padomatasoilla!)

— 1 M£ lisdys padomapanokseen kasvattaa tuotannon arvoa n. % = 6.2% (kaikilla
tyovoimatasoilla!)
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Tuotannon arvoa (M€) yksikkohinnan x (€) ja ajan t (v) suhteen kuvaa funktio

v(x,t) = 1.2(x + 1)%2. 1.08¢

Kahden vuoden kuluttua tarkastelujakson alusta tuotteen yksikkohinta on 5 €.
Kuinka monta prosenttia yhden euron hinnankorotus likimaarin kasvattaa
tuotannon arvoa?

1. 3.3%
2. 6.7%
3. 11.0%
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O Osittaisderivaatta D;f (x4, ..., x,,) antaa likimaaraisen vastauksen kysymykseen:
“Kuinka suuri on f:n arvon absoluuttinen muutos, jos x; = x; + 1 (pieni
absoluuttinen muutos)?”

Dif (¥1,-Xn) taas vastaa
f(xl'---’xn)

kysymykseen: “Kuinka suuri on f:n arvon suhteellinen muutos, jos x; — x; +
1 (pieni, absoluuttinen muutos)?”

Q Suhteellinen muutosnopeus D;(In f(xy, ..., x,)) =

O Osittaisjousto E;f (xy, ..., x,) = D;(In f(xy, ..., %)) - x; = W - x; antaa
st

likimaaraisen vastauksen kysymykseen: “Kuinka suuri on f:n arvon suhteellinen
muutos, kun x kasvaa 1% (pieni, suhteellinen muutos)?”

Aalto University
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O Esim. Tuotannon arvon f(x,,x,) = 2.28x,%38x,%62 osittaisjousto tydpanoksen x;

suunnassa.

0.38
Dl(lnf(xl,xZ)) X1 = x_ X1 = 0.38
1

O Paaoman suunnassa:

0.62
Dz(lnf(xl,xz)) Xy = x_ * Xy = 0.62
2

O Tulkinta:

— 1% lisays tyopanokseen kasvattaa tuotannon arvoa 0.38% tyopanoksen ja padomapanoksen
tasoista riippumatta

— 1% lisays padomapanokseen kasvattaa tuotannon arvoa 0.62% tyopanoksen ja padomapanoksen
tasoista riippumatta
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Taukojumppa

Maarita funktion f (x4, x,) = e*1,/x, osittaisjousto muuttujan x;

suhteen.
1. x1
2 xl\/x_z
3 x.°

Al
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Tuotannon arvoa (M€) yksikkohinnan x (€) ja ajan t (v) suhteen kuvaa funktio

v(x,t) = 1.2(x + 1)%2. 1.08¢

Kahden vuoden kuluttua tarkastelujakson alusta tuotteen yksikkohinta on 5 €.
Kuinka monta prosenttia yhden prosentin hinnankorotus likimaarin kasvattaa
tuotannon arvoa?

1. 0.17%
2. 16.7%

3. 33.4%
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O Funktion gradientti Vf (x4, ..., x,) on vektori, jonka i. komponentti on
osittaisderivaatta D; f (x4, ..., x;,)

O Gradientti kertoo funktion nopeimman kasvun suunnan

O Suhteellinen muutosnopeus muuttujan x; suunnassa: D;(In f (x4, ..., x,,)) =
Dif(xl,...,xn)
f(xl,...,xn)

O Osittaisjousto muuttujan x; suunnassa: D;(In f(xq, ..., x,)) - x; =

Dif(x1,vXn) .
f(xl;---;xn)

Xi
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