MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl och statistik, period II1-21 Metsalo
Ovning 3, vecka 4

Onsdag

e Hemtal (som l6ses hemma fore rdknedvningen och ldmnas in for beddmning i motsvarande mapp pa

HA1.

HA2.

IA1.

TA2.

kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast onsdag kl. 08:00. Pa rédknedvningen presenteras
l6sningarna, varefter hemtalen bedéms av nagra kamrater senast fredag kl. 12:00. S&tt namn
(lasligt!) pa varje svarspapper.)

Tiden T det tar att hitta och atgérda felet i en printer &r en kontinuerlig slumpvariabel, vars
tathetsfunktion ges av fr(t) = 1/3h for Oh < t < 3h (och fr(t) = 0/h annars). Kostnaden att
atgérda felet beror pa tiden och ges av g(¢t) = (50 4+ 10 - \/3t/h) euro f6r Oh < t < 3h. Berékna
vantevérdet for kostnaden.

Ett visst experiment (t.ex. att fa krona, da vi singlar en eventuellt bojd slant) har sannolikheten
p €]0, 1] att lyckas (och foljdaktligen sannolikheten 1 —p att misslyckas). Vi utfor experimentet tills
det lyckas. Lat den diskreta slumpvariabeln X vara antalet ganger vi déarvid utfér experimentet,
sa X € Sx = {1,2,3,...}. Bestdm frekvensfunktionen fx(z) = P(X = z) for X och berdkna
dess vintevirde pux = E[X], varians 0% = Var(X) = E[X?] — (E[X])? och standardavvikelse
ox = +/Var(X). (En sadan slumpvariabel X siges vara geometriskt fordelad med parametern p.
Detta betecknas X ~ Geom(p).)

(Geometriska serien ﬁ ={lg| <1} = X752, ¢", termvis deriverade geometriska serien

() = e = ld <1} = (000 d") = il 45 (") = X3l k- !

sazmt tva ganger termvis deriverade geometriska serien

L) = 2 = {lal < 1) = (S k5 = 0 (b ) = S k(k— 1) g2
fran DiffInt1 kan vara till nytta. Likasa kan det till synes triviala papekandet att n? = (n? —n) +n
vara till en viss hjélp.)

Inldmningsuppgifter (som attackeras fore, under och efter réknedvningen och ldmnas in fér bedémning
i motsvarande mapp pa kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast fredag kl. 12:00. Satt
ater namn och dven studienummer pa varje svarspapper.)

De diskreta slumpvariablerna X; och X, &r oberoende (X; L X3) och har samma férdelning med
utfallsrummet Sx = {—1, 0, 1} och frekvensfunktionen fx (k) =P(X =k) =1, da k € Sx.

Vi definierar nya diskreta slumpvariabler U = X; + X5 och V = X3 - X5.

a) Berékna véntevirdena py = E(U) och py = E(V).

b) Berdkna P(U = 0|V = 0) och P(V = 0|U = 0).

¢) Beriikna covariansen Cov(U, V).

d) Avgor huruvida U och V &r oberoende (U L V) eller beroende (U L V).

Geometriska fordelningen “saknar minne” i bemérkelsen att sannolikheten for att vi maste utfora
experimentet totalt minst m + n ganger, om vi redan har behovt utféra det m ganger (utan att
lyckas) dr densamma som att vi maste utfora experimentet totalt minst n ganger. Matematiskt
kan detta formuleras som

P(X >m+n|X >m)=P(X >n)

Verifiera detta for en slumpvariabel X, som ar geometriskt férdelad med parametern p €]0, 1].
(En konsekvens av detta ar att om vi singlat en rittvis slant 1000 ganger i rad utan att fa klave,
sa ar sannolikheten dnda 50% att fa klave vid nésta singling.)



Fredag

e Hemtal (som loses hemma fore raknedvningen och lamnas in for bedomning i motsvarande mapp pa

HB1.

HB2.

IB1.

IB2.

kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast fredag kl. 12:00. Pa rdkneévningen presenteras
l6sningarna, varefter hemtalen bedéms av nagra kamrater senast sondag kl. 24:00. S&tt namn
(lasligt!) pa varje svarspapper.)

Tva identiska kortlekar (med vardera 52 kort, sa totalt 52 par: tva hjérter Ess, tva hjarter Kun-
gar,..., tva klover tvaor) blandades och darefter plockades slumpméssigt 26 kort bort ur hogen.
Berékna vantevardet for antalet par, som aterstar i hogen.

Gott rad: Lat den diskreta slumpvariabeln X; fa vérdet 1, om par ¢ (t.ex. med numreringen ovan)
finns kvar och véirdet 0, om atminstone ett av korten i paret plockats ut. Antalet aterstaende par
ges da av slumpvariabeln ¥ = X7 + Xo + ... + X50.

Om Y ér en diskret slumpvariabel, som kan approximeras med en kontinuerlig slumpvariabel U, sa
kan P(Y = k) approximeras med P(k — 1 < U < k + 1). Detta kallas for halvkorrektion och ger i
allménhet battre approximationer &n P(k —1 < U < k) och P(k < U < k + 1).

En partikel ror sig langs en linje sa att den under varje tidssteg ror sig antingen ett steg at vénster, ett
steg at hoger eller star kvar. Sannolikheten att den ror sig at vénster ar 2/5 och likasa sannolikheten
att den ror sig at hoger, oberoende av tidigare rorelser, sa sannolikheten att den star kvar &r 1/5.
Lat slumpvariabeln X; fa virdet -1, om partikeln ror sig at vénster, virdet 0 om den star kvar och
virdet 1, om den ror sig at hoger under tidssteg ¢. Lat slumpvariabeln S, = > | X;.

a) Berdkna véntevirdet och standardavvikelsen for slumpvariabeln Xj.

b) Beridkna vintevérdet och standardavvikelsen for slumpvariabeln Sygg.

¢) Anvind normalapproximationen for att approximera sannolikheten P(]S100| > 10).

Anvéand halvkorrektion och avrunda svaret till hela procent.

Inldmningsuppgifter (som attackeras fore, under och efter réknedvningen och ldmnas in fér bedémning
i motsvarande mapp pa kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast sondag kl. 24:00. Satt
ater namn och dven studienummer pa varje svarspapper.)

En malarfirma skall mala utsidan av en oljecistern. Vid malningen intréffar det slumpméssiga fel
(luftblasor i fargen, sma sprickor, da fargen torkar osv.). Antalet fel per areaenhet dr Poisson-
fordelat med viintevirdet 2.5 fel/m2. Oljecisternens area dr 1000m?2, s& man kan forviinta sig att
det kommer att uppsta ungefar 2500 fel. Anvénd normalapproximation med halvkorrektion for att
approximera sannolikheten for att det uppstar fler &n 2560 fel vid malningen.

Exponential-fordelningen “saknar minne” i bemérkelsen att sannolikheten for att vi maste vénta
mer an tiden ¢; + t9 for att héndelsen skall intrdffa, om vi redan vantat tiden ¢; ar densamma som
att vi maste vanta mer &n tiden ¢5 fran borjan. Matematiskt kan detta formuleras som

P(T > 1 +t2|T > tl) :]P(T > tQ)

Verifiera detta for en slumpvariabel T, som ar exponential-fordelad med parametern A > 0.
(Gott rad: Visa forst att P(T > t) = e~ for t > 0.)

Temat for Stack-uppgifterna (som fas via linken pa kursens hemsida i MyCourses och som skall
vara attackerade senast séndag kl. 24:00 ifragavarande vecka)

S1. Vintevirde och standardavvikelse

S2. Geometriska fordelningen och exponential-fordelningen

S3. Normalférdelningen

S4. Normalapproximation

S5. Dito



