MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl och statistik, period I11-21 Metsalo
Ovning 5, vecka 6

Onsdag

e Hemtal (som loses hemma fore riaknedvningen och lamnas in for bedémning i motsvarande mapp pa

HA1.

HA2.

IA1.

[A2.

kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast onsdag kl. 08:00. Pa riknedvningen presenteras
l6sningarna, varefter hemtalen bedoms av nagra kamrater senast fredag kl. 12:00. S&tt namn
(lasligt!) pa varje svarspapper.)

En diskret slumpvariabel W sadan att P(W = 1) = p och P(W =0) =1 — p, ddr 0 < p < 1, séges
vara Bernoulli-fordelad med parametern p. Detta betecknas W ~ Ber(p). For att bestdmma en
skattning av p kan vi ta ett (oberoende) stickprov {W;, Ws, ..., W, } bestaende av n utfall av W
och berikna summan X =" | W;.

a) Visa att medelviirdet X/n ir moment-skattningen av p, dvs. parar = X/n.

b) Visa att maximum likelihood-skattningen pys7, av p ocksa ar X/n.

(Denna skattning ar vantevardesriktig, eftersom E[X/n] = p.)

Da 2500 slumpmassigt utvalda vuxna finlandares lingder méttes, fick man som stickprovets medel-
varde m(z) = 170.9 cm och som stickprovets standardavvikelse sdg(Z) = 11.4 cm. Bestam med
hjalp av stickprovet ett symmetriskt konfidensintervall med approximativa konfidensgraden 99% for
medellangden hos vuxna finlandare.

Inldmningsuppgifter (som attackeras fore, under och efter raknedvningen och ldmnas in for bedémning
i motsvarande mapp pa kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast fredag kl. 12:00. S&tt
ater namn och dven studienummer pa varje svarspapper.)

Vi tog stickprovet @1, s, ..., 210 fran en normalférdelning N (u, 0?) = N(ux,0.022) och stickprovet
Y1,Y2, -+, Ys0 fran N(u,0?) = N(uy,0.05%). Vi fick stickprovsmedelvirdena Z = 0.51 resp. 3 =
0.69. Bestam ett tvasidigt 0.90 konfidensintervall for skillnaden py — px.

a) Ett tobaksbolag pastar att nikotininnehallet i deras cigaretter &r en slumpvariabel med vénte-
vardet 2.2mg och standardavvikelsen 0.3mg. Ett stickprov bestdende av 100 slumpmassigt ut-
valda cigaretter visade sig dock ha ett genomsnittligt nikotininnehall pa 3.1mg. Anvénd normal-
approximationen (som med tanke pa stickprovets storlek torde vara motiverad) for att approximera
sannolikheten att ett stickprov bestaende av 100 cigaretter har ett genomsnittligt nikotininnehall
pa minst 3.1mg, om bolagets pastaenden géllande vantevéardet och standardavvikelsen stammer.
b) Tobaksbolaget forsvarade sig med att det inte finns nagot anledning att anta att nikotinhal-
terna ar normalférdelade, sa normalapproximationen ger inget korrekt matt pa denna sannolikhet.
Anvand Chebyshevs olikhet for att fa en 6vre gréns for denna sékta sannolikhet.

Fredag

e Hemtal (som loses hemma fore riknedvningen och lamnas in for bedémning i motsvarande mapp pa

HB1.

kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast fredag kl. 12:00. Pa rdkne6vningen presenteras
I6sningarna, varefter hemtalen bedéms av nagra kamrater senast sondag kl. 24:00. S&tt namn
(lasligt!) pa varje svarspapper.)

Hankeiten Pelle har fyra 6-sidiga térningar i en ask: tre vanliga, dar alla 6gonantalen har sanno-
likheten £ och en viktad téirning, som ger 6gonantalet 1 med sannolikheten %, 6 med sannolikheten
1—12 och de 6vriga med sannolikheten é. En gang lanade Svakar en av tdrningarna utan att veta, om
den var viktad eller inte. Om slumpvariabeln © har vérdet 1, om térningen ar viktad och vérdet 0
annars, sa ges Svakars priori-fordelning for © foljdaktligen av

[ 1/4, omé=1
p0(9)—{ 3/4, om =0

a) For att béttre kunna avgora, om tarningen var viktad eller inte (dvs. om © =1 eller 0) kastade
Svakar tarningen 4 ganger och fick 6gonantalen 3, 6, 3, 1. Bestam posteriori-fordelningen p; () =
C1-po(0) - f(z|0), dar 6 € {0,1} och konstanten C; bestdms av att Zé:o p1(0) = 1.

b) For att fa en &nnu battre uppfattning kastade Svakar tarningen ytterligare 8 ganger och fick
6gonantalen 5, 1, 3, 4, 1, 5, 1, 1. Bestam den nya posteriori-fordelningen p2(0) = Cy-p1(0) - f(Z]0),
déar 0 € {0,1} och konstanten Co bestdms av att Zézo p2(0) = 1.



HB2.

IB1.

1B2.

Svakar undersoker en Poisson-fordelad slumpvariabel X ~ Po()), dér parametern A > 0. Han
betraktar A:s virde som en slumpvariabel A med utfallsrummet Sy =]0, oo[, vars priori-férdelning
han antar vara N
A-e™ N E Sy,

i) = { :

0 .A\¢Sh

Han bestéimde sig for att ta ett stickprov X = {X;, Xo, X3}, beriikna posteriori-fordelningen p; ()),
som stickprovet ger och anvanda posteriori-fordelningens véntevérde som sitt estimat av A.
Han fick stickprovet & = {0, 3, 1}. Bestdm posteriori-férdelningen p; (\) samt estimatet av .

Inldmningsuppgifter (som attackeras fore, under och efter raknedvningen och ldmnas in fér bedémning
i motsvarande mapp pa kursens hemsida under rubriken Uppgifter senast sondag kl. 24:00. Satt
ater namn och dven studienummer pa varje svarspapper.)

Svakar har fyra tdrningar: en tdrning med 6 sidor, en med 8 sidor, en med 12 sidor samt en med
20 sidor, alla med sidorna numrerade fran 1 och uppat. Han véljer tdrning genom att dra ett kort
ur en valblandad kortlek: drar han en spader véaljer han den 6-sidiga tdrningen, hjéarter svarar mot
den 8-sidiga, klover mot den 12-sidiga och ruter mot den 20-sidiga, sa priori-sannolikheten att han
valjer den m-sidiga tarningen ar % for n € {6, 8, 12, 20} (jamfoér med uppgift IB1, 6vning 1).

a) Efter att Svakar valt tdrningen enligt beskrivningen ovan, kastar han den och far en 4:a. Vad ar
posteriori-sannolikheterna for de olika tdrningarna?

b) D& Svakar anyo kastar térningen, far han en T:a, varvid vi vet, att han inte valt den 6-sidiga
tarningen. Vad ar de nya posteriori-sannolikheterna for de olika tarningarna?

Vantetiderna x; (i min) olika vardagar vid en busshallplats dr oberoende och likformigt fordelade
i intervallet [0, 0], sa deras téthetsfunktion ges av

[ 1/, omO<z<¥
f(=l0) = { 0 annars

Den okénda parametern 6 kan tolkas som tiden mellan bussturerna vid den aktuella hallplatsen.
Pa basis av sina erfarenheter om bussarna antar Svatta, att tiden mellan bussturerna ar minst
1min. Hon tolkar parametern som en kontinuerlig slumpvariabel © och véljer som tathetsfunktion

for dess priori-fordelning
[ 2073, om 6> 1(min)
Po(0) = { 0 annars

Svatta bestdmmer sig for att anvianda vintevardet for ©:s posteriori-fordelningens som sin punkt-
skattning av tiden # mellan bussturerna. Berdkna denna skattning, om hennes vantetider under en
veckas vardagar var T = {2, 6, 3, 4, 8} (min).

Temat for Stack-uppgifterna (som fas via linken pa kursens hemsida i MyCourses och som skall
vara attackerade senast sondag kl. 24:00 ifragavarande vecka)

S1. Bestdmmande av vintevirde och varians

S2. Maximum likelihood-skattning

S3. Konfidensintervall

S4. Dito

S5. Dito



