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Tehtavia 1: Fourier-muunnos ja aaltopaketin propagointi

Tarkastellaan aaltopaketin levidmistéd yhdessé ulottuvuudessa, esimerkiksi pisaran putoamisen aiheuttamaa aal-
toa kapeassa kourussa olevan veden pinnalla, tai vaikka jokeen pudonneen kiven aiheuttamaa hydkyaaltoa joen
pituussuunnassa. Tehtavan tarkoitus on ensisijaisesti havainnoida aaltojen kayttaytymista, hahmottaa hieman
Fourier-muunnoksen ideaa seka tehda data-analyysia.

Avaa tietokoneellasi matlab. Odotellessasi sen kaynnistymista, hae kurssin MyCourses-sivulta, Viikko 3-
lehden lehden takaa matlab-skriptitiedostot gaussian_wavepacket_expansion_1.m, gaussian_wavepacket_expansion_2.n
ja gaussian_wavepacket_expansion_3.m.

Alustus ja jakauman keskihajonta

a) Avaa gaussian_wavepacket_expansion_1.m ohjelma matlabissa. Alla on lyhyt esittely koodin rakenteesta,
kaykaa esittely 1&pi niin suunnilleen tiedatte mité koodi tekee. Koodi on kommentoitu, eika sita tarvitse tata
tehtavaa varten muokata.

b) Aja koodi. Ruudulle tulostuu ensimmainen kuvaaja. Koodi pyséhtyy aina pause-komennon kohdalle, josta
koodi jatkaa ajoaan kun jotakin nappainta painetaan. Paina esimerkiksi valilyontia.

c) Ensimmainen piirtynyt kuvaaja esittda alkuperaista alustettua gaussista aaltopakettia, joka sijaitsee x = 0
l&heisyydessa. Kuvaajassa nakyy myds aaltopaketin (jakauman) keskihajonta. Keskihajonta antaa arvion
jakauman leveydesta ja kdytdmme sitd my0s jatkossa. Paina jélleen valilyéntia.

d) Seuraava kuvaaja on alkuperaisen paikka-avaruuden aaltopaketin y(x) cosinimuunnos k,. Huomaa, etta
muunnoksen muoto on myds gaussinen (tosin vain positiiviset indeksin arvot ovat mukana ja liséksi x-
akseli on diskreetti). Tdma onkin gaussisen funktion ainutlaatuinen ominaisuus! Paina jalleen vélilyéntia.

e) Edellisessa kohdassa cosinimuunnos esitettiin indeksin n avulla. Mutta jokaista indeksia vastaa kyseisen
harmonisen aallon aaltoluku k, = 27 /Ln. Seuraava kuvaaja esittdakin seka paikka-avaruuden aaltopake-
tin (saman kuin aiemmin c-kohdassa) etta cosinimuunnetun kuvaajan mutta jalkimmainen on esitetty nyt
aaltoluvun kj, funktiona. Nyt kuvaajassa on nékyvissd myds taman cosinimuunnoksen keskihajonta. Paina
jalleen vélilyontia.

Heisenbergin epatarkkuusperiaate

f) Nyt on vuorossa sarja erilaisia gaussisia aaltopaketteja ja niiden cosinimuunnoksia. Kuvaaja nayttda mo-
lemmat sekd& molempien keskihajonnat. Kirjatkaa yl6s keskihajonnat. Mitd huomaatte? Aaltopaketin paikka
ja sen aaltoluku ovat konjugaattimuuttujia, eli niille patee Heisenbergin epéatarkkuusperiaate: epatarkkuuk-
sien tulo on aina suurempi kuin jokin vakio. Ei toki ole selvaa etteikd jollakin sopivalla jakaumalla tuota kes-
kihajontojen tuloa voisi pienentaa, mutta osoittautuu etta gaussiselle aaltopaketilla tuo tulo on itseasiassa
pienin mahdollinen.

Syvissa vedessi etenevin aaltopaketin aikakehitys

g) Avaa gaussian_wavepacket_expansion_2.m ohjelma matlabissa ja aja koodi.

h) Ohjelma esittdd animaation aaltopaketin aikakehityksesta. Simulaatio jatkuu ajan hetkeen t = 20 asti. Ku-
vaajat nayttavat niin paikka-avaruuden aikapaketin kuin sen kosinimuunnoksen aikakehityksen. Tunnista
kuvasarjasta miten pitkat aallonpituudet propagoivat nopeasti ja lyhyet aallonpituudet hitaammin.

Alkuperéinen koodi olettaa, ettd vesi on syvaa, jolloin aaltojen nopeus noudattaa relaatiota v(\) = \/g.
Koska alkuperainen aaltopaketti koostuu useasta eri aallonpituudesta, ja kukin aallonpituus etenee eri nopeu-
della, on luonnollista etté aaltopaketti levida tai hajoaa. Téllaista véaliainetta jossa aaltojen nopeus riippuu tavalla
tai toisella aallonituudesta kutstutaan dispersoivaksi, eli hajoittavaksi valiaineeksi.

Esimerkiksi syvassa vedessa etenevien aaltojen etenemisnopeus riippuu aallonpituudesta ja kyseessa on
siis dispersoiva valiaine. Sama péatee myds esimerkiksi valiaineessa etenevaan valoon, mihin perustuu esimer-
kiksi prisman valkoista valoa spektriksi hajoittava ominaisuus.



Vastaavasti, jos nopeus ei riipu aallonpituudesta, on kyseessa ei-dispersoiva véliaine. Ei-dispersoiva va-
liaine sailyttda aaltopakettien muodon. Téllaista on esimerkiksi valon eteneminen tyhjidssa ja 4dnen eteneminen
iimassa.

Matalassa vedessa etenevin aaltopaketin aikakehitys

Edella tarkasteltiin vesiaaltoja syvan veden rajalla jolloin aaltopaketin havaittiin leviavan valiaineen dispersiivi-
syydesta johtuen. Mutta veden dispersiivisyys riippuu veden syvyydesta. Seuraavaksi kdytetddn samaa koodia
kuin edelld, mutta korvataan syvéan veden aallot matalan veden aalloilla.
i) Avaa gaussian_wavepacket_expansion_3.m ohjelma matlabissa ja aja koodi.
j) Nyt nopeus noudattaa relaatiota v()\) = 1/gh, missa h on veden syvyys. Miten kuvailisit aaltopaketin pro-
pagointia suhteessa edella laskettuun?
k) Mita tapahtuu aikakehityksen loppuvaiheessa, noin ajanhetkelld t = 167 Selittdkaa ilmio.

Koodin rakenne

Vield koodin rakenteesta lyhyt selvitys
® gaussisen aaltopaketin y(x) alustus paikka-avaruudessa
* aaltopaketin cosini-muunnos
¢ aaltopaketin cosini-muunnoksen aikakehitys
¢ aaltopaketin cosini-muunnoksen kadanteismuunnos, eli paluu paikka-avaruuteen y(x, t)

Alla on viela lisatietoa mitd tarkalleen ottaen koodissa tehdadén, mutta talla tarkkuudella ei tarvitse koodin
rakennetta tuntea, jos matlab-syntaksi ja/tai Fourier-muunnosa ei ole entuudestaan tuttua.

Koodin rakenne: cosini-muunnos
Aaltopaketin cosini-muunnoksessa esitimme aaltopaketin y(x) cosini-funktioiden sarjakehitelmana
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missé kertoimet k, saadaan hyédyntaen cosini-funktioiden ortogonalisuutta. Eli kerrotaan yo. yhtalé funktiolla
2 cos(Z2x):
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Eli laskemalla numeerisesti vasemmanpuoleinen integraali (koodissa trapz-funktiolla) saadaan méaéariteltya Fourier-
kertoimet k. Lopputuloksena on vektori (ko, K1, ... , K100)-

Koodin rakenne: aikakehitys

Aikakehitysta varten todetaan ensin, etta alkeisaallon cos(z” x) aallonpituus on A, = % Aalloille patee yleisesti
taajuuden, nopeuden ja aallonpltuuden vallnen relaatio ¢ = fA. Jos siis aallon etenemisnopeus on (syvén veden

tapauksessa) c(\) = /5 gA , niin f(A\) = . Kun tekee kaikki eo. sijoitukset, nahdaan ettd alkeisaalto cos(27”7 X)

varahtelee taajuudella
L gL n g
f”_f()\”)_f(ﬁ)_\/ﬁz_ Eﬁ (6)



Alkeisaalto cos(ZLL”x) vardhtelee siis taajuudella f,. Tama aikariippuvuus saadaan kuvattua yleistamalla
alkeisaalto ndin
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cos(%x — 27fpt), 7
joka kuvaisi nyt oikealle etenevaa aaltoa. Vastaavasti vasemmalle etenevé aalto olisi
2mh
cos(Tx + 27fpt). (8)
Koska alkuperainen aaltopakettimme on symmetrinen oikean ja vasemman suunnan suhteen, on aallon aikake-

hitys naiden kahden eri suuntiin etenevien aaltojen superpositio (tai lineaarikombinaatio) eli
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Tama voidaan trigonometristen funktioiden yhteenlaskusaantéja kayttden muokata muotoon
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Kun tata sovelletaan alkuperéiseen Fourier-kehitelmdamme
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jossa siis maariteltiin ajastariippuvat Fourier-kertoimet
Kn(t) = kn cos(2rfyt). (15)

Koodin rakenne: kaanteis-cosinimuunnos

Ké&éanteis-cosinimuunnos on helppo, silla se on itse asiassa vain yo. cosinimuunnoksemme, eli

100 onn
y(x, ) = ; Kn(1) COS(=—x). (16)

Tunnemme siis nyt oikean puolen kertoimet k,(t), joten saamme ratkaistua funktion y(x, t).

Huomaa, etta aikariippuvuus on ainoastaan kertoimissa k(t), ei cos-funktioissa. Kyse on siita, etta cos-
funktiot toimivat funktioavaruutemme kantafunktioina, emmeka halua funktioavaruutemme koordinaatiston ole-
van ajasta riippuva (yleensa).

Tehtava 2: esitehtavikysymykset

Kaykéaa katsomassa kurssin zulip kanavalla

https://phys-a0140.zulip.cs.aalto.fi

'Kysymyksid ja vastauksia esitehtavistd’ opiskelijoiden esittdmia kysymyksia ja niihin luennoitsijan kirjoittamia
vastauksia. Etsikdd muutama teité kiinnostava kysymys ja keskustelkaa niista: miksi se on kiinnostava? Oletteko
vastauksen kanssa samaa mielta tai eri mieltq?



