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Tervetuloa!

Tervetuloa Matriisilaskenta / MS-A0004 kurssille Aalto yliopistossa! Kurssin tavoitteena on
antaa johdanto matriiseihin, jotka ovat matemaattisia objekteja mitka esiintyvit keskeisessé
roolissa matematiikassa ja monissa moderneissa kdytdnnon sovelluksissa kuten fysiikassa, te-
kodlysséa ja koneoppimisessa, suurten tietokantojen késittelysséd, ja monissa muissa aiheissa.
Kurssin suoritettuaan opiskelija osaa esittdé lineaariset yhtaloryhmét matriisimuotoisina, rat-
kaista matriisimuotoiset yhtdloryhmét Gaussin eliminaatiolla, suorittaa matriisien peruslasku-
toimitukset, laskea neliomatriisin ominaisarvot ja ymmaértaa matriisihajotelmien merkityksen.
Kasittelemme lisiiksi néista késitteistéd eri sovelluksia jotta kurssin jélkeen jaé kdteen toivot-
tavasti ymmérrys miksi matriisit ovat niin keskeisessé roolissa monilla aloilla.

Kurssilla ei ole kirjaa mutta muutamissa kohdissa viitataan kirjaan

Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra, 5th Edition - MIT Mathematics, ISBN :
978-09802327-7-6, http://math.mit.edu/~gs/linearalgebra/.

Onnea kurssille!

- Tuomas


http://math.mit.edu/~gs/linearalgebra/




Luku 1

Vektorit ja kompleksiluvut

1.1 Vektorit

Reaalinen n-ulotteinen avaruus on joukko R” = RxRx- - -XR = {(z1, 29, ..., 2,) | 1, 22,...,2, €
R}. Sen pisteet voidaan mieltdd myos (paikka)vektoreiksi, merkitdén niitd pystyvektoreina:

x1
X2
x= |73 | € R"

L,
Maaritellaan kaksi laskutoimitusta avaruudessa R™:

i) yhteenlasku, x,y € R"; x +y € R"

ii) skalaarilla kertominen, o € R, x € R"; ax € R”

Alkioittain, x,y € R", a € R,

1 Y1 1+ % QT
T Yo T2 + Y2 Qo
x=| "|,y=|" | x+y= . ,ox =

Vektori 0 € R", jonka kaikki alkiot ovat nollia, on nollavektori.
Kaikille x € R" pétee x + (—x) = 0.



1.2 Vektorien koordinaatisto

Koordinaatisto avaruuteen R™ muodostetaan kiinnittamalld origo, ns. kantavektorit ja suun-
nistuvuus.

Tasossa kantavektorit ovat esimerkiksi yksikkovektorit i = <(1)> jaj= <O> , jolloin yleinen

1
vektori r € R? voidaan kirjoittaa ns. lineaarikombinaationa:

I‘IO?IZ'li—i-l'Qj;(il).
2

0

1 0
Avaruudessa kantavektorit ovat esimerkiksi yksikkovektoriti= {0 |,j= (1] jak= (0],
0 0 1

jolloin r € R? voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa:

I
r:O?:xlijogj%—xgk; Ty
Z3

Huom! Kantavektoreita voi olla useampia kuin yllamainitut yksikkovektorit, kannassa
tarkoituksena on vain pystya 16ytaméan joku kokoelma vektoreita niin, ettéd jokainen R™ alkio
voidaan kirjoittaa niiden lineaarikombinaationa. Palaamme tdhdn myohemmin.

Suunnistuvuus:

Tasossa: Jos a kiertyy b péélle vastapédivadn lyhinté reittid, on pari {a,b} suunnistettu
posititvisesti.

Avaruudessa: Jos kolmikko {a, b, c} toimii oikean kéden sddnnon { P, E, K} mukaisesti, se
on posititvisestt suunnistettu.

Kolmiulotteisessa avaruudessa siis esim. karteesinen koordinaatisto {o,1i,j,k}, missa yk-

sikkovektorit i, j ja k muodostavat positiivisesti suunnistetun kannan.

k

1.3 Vektorien skalaaritulo ja ortogonaalisuus

Yksikkovektorit ylla toteuttavat myos geometrisesti enemmén kuin ominaisuuden, ettd jo-
kainen vektori voidaan kirjoittaa niiden lineaarikombinaationa. Nimittdin ndma vektorit ovat
myo6s kuvan perusteella kohtisuorassa toisiinsa ndhden ja niiden pituus on yksi. Kirjallisuudes-
sa kutsumme talloin, etta vektorit ovat ortonormeerattuja keskendéan. Tamén voi formalisoida
ns. skalaaritulon avulla.



~ Miritelmi 1.1}

e Vektoreiden a, b € R? skalaaritulo (eli sisétulo eli pistetulo) on
a-b=aif + axfz + azfs.

Vektorit ovat kohtisuorassa, jos a-b = 0, merkitddn a | b. Sanomme myos,
ettéd talloin ne ovat ortogonaalisia.

e Vektorin a (Euklidinen) pituus on luku

la| = Va-a= /a3 + a3 + a3

Ortogonaaliset vektorit a ja b ovat talloin ortonormeerattuja, jos niiden pituu-
det ovat molemmilla 1

Esimerkkiné i - j = 0 yksikkdkantavektoreilla.

~ Lause 1.2

a.b— |al|b| cos £L(a,b), josa##0,b#0
o, josa=0taib=0

\

,—[Esimerkki 1.3 (lasketaan luennolla)}

Olkoon a = 2i+ 3j, b= —i+j, c =i+ 2j. Laske

l.a-b
2. c-(a+b)
3. 3a- (4c — 3b)

1.4 Vektoritulo

Vektoritulo voidaan muodostaa vain (kolmiulotteisessa) avaruudessa.



~ Migritelm 1.4 \

Olkoot a, b kolmiulotteisia vektoreita. Vektori- eli ristitulo on vektori a x b, jolle
patee:

1. J]a x b| = |a||b|sin L(a, b)
2.axbla,axblb

3. vektorit a, b, a X b muodostavat oikeakétisen systeemin

Josa=0taib=0,onaxb=0.

—~ Esimerkki 1.5 .

Vektorien i ja j vektoritulo i x j = k, silla
i §] = [illi sin £(3,§) = 1+ 1+ sin(m/2) = 1,

k on kohtisuorassa kumpaakin vektoria vastaan, ja {i, j, k} muodostavat oikeakétisen
systeemin.

Vektoritulo ei ole

e vaihdannainen: a x b =—-b x a

e liitdnndinen: (ixj) xj=kxj=—-i#ix(jxj)=ix0=0.
Sille kuitenkin pétee

eax(b+c)=axb+axc

e (na) xb=a x (ab) = a(a x b).

Kannassa {i,j,k} vetoritulo saa nasevan muodon:
Olkoon

a = aii+agj+ ask,
b = pii+ B + Bsk.

Télloin voidaan suoralla laskulla osoittaa, etté
ax b= (ayfs — azf)i+ (3f — ai1fBs)j + (a1fz — aafh)k.

Myohemmin téalla kurssilla opimme determinantin késitteen ja ndemme, ettd yo. voidaan
kirjoittaa lyhyesti muodossa

i j k
axb= a1 Qg Q3
61 /32 ﬁ?)
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,—[Esimerkki 1.6 (lasketaan luennolla)}

Olkoon a =i+ j, b = —i+ 2j, ¢ = 2j + k. Laske

1. axb
2. bxc

3.axc

Vektoreiden a ja b virittdmén suunnikkaan ala on |a x b|.

Todistus

[Todistus]
Ala = kanta - korkeus = |a||b|sinp = |a x b|.



1.5 Napakoordinaatit

_ 2 2
r=\/T]+ 25

xT1,T
(w1, 22) tangpzi—f

) Ty =Trcosy

AS)

. Ty =TSsingp

21

Jos x = (21, 22) € R?, niin
x = (rcos(p), rsin(p)) = r (cos(p), sin(p)) ,

missi = [x| = /2% + 2% on pisteen etiisyys origosta
ja p = arg(x) € R on x:n argumentti eli kulma x:n paikkavektorin ja vaaka-akselin valilla.

Luvut
r=|x| € [0, 00],
p=arg(x) €R
ovat x:n napakoordinaatit.

Huom.

e cos(p) = cos(p + 2m) ja sin(p) = sin(¢ + 27), joten argumentti on monikésitteinen
(kulmaan voi lisitd 2m-monikertoja)!
Usein halutaan, ettd arg(x) € [0, 27| tai arg(x) €]—m, 7.

e Jos x; # 0, niin

T

tan (arg(x)) = x_j eli arg(x) = arctan <i—j) :

Huomaa, ettd funktion arctan “padhaara” saa arvoja vain vélilld |—7 /2, 7/2[, joten sen
antamaan kulmaan joutuu joskus lisaamédn/vahentaméén luvun 7 (piirrd kuval).

Y

e Origon vaihekulma arg(0) on “epdmédrdinen”.

Esimerkki 1.8 (lasketaan luennolla)}

Mitké ovat karteesisissa koordinaateissa ilmoitetun pisteen x = (\/3, 1) napakoordi-
naatit?




1.6 Kompleksiluvut

Luonnolliset luvut N = {1,2,3,4,5,...} ovat luonnollinen joukko aloittaa laskeminen.

Jos halutaan ratkaista muotoa x +n = m, n,m € N, olevat yhtalot, kaipaa lukujen joukko
kuitenkin laajennusta kokonaislukujen joukoksi: Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3,...}.

Tamékaan ei riitd muotoa nz = m, m,n € Z, n # 0, olevien yhtéloiden ratkaisemiseen,
vaan tarvitaan laajennus rationaalilukuihin:

QZ{%Mn,nGZ,n;&O}.

Rationaalilukujenkaan joukosta ei 16ydy ratkaisua yhtélolle 22 = 2. Tétd varten tehddin
vield laajennus, otetaan mukaan myos irrationaaliluvut, jolloin saadaan reaalilukujen joukko
R.

Onko kaikki nyt hyvin?

Miké on yht#lon 22 = —1 ratkaisu?

Maaritellaan imaginddariyksikkd i olemaan luku, jolle pétee

i2=—1.

Imagindariyksikkoé i voitaisiin siis tavallaan kutsua myds —1:n neligjuureksi.

~ Migritelms 1.9 \

Kompleksiluku on muotoa
a+1ib

oleva esitys, jossa a ja b ovat reaalilukuja ja i imagindériyksikko.

C={a+1ib| a,b € R} on kompleksilukujen joukko.

Samaistetaan vektori (z,y) € R? ja kompleksiluku z + iy € C, eli

R* = {(z,9): =,y € R}
~C = {z+iy: =,y e R}.

Esimerkki 1.10 (lasketaan luennolla)}

Piirrd kompleksiluvut 1 + 2i, 2 —1i, i, —2 ja —3 — 2i koordinaatistoon.

Tulkitsemalla kompleksiluvut tason vektoreiksi ndhdéaén heti, miten niiden yhteenlasku
pitda suorittaa.



Olkoot z = x + iy ja w = a + ib kompleksilukuja.

Téalloin lukujen w ja z summa on
w+z = (a+1ib) + (z +1y)
= (a+2)+i(b+y),
erotus
w—z = (a+1ib) — (z +1y)
= (a—x)+i(b—y),
ja tulo
wz = (a+ib)(z +iy)
= ar+aiy+ibr +ibiy (Muista: i = —1!)
= (ax — by) +i(ay + bx).

Esimerkki 1.11 (lasketaan luennolla)}

Olkoot w = 2+ 2i ja z = 2 —1i. Laske w+ z, w — z ja wz. Tarkista piirtdmalld kuvat.

w=24+2i wz =064+ 21

w+z=4+1

z=2—1

~ Migritelms 1.12} \

Luvun z = 21 +1 23 € C reaaliosa on Re(z) := z; € R ja imaginaariosa on Im(z) :=
z5 € R.
Luku z = 21 — i 20 = Re(z) — ilm(z) on luvun z kompleksikonjugaatti.

\ J

,—[Méiéiritelm'&i 1.13 (Itseisarvo ja argumentti)} .

Jos z = z1 +iz9 € C, olkoon

2] ;= 1/22+ 22 ja arg(z) = arg((z1, 22)).

10



r—[Esimerkki 1. 14] N

Nyt |z| = |2] ja arg(z) = — arg(2), joten zz = |2|°.
Tarkistus:
Zz = (21 — i29)(21 +i20) = (27 + 23) + (2120 — 2021) = |2|%

Huom. Jos 0 # z € C, niin

z = |z| (m +i m)
= [2](cos(p) +1 sin(p))

missé ¢ = arg(z).

Kaanteisluku:
Kompleksiluvun z = x + iy kéénteisluvulle saadaan laskusédintéjen avulla muoto
1 zZ  x—y x 7]

= = = —1
~ 27 :L‘2_|_y2 «T2+y2 $2+y2,

jos z # 0. Yleisemmin kompleksiluku w/z voidaan sieventdd muotoon a + ib laventamalla se
nimittajan liittoluvulla z:

w 1 2
S =W =wz/|z|".

Siis |w/z| = |w|/|z] ja arg(w/z) = arg(w) — arg(z).

Esimerkki 1.15] \
2431 (2+43i)(4+5i) =7+ 22i 7 _'_22,
— — e — —1.
4—5  (4—50)(4+50) AT A1 a1
Esimerkki 1.16} \
Jos n € Z, niin |2"| = |z]" ja arg(z") = narg(z).

Tapauksessa z = cos(p) + isin(yp) saadaan de Moivren kaava:
(cos(p) +isin(p))" = cos(ny) + isin(ny).
Tekniikassa kompleksiluvut kirjoitetaan usein ns. polaarimuodossa
re'?.

11



Tami tarkoittaa tason pistettii, jonka napakoordinaatit ovat (r, ). ¥ on yksinkertaisesti

lyhyempi merkitétapa kompleksiluvulle cos ¢ + isin . Siis
re!* = r(cosp +ising)
= rcosy+irsingp

= x+1iy.

Fakta €'Y = cos¢ + isin¢ voidaan osoittaa esim. sarjakehitelmien avulla, timi tehdéin

kurssilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 1.

~ Esimerkki 1.17]

Mitk# kompleksiluvut toteuttavat yhtilon 23 = 1?7

Vastaus: Ratkaise kirjoittamalla luvut polaarimuodossa z = rel?, 1 = 12", n € Z.
Télloin yhtélo saa muodon

(relcp)s — 7'361590 — 16171271'7

josta 7 = 1 ja 3 = n27. Yhtilon toteuttavat siis pisteet, joille r = 1 ja ¢ = n%w,
nezzeliz=1 2= —% + %gi ja z = —% — \/731. Néamé kolme pistetta sijaitsevat
tasavilein yksikkoympyralla.

J

Seuraava tulos on seurauksiltaan jarisyttava (vaikkei ehké heti uskoisi). Sen mukaan ei-

vakiolla polynomilla on nollakohta:

,—[Lause 1.18 (Algebran peruslause)}

Olkoon p : C — C polynomi eli

missd a; € C ja a, # 0.
Jos n > 1, niin p(w) = 0 jollakin w € C.

Seuraus: Jos polynomi p on kuten edelld, niin
p(z) =apn(z—11)(z—19) -+ (2 — 1),

missé ri,ro,...,r, € C.

Esimerkki 1.19]

p(z)=2241=(z—1)(z+1)
eli polynomin p juuret ovat —i,i € C (eivit reaalisial).

12



Esimerkki 1 .20}

Etsi polynomi, jolla on seké reaalisia ettd imagindérisia juuria.

Ratkaisu: p(z) = 23 — 1. Aikaisemmin huomasimme, ettd 2% = 1 jos ja vain jos z = 1,

z= —% + */731 tai z = —% — ‘/751 eli p(z) on seki reaalisia ettd kompleksisia juuria. Jos haluaa

vield puhtaasti imaginéirisié juuria kompleksisten sijaan ja liséiksi reaalisia, niin p(z) = 2% —1
juuret ovat 1,72, —1, —1.

Esimerkki 1.21 (lasketaan luennolla)}

Etsi polynomin p(z) = 2% + (1 — 5i)z — (4 + 4i) juuret.

Ratkaisu: Toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavalla saadaan

—(1—=5i) £ /(1 —5i)2 — 4(—4(1 +1))
2
5i—14+/1—10i — 25 + 16i + 16

2
o1 —1x+/—-8+61
2

Neligjuuri voidaan laskea seuraavasti: +/—8 + 61 = = + iy korotetaan puolittain nelioon,
jolloin saadaan —8 + 6i = 22 + 2ixy — y%. Ratkaistaan yht#loryhmé

$2—y2:—8
22y =6

(taululla) ja saadaan ratkaisuiksi z =1, y =3 jax = —1, y = =3, eli vV—8 + 61 = £(1 + 3i).

5i—1—(1+3i) Bi—1+(143) _ 45
2 2 -

Huom. Neligjuuri voitaisiin laskea my6s samalla idealla kuin kompleksiluvun potenssi ai-
emmin, eli muuntamalla —8+4-6i polaarimuotoon, ottamalla sitten nelivjuuri (vrele = rl/2ei®/2)
ja muuntamalla lopuksi takaisin kompleksimuotoon.

Néin ollen polynomin nollakohdat ovat z = =—1+4+ijaz=

13



Luku 2

Lineaarinen yhtiloryhméi matriiseilla

2.1 Matriisit ja yhtdloryhma matriisimuodossa

Matriisi on taulukko reaalilukuja muodossa, esimerkiksi,

( 2 -1 ) (2 -1 5) -
1 1 1 1 0 7 6
Monia suuria tietokantoja ja kdytdnnon ongelmia kuten piirilaskuja ja fysiikan ongelmia voi

esittdd matriisien avulla. Erityisesti piirilaskuissa usein kaytetdéin lineaarisia yhtaloryhmié ja
niiden ratkaiseminen voidaan tulkita matriisien avulla.

Tarkastellaan esimerkkiné lineaarista yhtéloparia
21‘1 — Ty = 1
T1+ X9 = 5.
Matriisimuodossa tamé kirjoitetaan Ax = b, missi
(1) =) -0
2 -1 z1) (1
1 1 xe)  \B/)’

Tulkinta 1: kumpikin yht#loparin yht#lo kuvaa suoraa tasossa R?, ja mahdollinen ratkaisu
x = (21, x2) on suorien leikkauspiste.

eli

Tulkinta 2: matriisi A méérittelee kuvauksen (= funktion) R?* — R? x — Ax. Halutaan
16ytid piste x € R?, jolle Ax = (1,5).

Yleisesti: Lineaarinen yhtéloryhmé Ax = b, missd annettuina ovat A = (a;;) € R™*" ja

14



b = (b,...,b,) € R™ ja halutaan ratkaista x = (z1,...,x,) € R™

a1 + 122 + ...+ ATy = b1

A91T1 + Q292 + ... + A2pTy = bg
A1 L1 + AmaTa + ...+ ATy, = by,
Tulkinta 1: kukin rivi agx; + ... + agpx, = b (1 < k < m) on yhtdlo hypertasolle
avaruudessa R". (Suora, kun n = 2; taso, kun n = 3.) Mahdollinen ratkaisu x € R" on kaikille

hypertasoille (m kpl) yhteinen piste.

Tulkinta 2: Matriisi A méérittelee kuvauksen R" — R™, x — Ax. Etsitdin pistetta
x € R", joka kuvautuu pisteeksi b € R™.

,—[Esimerkki 2.1 (lasketaan luennolla)} .
1 -3
Olkoon A = 3 5 |. Masritelldsin kuvaus T: R? — R3 siddnnslla T'(x) = Ax,
-1 7
ts.
1 -3 T Ir1 — 3332
T(x) = Ax = 3 5 (xl): 311 + 5y
-1 7 2 -1 + 71’2

a) Etsi pisteen u = (2, —1) kuva 7'(u).

Loytyyko b-kohdassa useampia ratkaisuja?

)
b) Etsi x € R? siten, etti T(x) = (3,2, —5).
c)

)

d) Loytyyko pistettid x € R? siten, ettd T'(x) = (3,2,5)?

Tarkastellaan hieman laajempaa esimerkkii. On annettu kolme R?:n vektoria:

1 2 3
a; = —2 , A9 = 4 , AQagz = 8
3 6 11
1
Etsitédén vektorin b = [ 6 | esitys vektoreiden {a;, as, a3} avulla.
7

Tarkasteltavana on siis yht&lo
ai1r1 + asTo + azry = b,

missé xq, ra, r3 € R ovat tuntemattomia, jotka on tarkoitus ratkaista, jos mahdollista.

15



Kirjoitetaan tdma yhtaloryhméksi:

ry + 21‘2 + 3ZE3 =1
—2$1 + 41’2 + 8$3 =6
3331 -+ 6$2 + 11{E3 =7

Etsitdén siis toisaalta kolmen tason leikkauspisteité.

Sama matriisimuodossa Ax = b:

12 3 T 1
-2 4 8 zo | = |6
3 6 11 T3 7
A X b

Siis:

D =N
~N O =

1 3 T

—2 8 T2 =

3 11 T3
) xr, + (4 To + )

Ty + 2%2 + .I'g =1
< —2r1 + 4dz9 + 8rs =6
3r1 + 6ry + llzg =7

Mité tieddmme ratkaisujen lukuméasrasta?

Ratkaisuja voi olla

1. 0 kpl: Tasot eiviit leikkaa, eli A ei kuvaa mitéaén vektoria b:lle.
2. 1 kpl: Tasot leikkaavat yhdessd pisteessé, eli {a;, as, az} on kanta.

3. oo kpl: Tasot leikkaavat pitkin suoraa/tasoa, eli ” A:n ydin on ei-triviaali”.

Hydédyllinen késite on A:n kuva-avaruus R(A), jonka alkiot ovat kaikki vektoreiden ay, as, a3
lineaarikombinaatiot. Jos ratkaisua ei ole olemassa, tulkitaan, ettd b ¢ R(A).

16



2.2 (Gaussin eliminaatio

Perinteisesti yhtéaloryhmét ratkaistaan lisddmélla ja vahentdmaélla yhtéloita toisistaan, jolla-
kin kertoimilla painotettuina. Matriisimuodossa vastaavat operaatiot voidaan tehda yksinker-
taisemmin merkinnoin. Gaussin eliminaatiomenetelméssé lineaarinen matriisiyhtalo Ax = b
kirjoitetaan liittomatriisina

a1l a2 ... Qpn bl
X 921 929 P Aop, bg

[A | b] eli . . . S
Ami Gm2 - Gmn |bm

jota muokataan rivioperaatioin:

1. lisimaélla (painotettu) rivi toiseen riviin
— vastaa (painotetun) yhtélon lisidmista toiseen

2. vaihtamalla kahden rivin paikkaa kesken&din
— vastaa yhtéloiden paikan vaihtoa

3. kertomalla yksittdinen rivi vakiolla ¢ # 0
— vastaa yhden yhtélon kertomista vakiolla ¢ # 0

Jos lineaarisesta yhtélostd Ax = b saadaan rivioperaatioin Cx = d, merkitdéin

(Ao~ [C]d].

Téassé suoraan esimerkki miten algoritmi toimii:

T1 + 229 + 373 = 1 1 2 3 |1 9 -3
—2371 + 4372 + 8%3 = 6 el -2 4 8 6 J+
3I1+6$2+11$3 = 7 L 3 6 ]_1 7 +
1+ 20+ 33 = 1 1 2 3 |11 +
8xy + 1413 = 8 eli 0 8 14 |8 +
273 4 00 2 |4 m—M -3
ry+2r = =5 [1 2 0 |5 ﬁ+
89 = =20 eli 0 8 0 |—20| |=&1-2
T3 - 9 10 0 1 2
rr = 0 100 0
xy = —b/2 eli 010 |-5/2
T3 = 2 0 0 1 2

Ratkaisu on siis x = (21, z2, z3) = (0, —5/2, 2).
(Tarkista sijoittamalla!)
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Tamaé piste on alkuperiisten tasojen ainoa leikkauspiste. Se on my6s piste/vektori, jonka
matriisi A kuvaa pisteeksi/vektoriksi b. Toisaalta, ndméa kertoimet ovat vektorin b koordinaa-
tit, kun se ilmoitetaan kannassa {a;,as, az}, eli 0-a; — %ag +2a3 = b.

,—[Esimerkki 2.2 (lasketaan luennolla)} \

Etsi Gaussin eliminaatiomenetelmélld yhtéaloryhméan

ry — 21‘2 + Trs = 0
2[L‘2 — 81’3 =38
—4zy + Sz + 923 = -9

ratkaisu.

Vastaus: Gaussin eliminaatiomenetelmalld 16ydetaan

T 29
) == 16
Zs3 3

Katsotaan sitten kayténnon esimerkkid Gaussin eliminaatiosta, joka tulee virtapiirilaskuis-
ta:

~ Esimerkki 2.3 (Virtapiiri) | .
Virtapiirt on diagrammi, jossa vastukset ja virtojen suunnat on piirretty kuten ku-
vassa:

L
1-3Q 20 11,
- - -
6ov () oV () E(D
L 13A
19 3Q

Virtapiireihin liittyvat siéhkodynamiikan Kirchoffin virta- ja jannitelait:

e Virtapiirissa tiettyyn pisteeseen tulevien ja siitd ldhtevien virtojen summa on
sama

e Potentiaalierojen summan virtapiirin ympéri taytyy olla nolla

Etsi nédiden lakien avulla virrat Iy, I5 ja jinnite E. Vastuksen aiheuttama potentiaalin
muutos on U = RI.

Ratkaisu: Kirchhoffin virtalain mukaan virtapiirissa tiettyyn pisteeseen tulevien ja siitéa
ldhtevien virtojen summa on sama, joten piirin ylareunan keskelld olevassa risteyksessa taytyy

18



pated I; + 13 = I (A). Kirchhoffin jannitelain mukaan potentiaalierojen summan virtapiirin
ympéri tdytyy olla nolla, joten vasemman puoleisesta piiristd saadaan 60 = 31; + 80+ I; (V)
ja oikeasta ' = —21I5 — 315+ 80 (V'), kun muistetaan, ettd vastuksen aiheuttama potentiaalin
muutos on U = RI. Saadaan siis yhtéloryhma

]1 - IQ - —13
4, = -20
5, + F =380
Matriisimuodossa
1 -1 0 L —13
4 0 0 I, = | —20
0 5 1 E 80
Gaussin eliminaatioaskeleilla (tarkistal) tdmé saadaan muotoon
1 00 L -5
010 Iy = 8
00 1 E 40
(Huomaa, ettd kahden ylimmén rivin jérjestystd on vaihdettu!). Vastaus on siis Iy = —5A,

I, = 8A ja EF = 40V. Olisikin ndemmé& kannattanut valita virran [; suunta toisin péin.

Siirrytddn nyt vaikeampaan esimerkkiin, jossa on ddreton méara ratkaisuja. TAmaé on téarked
ja usein vaikea esimerkki, joka kannattaa opiskella huolella koska siiné tulee vapaita muuttujia.
Olemme jakaneet esimerkin kolmeen osaan ratkaisussa, jotta on helpompi oppia padaskeleet.

~ Esimerkki 2.4 (Tirked!) | .

Etsi yhtéaloryhmén kaikki ratkaisut, kun

r1 + 2z + 3z3 + 4dxy =1
207 + 4dxy + 8rs + 10y =6 <— Ax =D
31’1 + 6ZE2 + 11173 + 14374 =7

Ratkaisu: Tama on

(1) Kirjoitetaan yhtdlo matriisimuotoon Ax = b, eli

X

1 2 3 4 1
2 4 8 10| |*]| =6
36 11 14 3 7
Ty
1
(2) Ennen kuin sijoitamme liittomatriisiin oikealle puolelle vektorin b = | 6 |, suoritetaan
7
by
eliminaatioaskeleet yleisellda b = | b,
bs
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W N =
[©) BTSN
—_
= oo w
[ —
= o
St O
[
b
)
+ |
w

bs
12 3 by
~ 0 0 2 2 |by—2b -1
00 2 2 b3 - 3b1 3+
1 2 3 4 by
000 0 |bg—0by—10y

Jotta viimeiselle riville ei syntyisi ristiriitaa, on padettava b3 — by — by = 0. Tamé on
konsistenssiehto. Annetulla vektorilla 7 — 6 — 1 = 0, joten ristiriitaa ei synny.

(2) Palataan sitten annettuun vektoriin b, jolloin saadaan

123 4 1 v
0022 | 6-2 mg
0000

7T—6—-1

2
o O =
o O N
S = O
e S
[\]

Matriisi A on nyt saatettu redusoituun porrasmuotoon. Témé tarkoittaa muotoa, jossa
jokaisen rivin ensimméinen nollasta poikkeava alkio on 1 ja alemmalla rivilld on alussa
nollia aina useampi kuin ylemmalla.

(3) Jaetaan muuttujat
a) kiinnitetyiksi (zq,x3)
b) vapaiksi (x2,14)
Miksi ndmé& nimet?
Vapaat voi korvata parametreilla ja ratkaista kiinnitetyt niiden avulla.

Olkoon xy = 0, x4 = 7, 0,7 € R. Ratkaistavana on siis
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120 1 —5

001 1 71 =1 2

0000 3 0
T

Helpoiten loppu onnistuu kirjoittamalla ongelma takaisin yhtéloryhméksi

T1+20+T7=-5
ZL’3—|—T:2

Téasté saadaan ratkaistua kiinnitetyt muuttujat x; ja x3 vapaiden avulla:
T4 =—-9—20—T
T3=2—7T

Kun liséksi muistetaan, ettd xy = o ja 4 = 7 ovat mielivaltaisia reaalilukuja, ndhdéén,
ettd yhtalot ratkeavat milla tahansa lukunelikolla x1, x9, x3, x4, joka on muotoa

r1=-5—-20—T
To =0

r3=2—T 7
Ty =T

misséd o, 7 € R. Toisin sanoen, kaikki muotoa

olevat vektorit toteuttavat siis alkuperdisen yhtéalon Ax = b, eli ratkaisuita on dareton
maara.

—2 —1

Huom. Vapaiden muuttujien kerroinvektorit ratkaisevat yhtéalon Ax = 0,

1 0
0 -1
0 1
eli samaa matriisia vastaavan homogeenisen yhtéalon. Myos kaikki niiden lineaarikombinaatiot

ratkaisevat homogeenisen yhtalon.

Sanotaankin, ettd matriisin A ydin on yhtéaléryhméan Ax = 0 ratkaisuiden joukko, eli téssé
tapauksessa

—2 -1
1 0 .

N (A) = span o |11 dim N (A) = 2.
0 1

Téssé span tarkoittaa annettujen vektorien lineaarikombinaatioiden muodostamaa joukkoa.
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,—[Esimerkki 2.5 (lasketaan luennolla)} N

Etsi yhtéaloryhman
—r1 + 2z — x3 + 3xy =0
3r1 + 9 — 23 — x4 =0
2:1,’1 — X2 — 2I3 - Ty =0
kaikki ratkaisut.
1
-1
Vastaus: x = « 1 , a € R
1

Huomasimme aikaisemmissa esimerkeissé, ettd matriisit voidaan saattaa Gaussin elimi-
naatiolla tiettyyn muotoon, josta voi loytéaa ratkaisuavaruudet. Ta4ma ajatus voidaan tiivistda
seuraavassa teoreettisessa lauseessa:

— Lause 2.6 \

Lineaarinen yhtaloryhmé Ax = b, missd A on m X n-matriisi, voidaan aina saattaa

muotoon
I F C1
0 0 (6)) ’

missd [ on r X r-identiteettimatriisi, F' on r X (n — r)-matriisi, ¢; on r-vektori ja ¢y
on (m — r)-vektori.
Ratkaisuiden lukuméérille saadaan ehdot: Jos

r<mjacy#0 lukuméara on 0
(r=mtaicy=0)jar=n lukuméird on 1

(r=mtaic;=0)jar <n lukuméérd on oo

Jatketaan vield muutamalla kdytdnnon esimerkilla.

~ Esimerkki 2.7} \

Erds yksinkertainen talous koostuu hiili-, sdhko- ja terédssektoreista. Sdhkosektorin
tuotannosta myydain 40% hiilisektorin kiyttoon, 50% terdssektorin kiyttoon ja
loput jad omaan kéyttoon. Hiilisektorin tuotannosta sdhkoteollisuus ostaa 60% ja
terdsteollisuus 40%. Terissektorin tuotannosta puolestaan 60% myydaan hiilisekto-
rin kdyttoon, 20% sidhkosektorille ja loput omaan kdyttoon.

Merkitadn siahkosektorin vuosituotannon arvoa ps, hiilisektorin p, ja terédssektorin
p¢. Etsi tasapainotila, jossa kunkin sektorin tulot ja menot vastaavat toisiaan.
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Ratkaisu: Tasapainotilassa hiilisektorin vuosituotannon arvo pj, on yhté suuri kuin sen me-
not. Menot koostuvat siité, etta ostetaan 40% sihkosektorin tuotannosta ja 60% terédssektorin

tuotannosta. Siis:
prn = 0.40ps + 0.60p;.

Vastaavasti sihko- ja terdssektoreille: ps = 0.60p, 4+ 0.20p; + 0.10p, ja p; = 0.50ps + 0.40py, +
0.20p;. (Huomaa, etta niilld sektoreilla osa tuotannosta menee omaan kiyttoon!) Saadaan siis
yhtéaloryhma:
pn —0.40ps —0.60p; =0
—0.60p, +0.90ps —0.20p; =0
—0.40p, —0.50ps +0.80p; =10

Kirjoitetaan tdmé matriisimuodossa:

1 —0.40 —-0.60 Dh
—-0.60 090 -0.20 ps | =
—0.40 —0.50  0.80 Dt

o O O

Gaussin eliminaatiolla saadaan pyoristettynd kahden luvun tarkkuudelle (tarkistal):

1 —0.40 —-0.60 |0 1 0 —094 |0
—-0.60 090 -020 (0] ~ |0 1 —-0.85 (0| ,
—0.40 —-0.50 0.80 |0 00 0 0
joten yleinen ratkaisu on
Ph 0.94
ps | =~p, 1085 |, peR.
2 1
,—[Esimerkki 2.8 (lasketaan luennolla)} \

Fotosynteesissd kasvi muuttaa auringonvalosta saamallaan energialla hiilidioksidia
COs ja vettd HyO hapeksi O ja glukoosiksi CgH120¢. Reaktion kemiallinen yhtilo

on siis
1’1002 + [BQHQO — 1’302 + .T4CGH1206

Etsi kertoimet xq, 2o, 3, 4.

Vastaus: Hiili-, vety- ja happiatomien lukuméérien taytyy pysyé vakioina, joten yhtalon
kummallakin puolella niitd kutakin on sama méara. Téastd saamme yhtdloryhmén, joka rat-
kaistaan esim. Gaussin eliminaatiomenetelmélléa. Vastaukseksi saadaan xy, = x9 = x3 = 67,
ry=1,T €R.
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Luku 3

Matriisialgebra

3.1 Lineaarikuvaukset

Lineaariset yhtalot ovat “vektoreille luonnollisia” yhtéloité, joita ratkotaan mm. séhkémagnetiikassa,
mekaniikassa, tietotekniikassa, taloustieteissé, ekologiassa jne.

~ Mgritelmi 3.1} \

Funktio T: R™ — R™ on lineaarinen (eli lineaarikuvaus), jos
(i) T(u+v) =T(u) + T(v) kaikille u,v € R"

(ii) T(cu) = ¢T'(u) kaikille ¢ € R ja kaikille u € R™.

Huomioita
e Ehdot (i) ja (ii) voidaan lausua my6s yhdessid: T'(cu + dv) = ¢T'(u) + dT'(v) kaikille
c,d € R ja kaikille u,v € R"™.

Edelleen (induktiolla) T(ciuy + ... 4+ cxuk) = 1T (uy) + ... + T (uy) kaikille k£ € N,
kaikille ¢q,...,c; € R ja kaikille uy, ..., u; € R"”. Lineaarikuvaus sdilyttid lineaarikom-
binaatiot.

e Mielivaltaiselle u € R™ péitee T'(0) = T(0u) = 07'(u) = 0. Lineaarikuvaus pitdd origon
paikallaan.

e Matriisin A € R™*™ maaraamé kuvaus 7T(u) = Au on lineaarinen (mééritelmé toteu-
tuu).

e Lineaarikuvaus R" — R™ voidaan aina esittdd matriisikuvauksena (ndhdaéan esimerkin
jalkeen).
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,—[Esimerkki 3.2 (lasketaan luennolla)} N

Maéritellddn lineaarikuvaus T': R? — R? T'(x) = Ax, missi

0 —1
A= ( 0 - ) .
Madrita pisteiden u = (4,1), v = (2,3) ja u+ v = (6,4) kuvapisteet. Totea, ettd
Tu+v)=T(u)+T(v).

Standardikantavektorit avaruudessa R" ovat

e — (170,...,0,0)7
82:(0,1,...,0,0),

e, = (0,0,...,0,1).

Identtinen matriisi I,, on matriisi, jonka j:s sarake (yhté lailla rivi) on j:s standardikantavek-
tori:

10 --- 00
O1--- 00
[n:(el' en): S Do
0 0 10
00 - 1

—~ Lause 3.3 N

Jokainen lineaarikuvaus 7: R® — R™ voidaan esittdd matriisikuvauksena 7'(x) =
Ax, misséd matriisin A sarakkeet ovat kantavektorien e; kuvat:

A= (T(er)---T(en)) .

Esimerkki 3.4} \

Olkoon T: R?* — R? lineaarikuvaus, jolle T'(e;) = (5,—7,2) ja T'(ey) = (—3,8,0).
Etsitdéin matriisi A € R3*? siten, ettd T'(x) = Ax kaikille x € R?.
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,—[Esimerkki 3.5 (jatkuu)}

Koska mielivaltainen x = (1, z5) € R? voidaan esittii muodossa x = x1e; + 7€ ja
koska T on lineaarinen, niin

T(X) = T(xlel + -1'262) - xlT(el) + l’zT(QQ)
=x1(5,—-7,2) + x2(—3,8,0) = (5xy — 3z9, —Tx1 + 89, 221 + 0x5)

eli sarakemuodossa

Sr1 — 319 5 =3 .
T(x)=|[ —7x1+8x | =| -7 8 ( 1) = Ax.
21‘1 + 01‘2 2 0

Matriisi A on lineaarikuvauksen T esitys standardikannassa.

Avaruuden R" suora on joukko
{u+tv|teR} CR",

missd u € R” on erés suoran piste ja v € R™ on suoran suuntavektori.

Lause 3.6

Lineaarikuvaus kuvaa suoran suoraksi.

Todistus
[Todistus] Luentoharjoitus.

Kaikki tason lineaarikuvaukset (eli kuvaukset R? — R? ovat)
e venytyksia
e peilauksia
e kiertoja
e projektioita
tal ndiden yhdisteita.

Projektiomatriiseja

Projektio x-akselille: [é 8]

Projektio y-akselille: [8 (1)]

Venytysmatriiseja
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Venytys x-suunnassa kertoimella k: {lg (1)]

Venytys y-suunnassa kertoimella k: [é 2}

Peilausten matriiseja

Peilaus z-akselin suhteen: [(1) _01}

Peilaus y-akselin suhteen: {_01 (1)}

Peilaus suoran y = x suhteen: [(1) (1)]

Peilaus suoran y = —x suhteen: [_01 _01}

0 -1
Kierto/Pyoritysmatriisi

Peilaus origon suhteen: {_1 0 ]

Matriisi

sin(p)  cos(p)

pyorittad xy-tason pistettd kulman ¢ verran origon ympéri vastapdivadn. Suorittamalla sa-
maistus (z,y) € R? ja kompleksiluvun z+iy € C kanssa, kiertomatriisilla on syvéllinen yhteys
ekponenttifunktion kanssa:

0= [cte) it

,—[Esimerkki 3.7 (Lasketaan luennolla)} N

Kiytid kompleksilukujen kertolaskua ja kaavaa e¥ = cos(¢) + isin(p) todistamaan,
ettd kaikilla z = z + iy € C vektorina kompleksiluku ¥z = A,(z,y) jos (z,y) € R?
samaistetaan kompleksiluvun z € C kanssa.
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3.2 Matriisien laskutoimitukset

Idea: Lineaarikuvausten laskutoimitusten avulla maaritelladn vastaavat matriisien laskutoi-

mitukset.

Vakiolla kertominen ja summa. Olkoont € Rja A, B € R™™. Silloin tA, A+B € R"*™

ja madgritellaan

tAll tAlQ ‘e tAlm
tAsy tAy ... tAsg,
tA _ '21 ‘22 '2 ’
tA,1 tA, ... tA.m,
A+ By A+ By ... Aun+ Bin
Aoy + B Ao + B ... Aoy, + Bon
A + B _ 21 ‘ 21 22 ' 22 2 ' 2
Anl + Bnl An2 + Bn2 e Anm + Bnm
~ Esimerkki 3.8} \
(—g [t 2 3] -2 +4 -6
—4 45 —6 - [+8 —10 +12]
1 -2 1 2 (2 0
3 -4 + 14 8 = |7 4
5 —6 16 32 21 26

Huom. Jotta A + B olisi mééritelty, on matriisien A ja B oltava samankokoiset!

Olkoon F' : R™ — R" ja G : R® — RP. Yhdistetty kuvaus on mielekés vain muodossa
GoF :R™— RP.

Jos F' ja GG ovat lineaarikuvauksia, niin G o F':kin on.

Olkoon B kuvauksen F' matriisi ja A kuvauksen G matriisi. Talloin G o F' on

(G o F)(z) = G(F(z)) = A(B(x)) = ABa.

AB on matriisitulo.

,—[Méiéiritelm'ai 3.9 (Matriisitulo)} N

pXn nxq pXq

n
Yij = E Oéikﬁkj
k=1
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Muistisaanto: ¢ = A B .

~— =

pXq pXn nxq
Huom! Matriisitulo ei ole vaihdannainen eli se ei kommutoi: yleisesti AB # BA!
Huom! Tulo voi olla nolla, vaikka kumpikaan matriisi ei olisi nollamatriisi!

Olkoot

9 8
. -1 -2
B=1|7 6 ja A= {_3 _4}

Nyt A+ B, AB ja BB eivit ole mielekkéité (vastaavilla lineaarikuvauksilla menisivit dimensiot

solmuun téllaisista yhdistelmistd). Kuitenkin voidaan laskea

9(—1) +8(=3) 9(—2) + 8(—4) —33 —50
BA= |7(=1)+6(=3) 7(=2)+6(—4)| = |-25 —38
B5(—1) 4+ 4(=3) 5(—2) +4(—4) ~17 —26

ja

2 o [=1 =2] [-1 -2
e i

(=D(=1) +(=2)(=3) (=1)(=2) + (=2)(-4)
(=3 (=D + (=4)(=3) (=3)(=2) + (=4)(-4)
|7 10
|15 22}

,—[Esimerkki 3.10 (lasketaan luennolla)}

10 2 1] . -1 3
Sl IR O A P

Laske AB, AC, BC ja CB.
Vastaus: AB =B, AC =C (vrt. 1 -2 = x),

0 4 . 1 8
BC’—[5 _3} ja C’B—[2 _4}

Olkoot
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r—[Esimerkki 3.11] N

Olkoon x = (—1,—2, —3) € R? ja lineaarikuvauksen F : R* — R? matriisi

2 3 4
Ap = [5 6 7]
Silloin
~1
2 3 4
Arx = [5 6 7] :;

it I e

joten F'(—1,—-2,—-3) = Apx = (—20, —38).

Katsotaan nyt miten lineaarikuvauksen voi hajoittaa yksinkertaisempien matriisien tuloksi.

r—[Esimerkki 3. 12} N

Tason suorakulmion sivut ovat koordinaattiakselien suuntaisia ja sen kulmat ovat
vastapéividn lueteltuina a = (0,0), b = (2,0), ¢ = (2,4) jad = (0,4). Suorakulmiolle
suoritetaan affiini muunnos f, joka kuvaa sen peilatuksi nelioksi toiseen paikkaan
tasossa. Suorakulmion kulmat kuvautuvat muunnoksessa siten, ettd f(a) = (0,0)
ja f(c) = (1,1), sivut koordinaattiakelien suuntaiset ja kulmat ovat vastapiiviain

lueteltaessa f(a), f(d), f(c) ja f(b).

Etsi matriisi A jolla voit esittéa lineaarikuvauksen f
f(x) = Ax

ja selvitd miké on pisteen (3,1) kuva muunnoksessa f.

Ratkaisu: Téastd piirrdmme kuvan luennolla, joka helpottaa visualisoimaan tilannetta.
Muunnoksen pienentédmaéllé kuvio puolittamalla x-koordinaattiarvot ja jakamalla y-koordinaattiarvot
luvulla 4 (matriisi M;) ja peilaamalla suoran = = y suhteen (koordinaattiarvojen vaihto kes-
ken#édn, matriisi Ms). Télloin saamme kuvapisteet jarjestykseen f(a), f(d), f(c) ja f(b).

Matriisi, joka kutistaa puoleen z-suunnassa ja neljannekseen y-suunnassa, eli tekee ope-

raation (z,y) — (/2,y/4) on
5 0 B -
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Ppeilaus (z,y) — (y, z):

Koko operaation suorittava matriisi saadaan tekemalld nama perdjilkeen:

s =[0 0 P2 0] =% 4]

Piste (x,y) kuvautuu siis pisteeksi (y/4, z/2) ja erityisesti pisteen (3,1) kuva on (1/4,3/2).

3.3 Transpoosi ja kdadnteismatriisi

Katsotaan nyt muutamaa térkedd operaatiota matriiseille, transpoosi ja kddnteismatriisi.

Transpoosi on operaatio matreiiseille, joka tekee n X m-matriisista m x n-matriisin vaih-
tamalla rivit ja sarakkeet.

,—[Mﬁéiritelméi 3.13 (Transpoosi)} N

Olkoon ' A = (o;). Talloin matriisin A transpoosi on matriisi

nxm

AT = (i), missd v, = ay

,—[Esimerkki 3.14 (lasketaan luennolla)} N
Mikéa on matriisin
3 —4 2
A=|1 3 7
5 —1 1
transpoosi?

Huom. Tulomatriisille pitee C = AB pitee CT = BT AT,

Jos T : R® — R” on lineaarikuvaus samanulotteisten avaruuksien valilla, jolloin sitd vas-
taava matriisi A on n x n matriisi. Joillakin lineaarikuvauksilla on olemassa niin sanottu
kddnteiskuvaus T~ : R™ — R" joka toteuttaa ehdon

ToT ' (x)=T'oT(x)=x
kaikilla x € R”. Tallsin T~! on myos lineaarikuvaus, jonka vastaava matriisia kutsutaan

kédnteismatriisiksi. Talloin ehto T o T~1(x) = T~ o T(x) = x voidaan esittii tulomatriisien
avulla seuraavaksi:
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~ Migritelmi 3.15) .

Matriisi B on matriisin A kddnteismatriisi, jos
AB=1 ja BA=1I,

missd I on sopivan kokoinen identiteettimatriisi.
Kiinteismatriisia merkitdin A=t

Kéaanteismatriisi ei ole aina olemassa, esim.

10
A —
Heuristisesti syyné on se, ettd A lineaarikuvauksena ”projisoi” tai rutistaa koko avaruuden

R? z-akseliin koska se kuvaa kaikkien vektorien y koordinaatin nollaksi! Miten siis sillé voisi
olla kadnteiskuvaus? Kdymme tdmén esimerkin tarkemmin luennolla formaalisti.

Lause 3.16

Jos kédnteismatriisi on olemassa, niin se on yksikésitteinen.

Huom.
e Jos matriisi A on kiifintyvi, niin my6s matriisi A~ on kidntyvi, ja
(A™H™ = A
e Jos A ja B ovat kddntyvid matriiseja, niin myos AB on kiddntyva, ja
(AB) ' =B1'A"l
e Jos A on kddntyvi, niin myos AT on kddntyvi, ja
(AT)™L = (A7),
Terminologiaa:

e A on nelidmatriisi; symmetrinen, jos A = AT,

nxn

e A on sdédnnollinen (sanotaan myds kidntyva), jos kidnteismatriisi on olemassa, muutoin
singulaarinen.
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o A =diag(a, @90, .., Q)

aip 0 0 0
0 99 0 0
0 ... 0 Q(n—1)(n—1) 0
0 0o ... 0 Qi

on lavistaja- eli diagonaalimatriisi.

e Yldkolmiomatriisi: a;, = 0, kun j > k
o Alakolmiomatriisi: aj = 0, kun j < k

e A on ortogonaalinen, jos A7t = AT,

Esimerkki 3.17 (lasketaan luennolla)}

Laadi esimerkkimatriisit naista kaikista.

3.4 Kaiaianteismatriisin laskeminen

Olkoon A € R™ " kidntyvd. Miten lasketaan A~1 € R™"? Nyt AA™! = I, eli jos x; on
matriisin A™! j:s sarake,niin saadaan n kpl lineaarisia yht#loité

Ax; = ¢ (j=1,...,n).

Ratkotaan ndméa n yhtélod yhté aikaa Gauss-eliminaatiolla: liittomatriisi

Ay Ap ... A |10 .00
A ] - Au A A |01 0
Aw A o A 00 1
muunnetaan liittomatriisiksi [In | A_l} . Siis
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r—[Esimerkki 3. 18] N

Lasketaan matriisin A = E Zl%] kadnteismatriisi:
21110 2 1| 1 0
[A|]2]__53|01}N{o§\—g1}
2 0 | 6 —2}
03] -5 1
1 0] 3 -1 B .
N_01]—52]_[I2’A}
Siten A™! = 5 9 . (Tarkista kertolaskullal)

~ Esimerkki 3.19 (Laskaritehtivi) | .
Laske matriisin
1000
1100
A= 1 ,
i1
3 3 3 1

kaanteismatriisi.

Ylemmaéssé esimerkissd huomaa, ettd jos diagonaalilta muutetaan yksi termi nollaksi, esi-
merkiksi siis matriisi

sy

I
DO | Q0 [ [t
NiRwikr O O
N = O O
_ o O O

niin saamme ei kdédntyvin matriisin. Tadmé on tydlds tarkistaa Gaussin eliminaatiolla, mut-
ta ns. determinantti on paljon helpompi tapa todistaa ettei B ole kddntyva koska sen de-
terminantti on helposti tarkistettavissa, ettd se on nolla. Seuraavassa osiossa méarittelemme
determinantin ja miksi néin tosiaan on.
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3.5 Determinantti

Idea: Matriisin A € R"*" determinantti det(A) € R ilmaisee miten paljon matriisia vastaava
lineaarikuvaus “skaalaa&peilaa” avaruutta R™: Kuution

0,1]" :={x e R"| V5 : z; €[0,1]}

“n-tilavuus” on 1 (1-til.=pituus, 2-til.=pinta-ala, 3-til.=tavallinen tilavuus, ...) ja A:n sarak-
keiden virittdmén “sdrmion”

Al0,1]" = {Az e R" | z € [0, 1]"}

n-tilavuus on |det(A)| (determinantin etumerkki kertoo peilautumisista).
Determinantin laskemiseen tarvitaan nelja lakia:

Laki 1:
det(I,) = 1.

Tulkinta 1: Identiteettikuvaus x +— I,,(z) = = ei muuta n-tilavuutta tai suuntia.
Laki 2:

Matriisin sarake t — kertaistuu = determinantti t — kertaistuu.

Tulkinta 2: “Sarmion n-tilavuus” t-kertaistuu yhden sdrmén t-kertaistuessa.

~ Esimerkki 3.20] .
2 0 2 10 1
det [ 0 3} = (—2)(3) det {O J =—6
6 00 100
det [0 5 0] Z(6)(5)(4)det [0 1 0| =120.
00 4 00 1

Laki 3: Jos matriisissa A € R™*" on (ainakin) kaksi samaa saraketta, niin

det(A) = 0.

Tulkinta 3: Talloin sérmio A0, 1]™ C R™ on “litistynyt” ja sen n-tilavuus on 0.
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r—[Esimerkki 3.21]

det

W DN =
W N =
O© J Ot
=
(o
&
W N =
O© J Ot
W N =

\.

J

Laki 4: Olkoon A; matriisin A € R™ " j:s sarake. Kun A, = By + C jollakin k &

{1,...,n}, niin
det [Al c. Ak,1 Bk + Ck Ak»Jrl e An]
= det [Al e Ak:—l Bk Ak+1 c. An}
+ det [Al c. Ak—l Ck Ak+1 c. An]

Tulkinta 4: Sdrmién yhden sérmén summaus niakyy n-tilavuudessa summana.

~ Esimerkki 3.22]

3 1 1] 4 0 1 11
0 = det = det [1 1] + det {O 1]

+ det [0 1] + det [1 0] + det [1 1}

1
1
4 0
= det )y 10 01 00
0
1

+1,

: 0 1
joten det [1 O] = —1.

\

,—[Esimerkki 3.23 (lasketaan luennolla)}

Laske matriisin [ZL (ﬂ determinantti lakien §1-§4 avulla.
Ratkaisu:

a bla a b 0 b
det [c d}—det [0 d]+det [c d]

by Yoy sl oot

s}

0 d c 0 c d

} + bedet E (1)] + cddet {O 01

0

[}

O =
—_

0

2 addet(I) + abdet { I

3 0d 4+ 0 — be+ 0,

silla asken laskettiin det [g é] = —1.
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Lait 1,2,3,4 ovat ristiriidattomat ja riittdvéat determinantin laskemiseen. Kéaytdnnossia
determinantit kuitenkin lasketaan késin

e muistamalla, etté

a b

det [c d

] = ad — bc

e ja purkamalla matriisi 2 x 2-osiin alideterminanttisdadinndlla

det(A) = (—1)F Y "(—1)" Apdet(A™),

i
missé k& on jokin rivinumero ja A** matriisi A, josta on poistettu rivi k ja sarake i.
Determinanttia merkitddn myos lyhyesti pystyviivoilla:

|M| := det(M), kun M on matriisi.

r—[Esimerkki 3.24] N
a b ¢
d e f = a Z { —b 'd {‘ +c 'd Z
g b g g
= a(ei — fh) +b(fg — di) + c(dh — eg).

Huom. My6s 3 x 3-matriisin determinantille on muistisaanto:

a b c
d e f| =aei+bfg+cdh—afh— bdi— ceg.
g h i

“alamékeen positiivisina, ylaméikeen negatiivisina”.

,—[Esimerkki 3.25 (lasketaan luennolla)} N
2 -1 3
Laske matriisin A= (4 1 2 determinantti.
6 3 8

Vastaus: det(A) = 42

\. J

~ Lause 3.26 )

Olkoon A € R™»*", Silloin

JA™! = det(A) #0  ja det(AT) = det(A).
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Lause 3.27

det(AB) = det(A) det(B)

Todistukset kirjassa.

,—[Esimerkki 3.28 (lasketaan luennolla)}

Milla kertoimia a,b,c,d € R koskevalla ehdolla matriisilla A = [Z b

kianteismatriisi?
Mika silloin on kaginteismatriisi A=1?
Tarkista, ettd A='A=1=AA"
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Luku 4

Ominaisarvot ja -vektorit

4.1 Motivaatio ja mairitelméit

Kerromme nyt ominaisarvoteoriasta, jonka aloitamme motivoivasta esimerkistd ns. Googlen
PageRank algoritmista. Tdmé& on yksinkertainen mutta tehokas Googlen perustajien Larry
Pagen ja Sergey Brinin kehittdmé& menetelmé, jolla voidaan nopeasti luokitella internetin sivuja
niiden merkittavyyden perusteella.

Alla meilld on pieni internet verkko nettisivuja, annetaan niille nimet A, B, C, D, E, F.
Jokainen nuoli tarkoittaa, ettd sivulta on toiseen sivuun hyperlinkki, esimerkiksi sivulta A on
sivuille B, C ja F linkit.

Nyt verkossa sivu on merkittdvd, jos moni linkkaa sinne ja/tai merkittavaltd sivulta on
linkki sivulle. Témén heuristiikan avulla voimme nyt formaalisti mé&éritelld internet sivun
merkittavyys reaalilukuna 2 € [0, 1] seuraavasti linkkien méérén ja siihen linkkaavien sivujen
vaikuttavuuden avulla:

(1) Jokaisen internet sivun merkittavyys vaikuttaa tasaisesti jokaiselle sivulle, jolle se lin-
kittaa

(2) Internet sivun merkittdvyys = on vaikuttavuuksilla painotettu summa kaikkien niiden
sivujen merkittavyyksisté, jotka linkkaavat siihen.
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T&ll6in séénto (1) sanoo esimerkiksi koska sivulta B on linkit sivuille C, D, E ja F, sivun
vatkutus sivujen C', D, E ja F merkittavyyteen on jokaiseen tasan 25% eli }L. Toisaalta sivulta
C on linkki vain kahteen sivuun D ja E, joten C:n vaikutus sivujen D ja E merkittavyyteen
on jokaiseen tasan 50% eli % Liséiksi esimerkiksi sivun C' ja F' vélilla ei ole lainkaan linkki4,
joten kumpikaan ei vaikuta suoraan toisensa merkittavyyteen eli vaikutus toisiinsa on 0% eli
0. Voimme siis sdannon (1) avulla muodostaa 6 x 6 matriisin, jolla voimme mallintaa miten
internet sivut vaikuttavat toistensa merkittivyyteen (indeksoimalla A =1, B=2, C =3, ...,
F =6):

(1)00}11%
Pl o
Oililol
4 2 4 3
£ 10500

Miten sitten saamme tdméan matriisin avulla 16ydettyé sivujen A, B, C, D, E, F merkittavyydet
ja siten luokitella ne lopulta vaikka kun Googlaamme vastausta? Jos x1,x9, T3, T4, T5, Tg ON
sivujen A, B, C, D, E, F merkittdvyydet, niin koska jokaisen sivun merkittivyys saadaan
sdannon (2) nojalla vaikuttavuuksilla painotettuna summana muiden sivujen merkittavyydesta,
saamme yhtaloryhmén:

1 1
ZQS4+ZE5+§.CE6:ZE1
1 1
371+ 3T6 = T2
v+ i+ iey =2
341 12 14 — 43
1 1
Z$2+§l'3:$4

1 1 1 1
ZZUQ + §ZE3 + ZZL’4 + §~T6 = Ty

1 1 1 _
L §$1 + Z:UQ + Zl’4 = Tg

Toisin sanoen jos X = [ T9 T3 ¥4 T5 T6|”, niin
Px =x.

Talloin sanomme, ettd x on ns. ominaisvektori matriisille P ominaisarvolla 1. Sitd kutsutaan
verkkomme PageRank vektoriksi.

Ratkaisemalla nyt x, esimerkiksi rivioperaatioilla yhtalosta (P — I)x = 0, missd I on 6 X 6
identiteettimatriisi, saamme kolmen desimaalin tarkkuudella

0.265
0.138
0.150
0.110
0.187
0.150

Siis verkkosivu A on merkittédvin, sitten E ja niin edelleen.

My6hemmin kun puhumme dynaamisista systeemeisté ja Markovin ketjuista, huomaamme,
ettd vektorin x voi myos 16ytaa ns. internet surffaajan satunnaisklikkailuna. Talloin lahdettya
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esimerkiksi tasaisesta alkutilasta y = [+ 111 L1117 Hossa surffaaja ei vield tiedd mitki ovat

sivujen merkittdvyydet, niin iteraatiot matriisin P tuloja itsensé kanssa vektoriin

1 0.264 0.300 0.265
P 0.111 0.134 0.138
f 0.139 0.147 0.150
— 6 ~ 2 ~ 12 ~
Y=1 105y~ foas [ 7Y Looor [P Y™ oato |
% 0.222 0.175 0.187
P 0.139 0.147 0.150

ovat nopeasti hyvin ldhelld ominaisvektoria x. Tamé on usein nopea tapa loytda x kuin al-
gebrallisesti ratkoa valtava matriisiyhtdlo Px = x. Tama ilmio johtuu siitd, ettd P voidaan
tulkita kertomaan todennékoisyyksia mille sivulle satunnainen klikkaaja menisi miltédkin sivul-
ta oltuaan ja muutaman iteraation jalkeen tulee jo hyvé kuva mitka sivut ovat merkittavimpia
koska prosessi ldhestyy nopeasti ns. tasapainotilaa (vektori x). Riskin téssd satunnaisklikkai-
lussa on se, ettd surffaaja voi juuttua nettisivuille, joissa ei ole linkkeja muille sivuille. Silloin
PageRank algoritmia voi muokata niin, etté surffaaja vain sulkee sivun ja valitsee satunnai-
sesti jonkin toisen toisen nettisivun, siirtyy sinne ja jatkaa satunnaisklikkailuaan. Puhumme
tastd uudestaan hieman enemmén muilla esimerkeilld myShemmin kurssilla.

Menné&an nyt yleiseen ominaisarvoteoriaan.

Kun matriisilla kerrotaan vektoria, vektorin suunta ja pituus yleensd muuttuvat. Jotkin
vektorit kuitenkin séilyttéavat suuntansa. Néitd sanotaan matriisin ominaisvektoreiksi:

,—[M'&iéiritelméi 4.1 (Ominaisarvot ja vektorit)

—

Jos n x n-matriisille A pétee
Ax = Ax

jollakin vektorilla x € C™\ {0} ja skalaarilla A € C, niin A on matriisin A ominaisarvo
ja x sitd vastaava ominaisvektori.

\. J

,—[Esimerkki 4.2 (lasketaan luennolla)} N
1 6 6 | . 3 : I
Olkoon A = 5o u= | _5|lav=_, | Ovatko u ja v matriisin A
ominaisvektoreita?

Vastaus: u on, silli Au = —4u. v ei ole, silld Av # A\v VA € C.

Esimerkki 4.3 (lasketaan luennolla)}

16
5 2

Osoita, ettd 7 on matriisin A = [ } ominaisarvo.
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Ratkaisu:A{}]:7{1].

Lause 4.4

Erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomia.

Muistetaan, ettd vektorit {vi,vs,...,v,} ovat lineaarisesti riippumattomat, jos mitdin
niistd ei voida lausua lineaarikombinaationa toisista, eli yhtalon

cvit+ceve+ ... +c, v, =0

ainoa ratkaisuon ¢y =cp=...=¢, = 0.

Todistus

[Todistus] Luennolla, vastaoletuksesta johdetaan ristiriita. ]
Huomioita

reaalisia ominaisvektoreita ei aina ole olemassa
ominaisvektori on maaritelman mukaan nollasta eroava
ominaisarvo vol olla nolla

Ax = Ax & A(tx) = A(tx) kaikilla t € C, joten ominaisvektorin x sijaan voidaan puhua
x:1 suuntaisesta ominaissuorasta {tx | t € C} C C". (Kulkee origon kautta.)

Jos matriisin A € R™*™ ominaisarvo A # 0, niin vastaava ominaissuora kuvautuu itsel-
leen ja ominaisarvo A ilmoittaa ominaissuoran suuntaisen (mahdollisesti kompleksisen!)
venytyksen.

Jos R 2 A\ < 0, niin suunnistus ominaissuoralla kdantyy, ts. venytyksen lisiksi lineaari-
kuvaus peilaa ominaissuoran normaalin suhteen.

Jos A = 0, niin kuvaus litistd4 ominaissuoran origoksi.

Ominaisarvoille patevit seuraavat tulokset:

Matriisi A on kddntyvé, jos ja vain jos 0 ei ole sen ominaisarvo.

Jos A # 0 on kidédntyvin matriisin ominaisarvo, niin 1/\ on kéénteismatriisin A~ omi-
naisarvo.

Kolmiomatriisin ominaisarvot ovat sen diagonaalialkiot.

Matriisin determinantti on yhté kuin sen ominaisarvojen tulo:

det(A) = AtAa. .. Ay

Matriisin A = (a;;) diagonaalialkioiden summa eli jalki (engl. trace) on yhta kuin sen
ominaisarvojen summa:

a11+a22+...+ann:)\1+)\2+...—|—)\n
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4.2 Laskeminen

Ominaisyhtdlo Ax = Ax on yhtéapitavasti (A — A )x = 0, missé I on identtinen matriisi.

Tille 16ytyy nollasta eroava ratkaisu x tdsmilleen silloin, kun det(A — AI) = 0 jollekin
AeR.

Tarkastellaan esimerkkiné lineaarikuvausta

(1),

Muodostetaan lineaarikuvauksen karakteristinen polynomi p(\) = det(A — AI):

o a0 —ase (5 2) <2 (3 )
can( (2 (0 0)) a5, 2)

=(1-\)?—4.
Haluttiin det(A — AI) =0 eli p(\) = 0:

(1-XN?—4=0
s (1-N?=4
S (1-))==+2
S A=—1tai A=

Néamé ovat A:n ominaisarvot. Etsitddn niitd vastaavat ominaisvektorit ratkaisemalla x yhtalosté
(A= X)x=0.
Kun A = —1, niin yhtélé on (A + I)x = 0, ts.

(G0 D))E)-6)
G200

{le 121y =0

ts.

eli saadaan yhtélopari

2£L‘1 + 212 =0.

(Lineaarisesti riippuvat yhtélot juuri kuten pitdékin, silld halutaan ratkaisuksi ominaissuora.)
Yhtéiloparin ratkaisujoukko on {(z1,7s) € R? | zg = —x1}. (Suora.)

Vastaavasti kun A = 3, niin ominaisyhtloé on (A — 37)x = 0 ja saadaan yhtélopari

—2I1 +2$2 =0
2331 —21’2 =0.

Jélleen lineaarisesti riippuvat yht#lot; ratkaisujoukko on suora {(z1,z2) € R? | 2o = 21 }.

43



Yhteenveto: ominaisarvoa —1 vastaava ominaissuora on {(z;,7s) € R? | 2o = —x1} ja
ominaisarvoa 3 vastaava ominaissuora on {(z1,7s) € R? | x5, = z1}. Ominaisvektoreita ovat

nailld suorilla olevat vektorit, esim. (_1’1) ja (1)

Niamai tiedot kertovat lineaarikuvauksesta kaiken!

X — Ax

—

R

/

Kuvassa skaalataan ominaissuorien suuntaisesti kertoimilla 3 ja —1.

Ominaisarvot ja -vektorit lasketaan siis seuraavasti:
e Muodosta karakteristinen polynomi p(A) = det(A — A\I).
e Etsi karakteristisen polynomin nollakohdat p(A) = 0, ndmé ovat ominaisarvot.

e Ratkaise kullakin ominaisarvolla \; sitd vastaava ominaisvektori/suora yhtélosta (A —

,—[Esimerkki 4.5 (lasketaan luennolla)} .
Maééarita matriisin
9 -5 2
A= 14 -8 4
10 =7 5

ominaisarvot ja vastaavat ominaissuorat. Piirrd kuva.

1
Vastaus: ominaisarvot ovat 1, 2, ja 3, ja vastaavat ominaissuorat ovat {t [ 2 | : ¢ € R},
1
1 1
{t1 1 ]: teR}ja{t|2]: teR}.
-1 2
r—[Esimerkki 4.6} \
Matriisin

()

ominaisarvot ovat 1 ja —1, silld sen méadrddméa lineaarikuvaus on peilaus suoran
suhteen.
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r—[Esimerkki 4. 7] N

o= 7)

ei ole reaalisia ominaisvektoreita, silli sen médraamaé lineaarikuvaus on 90 asteen
pyoritys. Ominaisarvot ovat i ja —i.

Matriisilla

Kuten edellisessé esimerkissdakin néhtiin, reaaliselle matriisille kompleksiset ominaisarvot
esiintyvét konjugaattiparina.

— Lause 4.8 \

Jos reaalisella matriisilla A on kompleksinen ominaisarvo A = x + yi, jota vastaa
ominaisvektori v, niin myos A = x — yi on ominaisarvo ja Vv on sitd vastaava omi-
naisvektori.

Todistus - B
[Todistus] Av =X v = AV = AV = (Av) = (\v) = AV. O
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4.3 Sovelluksia dynaamisiin systeemeihin ja Markovin
ketjuihin

Markovin ketjuja kédytetddn matemaattisina malleina useissa erilaisissa biologian, talouden,

kemian, fysiikan jne. tilanteissa. Malli sopii tilanteeseen, jossa samaa koetta tai mittausta

toistetaan, tulos on yksi dérellisesté joukosta vaihtoehtoja ja kunkin toiston tulos riippuu vain
edellisen toiston tuloksesta:

Systeemin tilaa hetkelld k& kuvaa vektori x;. Tiedetédén, ettd tila seuraavalla hetkelld saa-
daan laskettua matriisin A avulla, eli

Xpy1 = AXp.

Tyypillisesti matriisin A alkiot kuvaavat siirtymétodennakoisyyksié, joten kunkin sen sa-
rakkeen alkioiden summa on 1.

~ Esimerkki 4.9} \

Systeemin tilaa hetkelld k& kuvaa vektori x;. Tiedetddn, ettd tila seuraavalla hetkell&
95 .03
05 .97

.6, .4]T, niin mihin tilaan systeemi péityy lopulta?

saadaan laskettua matriisin A = ( ) avulla: x5,1 = Axy. Jos alussa x¢ =

Ratkaisu: Lasketaan A:n ominaisarvot ja ominaisvektorit: A\; = 1, Ay = 0.92, v; = [3,5]7,
Vo = [1, —1]T
Kirjoitetaan x, ominaisvektoreiden kombinaationa: xy = 0.125v; + 0.225v,.

Tallsin x5, = AFxy = 0.125-1%v; +0.225-0.92Fv, — 0.125v;, kun k — co. Systeemi péityy
siis tilaan 0.125v; = [0.375,0.625]7.

,—[Esimerkki 4.10 (lasketaan luennolla)} .

Erdan kaupungin sditilaa voidaan kuvata yksinkertaistetusti siten, ettd sadepaivin
jélkeen seuraavanakin paivané sataa todennékoisyydelld 0.5 ja poutapéivén jéalkeen
on seuraavanakin pédivana poutaa todennékoisyydelld 0.9. Olkoon vektori

sateettoman sédn todennédkoéisyys paivana k

sateisen sdin todenndkoisyys paivani k

Muodosta matriisi A, jonka avulla saat laskettua séddvektorin seuraavalle paiville, eli
Xpp1 = AXy.
Miten suurella todennékoisyydelld satunnaisena péaivana sataa?

Ratkaisu:
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Sateen ja aurinkoisen sddn todennékoisyys paivané k+1 saadaan siis paivan k todennékoisyyksista
seuraavasti:

0.9 0.5
Xe+1 =1 01 0.5 | *

Rajakéayttdytymisen k£ — oo selvittdmiseksi lasketaan A:n ominaisarvot ja -vektorit:

)\1 + )\2 = TI'(A) =14
)\1/\2 == det(A) =04

= /\1 = 17A2 =04
—-0.1 0.5 |0 -1 5 |0 5
~ = V1 =
0.1 —-05 |0 0 0 10 1

0.5 05 10 11 10 1
~ = Vo =
0.1 0.1 |0 0 0 |0 -1
Ominaisvektorit ovat riippumattomat, joten kirjoitetaan xq muodossa xo = w1vy + wyva,
jolloin saadaan

x; = AFxy = wy - 1% (i))+w2-0.4k- (_11) — Wy (?), kun k£ — o0.

Vield pitéad selvittdd w;. Koska alkutilan xq alkioiden tdytyy summautua ykkoseen (tn:1l&
1 joka sataa tai paistaa), alkutilasta riippumatta saadaan

T 51111 + wo Zo,1
wW1Vy 4+ Wavy = Xg = [Tg 1, To 2] 4 ( > = ( )

)\2 = 0.4:

Wy — W Zo,2

1
= 6w = To1 + To2 = 1 =w = 6

Xk—>(

joten satunnaisena péivané paistaa todennikoisyydella % ja sadetta on luvassa todennikoisyydella
1

G-

Nain ollen

o= Ut

), kun k — oo,

47



r—[Esimerkki 4.11]

Kokeile laskea seuraavien dynaamisia systeemeji kuvaavien matriisien A ja A% omi-
naisarvot ja ominaisvektorit

A= (53 =0 38

Jos nyt laskisi lisiksi matriisin A%, niin voidaan huomata, ettd matriisin A0
esittdmé lineaarikuvaus on jo hyvin ldhelld matriisin A lineaarikuvausta. Voim-
me tehda tdmén formaalisti kun ns. diagonalisoimme matriiseja, joka samalla idealla
kuin edellisessé esimerkissé antaa meille tavan laskea miten potenssi A* kiyttiytyy
kun k kasvaa.
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4.4 Kertaluvut

~ Misritelmi 4.12] .

Polynomin det(A — AI) juuren kertaluku on kyseisen ominaisarvon A algebrallinen
kertaluku mg,(X). Ominaisarvon \ geometrinen kertaluku mg(\) on sitd vastaavan
ominaisavaruuden dimensio, eli lineaarisesti riippumattomien ominaisvektorien lu-
kumé&aré.

\ J

r—[Esimerkki 4. 13} N

.. (1 2 . . . o
Matriisin <O 1) karakteristinen polynomi on (1 — \)?, joten ominaisarvon A\ = 1

algebrallinen kertaluku on m,(1) = 2. Sitd vastaavat ominaisvektorit toteuttavat
xo = 0, joten on vain yksi ominaissuora {(x,0) | x € R}, ja geometrinen kertaluku
on siis my(1) = 1.

Piirretdaan kuva esimerkin tilanteesta:

T

Vain x;-akseli pysyy siis paikallaan, toista muuttumatonta suoraa ei ole. Téssé tapauksessa
ominaisarvot ja -vektorit eiviat kerro kaikkea kuvauksesta!

,—[Esimerkki 4.14 (lasketaan luennolla)} .
Etsi matriisin
1 0 2
A=10 3 0
2 01
ominaisarvojen algebralliset ja geometriset kertaluvut.

Ratkaisu: Lasketaan ominaisarvot karakteristisen polynomin nollakohtina: det(A —AI) =
.. = (3=X)*(A+1) = 0, joten ominaisarvon A = 3 algebrallinen kertaluku on 2 ja ominaisarvon
A=—1onl.

Lasketaan sitten ominaisvektorit:
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Kun A = —1, yhtélé on (A + 11)x = 0, ja saadaan x5 = 0 ja x3 = —x1, eli ominaissuora
{t(1,0,—1) | t € R}. Néin ollen geometrinen kertaluku on m,(—1) = m,(—1) = 1.

Arvolle A = 3 saadaan yhtélostd (A — 31)x = 0 ehdot x5 € R ja x3 = z, joten téti
ominaisarvoa vastaten saadaankin ominaistaso

{s(1,0,1) + £(0,1,0) | s,¢ € R}.

(Lineaarisesti riippumattomat ominaisvektorit esim. (1,0, 1) ja (0,1,0)). Geometrinen kerta-
luku on siis my(3) = 2.

Huom 1. Geometrinen kertaluku ei koskaan voi olla suurempi kuin algebrallinen kertaluku,
mg(A) < mq(A).

Huom 2. Matriisit A ja B ovat similaariset, jos on olemassa sellainen kddntyvia matriisi
S, ettd ST'AS = B. Similaaristen matriisien A ja B karakteristiset polynomit ovat samat, ja
niilld on siis samat ominaisarvot.
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Luku 5

Matriisihajotelmat

Laskentaongelmissa késiteltdvat matriisit ovat tyypillisesti valtavia. Jotta laskut menisivét
l&pi edes jossain madrin jérjellisessé ajassa, kdytetddn hyviksi mm. matriisihajotelmia. Idea-
na niissé on purkaa matriisi useamman, yksinkertaisemman matriisin tuloksi. Matriisihajotel-
mia on koko joukko, ne soveltuvat eri kidyttotarkoituksiin ja erityyppisille matriiseille. T&lla
kurssilla tarkastelemme varsinaisesti nédista kahta: diagonalisointia ja singulaariarvohajotelmaa
(SVD). Liséksi harjoituksessa 4 esiintyi LU-hajotelma.

5.1 Diagonalisointi

R™ "™ nelimatriisi A, joilla on n rilppumatonta ominaisvektoria, voidaan diagonalisoida. Ta4mé&
tarkoittaa, ettd matriisi A € R™*" voidaan kirjoittaa muodossa

A=SAST!,
missd matriisin S sarakkeet ovat matriisin A ominaisvektorit, ja matriisi A on diagonaalimat-

riisi, jossa kussakin sarakkeessa on matriisissa S samassa sarakkeessa olevaan ominaisvektoriin
liittyvé ominaisarvo.

,—[Esimerkki 5.1 (Luentoharjoitus)

—

Aiemmin laskimme matriisille

=(a7)

ominaisarvot ja -vektorit, ja saimme ominaisarvoa —1 vastaavaksi ominaisvektoriksi

(_11) ja ominaisarvoa 3 vastaavaksi (1) Diagonalisoi A.

Vastaus:
w21 (0) (2 12

Huom n x n-matriisi diagonalisoituu, jos silld on n lin. riippumatonta ominaisvektoria.
Erityisesti tdmé tapahtuu silloin, kun matriisilla on n erisuurta ominaisarvoa, mutta voi siis
tapahtua muulloinkin!
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r—[Esimerkki 5.2} N

1 -1
=(1 )
ei diagonalisoidu. Sen ainoa ominaisarvo on nimittéin 0, eli m,(0) = 2. Ominais-

vektoreita laskettaessa kuitenkin havaitaan, ettd 10ytyy vain yksi ominaisvektori, eli
mg(0) = 1, eiké A diagonalisoidu.

Matriisi

\ J

—~ Esimerkki 5.3 .

Matriisi

1
A=10
2

o w o

2
0
1

diagonalisoituu: Sen ominaisarvot ovat 3 ja —1, m,(3) = 2 ja m,(—1) = 1, mutta
onneksi (kuten aiemmin laskettiin) ominaisarvoa 3 vastaten 10ytyy ominaistaso, eli
saadaan kaksi lin. riippumatonta ominaisvektoria om. arvolle 3. Saadaan hajotelma

-1

1 0 1 30 0 10 1
A= 01 0 03 0 01 0
1 0 -1 0 0 -1 1 0 -1

Huom. Jos matriisi on diagonalisoituva, sen potensseja on hyvin néppéra laskea:

A? = SAST'SAST! = SA%SH
=1

AP = SASTISASTTSAST = SAST!
=1 =1

A = SAFSTH

Diagonaalimatriisin potenssithan ovat helppoja:

k

A0 0 A0
Ar=10" o] =] o
0 0 A 0 0 A

,—[Esimerkki 5.4 (Luentoharjoitus)

—

Laske A%014 kun
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Vastaus:

e [11 50\ /1 1
a=sas= (0 L) (0 8) (0 L)
s _ (11 52014 () 11

—\o -1 )0 420 ~1

52014 52014 _ 42014
= ( 0 42014 )

e}

Huom. Kiénteismatriisin 10ytdminenkin on diagonalisoidulle matriisille helppoa:
A= (SASTH Tt = SATIST

Diagonaalimatriisillehan

-1

A O AT 00
A'=10 .0 =lo . 0
0 0 A, 0 0 Al
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5.2 Unitaarinen diagonalisointi

Joissakin tapauksissa diagonalisointi onnistuu erityisen mukavasti: tdstd on kyse normaalin
matriisin unitaarisessa diagonalisoinnissa.

Ensin hieman terminologiaa:

Matriisi A* € C™™ on matriisin A € C™™ konjugaattitranspoosi, jos (A*)x; = Aj.

Matriisi A € C™*" on symmetrinen, jos A* = A.

Matriisi A € C™*" on normaali, jos A*A = AA*.

Matriisi U € C™" on unitaarinen, jos U* = U~

Huomaa, ettéd ehdoista A* = A ja A*A = AA* seuraa heti, ettd matriisi voi itseasiassa olla
symmetrinen tai normaali vain, jos se on neliomatriisi, eli n = m. (Miksi?)

,—[Lause 5.5 (Normaalin matriisin unitaaridiagonalisointi)} \

Matriisille A € C"*" seuraavat ehdot ovat yhtépitavii:
1. A on normaali.

2. A=UAU*, missa U € C™" on unitaarinen ja A € C"*" diagonaalinen.

\ J

~ Esimerkki 5.6 .

Jos A on symmetrinen, eli A* = A, niin A on normaali:
A*A = A% = AA*

Symmetrinen matriisi on siis aina unitaarisesti diagonalisoituva.

Esimerkki 5.7 (lasketaan luennolla)} N
Osoita, ettd matriisi A = ( 8 0 ) ei ole normaali.
,—[Lause 5.8 (Erikoistapaus unitaaridiagonalisoinnista)} \

Jos A € C™™ on symmetrinen ja sen ominaisarvot ovat erisuuret, niin A = UAU*,
missd U € C™™ on unitaarinen ja A € R™" diagonaalinen. Liséksi matriisi U
saadaan sarakematriisina U = [vyvy...V,] ominaisvektoreista joiden pituus on 1 ja
A ominaisarvoista.
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Todistus
[Ei kysyta tentissd/kokeessa] Kompleksisille vektoreille u, v € C" pistetulo on

n
u-v= E uv; = u'v,
i=1

missa jalkimmaéinen yhtdsuuruus seuraa tulkitsemalla u ja v pystyvektoreiksi: (1 x n)-matriisi
kertaa (n x 1)-matriisi on (1 x 1)-matriisi eli skalaari. Liséksi tdlloin saamme konjugaattit-
ranspoosille hyddyllisen ominaisuuden:

u'(A*v) =u-(A'v) = Au-v = (Au)'v, u,veC"
missd u - (A*v) = Au - v seuraa konjugaattitranspoosin mééritelmésta ja sisdtulosta.

Tamén havainnon avulla voimme todistaa, ettd A:n ominaisarvot ovat reaalisia. Jos A on
A jokin ominaisarvo ominaisvektorilla v # 0, niin kompleksi konjugaatin laskusdénnoilla
saamme tarkistettua

MV =Av-v = v'v = v (\v) = vi(Av) = v’ A*'v = (Av)*'v = (\V)"Vv = Av'v = \|v|?

Koska v # 0, on |v|?> # 0, joten voimme jakaa pois ja saamme A = \. Siis A € R. Tésté
saamme diagonaalimatriisin A € R™*",

Enté sitten unitaarimatriisi U7 Normaalin matriisin eri ominaisarvoja vastaavat normeera-
tut ominaisvektorit ovat ortonormaaleja. Samaa ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit voi-
daan valita siten, ettd ne ovat ortonormaaleita. Matriisi U saadaan siis normeeratuista, orto-
normaaleista ominaisvektoreista. Toisin sanoen unitaarimatriisi U saadaan nyt sarakematrii-
sista

U=[vivy...V,]

muodostettuna ominaisvektoreista v;, joiden pituus on |v;| = 1. Huomaa, ettd jotta matriisi
U voisi olla unitaarinen, sen sarakevektorien pitda olla ortonormaaleja. Kompleksiset vektorit
ovat ortogonaaliset, jos niiden pistetulo on 0. Siis tarkistetaan vield, ettd v; - vi, = 0 kaikilla
j # k. Koska matriisi A on symmetrinen (ja A\; = )\;), saamme

Aj(Vive) = (Ajvy) Vi = (Avy) v = (Avy) vy = Vi(A"v) = Vi (Ave) = Vi) = Ak(Vjvi).
Siispé,
(A = Ae) (v - vie) = 0.

Koska A\; # A, (tdmé oli oletus), niin tdmé& on mahdollista vain jos v; - v = 0.

,—[Esimerkki 5.9 (lasketaan luennolla)} N

Kvanttilaskennan malleissa ja spin ketjuissa kdytetddan usein ns. Pauli matriiseja (
lisédé néisté esim. https://en.wikipedia.org/wiki/Pauli_matrices ). Yksi néistd

on
(01
o1 = 10 .

Diagonalisoi se unitaarisesti.
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Ratkaisu: Huomataan, ettd o7 on symmetrinen:

X 01

* 2k

joten erityisesti

eli o1 on normaali ja se voidaan diagonalisoida unitaarisesti.

Etsitdan ominaisarvot:

=\ -1,

det(al—AI):‘ Al ‘

1 —A
joten )\1 = 1, )\2 = —1.

Etsitddn ominaisvektorit: yhtélosta (o7 — I)x = 0 saadaan

-1 1 -1 1

1 -1 0 O
eli ehto —x; + 25 = 0. Valitaan ominaisvektoriksi v; = (1/v/2,1/+v/2)7. (T&lléin sen pituus on
1)

Vastaavasti ominaisarvolle Ay = —1 saadaan ominaisvektori v, = (1/v/2, —1/v/2)7.

Pauli matriisille o saadaan siis unitaarinen diagonalisointi

0 1
=\ 10

- (U ) (5 %) (4 )
= UAU".

(Tarkista kertolaskullal!)

Muita kvanttilaskennassa kaytettyja Pauli matriiseja ovat

(0 —i
2= o
(10
3=\ 0 -1

jotka ovat myos unitaarisesti diagonalisoitavissa samalla idealla kuin aiemmassa esimerkissa.

ja

Pauli matriisit ovat esimerkkeja ns. kvanttiporteista, joilla voi luoda kvanttimekaanisia lo-
giikkayksikoitd kvanttilaskennassa. Niiden avulla voidaan suorittaa laskutoimituksia kvant-
ti biteille (qubit), jotka ovat vektoreita. Muita esimerkkeji ovat esimerkiksi Hadamard (H)
portti ja Phase (S,P) portti. Kiinnostuneelle lukijalle kdy katsomassa esimerkkeji https:
//en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate
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5.3 Singulaariarvohajotelma (SVD)

Kuten edelld huomattiin, vain neliomatriisin voi diagonalisoida — olettaen, etta silla on taysi
médra riippumattomia ominaisvektoreita. Kaikille matriiseille voidaan kuitenkin tehdé singu-
laariarvohajotelma (Singular Value Decomposition, SVD).

SVD:n ideana on purkaa lineaarikuvaus kolmeen osaan: unitaariseen kuvaukseen, venytyk-
seen ja toiseen unitaariseen kuvaukseen. (Unitaariset kuvaukset voi usein tulkita kierroiksi.)
SVD:ta kédytetddin mm. signaalinkésittelyssé ja statistiikassa. Sithen perustuvat esimerkiksi
jotkin kuvanpakkausmenetelmé ja Googlen hakukoneen toiminta. SVD liittyy ldheisesti ns.
padkomponenttianalyysiin (PCA), jossa tavoitteena on 16ytad monidimensioisesta datasta ne
komponentit, joilla sen keskeisimmét piirteet voidaan esittdd menettamétté oleellista infor-
maatiota.

Jotta voimme mééritelld singulaariarvohajotelman, méarittelemme ensin ns. singulaariar-
v0t.

~ Miiritelms 5.10 ) \

Luku ¢ > 0 on matriisin A singulaariarvo, jos on olemassa vektorit u, v # 0 siten,
etta
Av=0cu ja ATu=ov.

2

Huomaa, etté jos o on matriisin A singulaariarvo, niin ¢ on matriisin A” A ominai-

sarvo:
ATAv = AT (ou) = 0 ATu = o?v.

\. J

,—[Lause 5.11 (Singulaariarvohajotelma, SVD)} \

Matriisille A € R™*™ on olemassa hajotelma
A=UxvVT,

missd U on m X m-ulotteinen ortogonaalinen matriisi, V' on n x n-ulotteinen ortogo-
naalinen matriisi ja 2 on m X n-ulotteinen diagonaalimatriisi, joka siséltdd matriisin
A singulaariarvot.

\. J

Muistutus: Matriisi U on ortogonaalinen, jos kiifinteismatriisi on sen transpoosi: U~! = U7,
Tilloin sen sarakevektorit ovat ortonormaaleja. (Huomaa, ettéd reaaliselle matriisille ortogo-
naalisuus ja unitaarisuus ovat sama asia.)

Huom.

e Vain matriisi ¥ on yksikésitteinen (kun singulaariarvot asetetaan diagonaalille suurim-
masta pienimpéén), muita voi 16ytya useita.

e SVD on olemassa myos kompleksisille matriiseille, silloin transpoosin V7 sijaan tarvitaan
adjungaatti V* (kompleksikonjugaatin transpoosi) ja U ja V ovat unitaarisia, eli V=1 =
Vv, Ut =U"
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Kuva 5.1: SVD geometrisesti: A = kierto (U) kertaa venytys () kertaa kierto V7
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5.4 SVD:n laskeminen

Matriisit AAT € R™™ ja ATA € R™™ ovat aina symmetrisiéi, joten niilld on tdysi méiri
ortogonaalisia ominaisvektoreita. Koko SVD:n idea perustuu tdhén. Siten SVD voidaan laskea
seuraavien tietojen perusteella:

(1) Matriisin ¥ diagonaalialkiot o; ovat matriisin A” A ominaisarvojen positiiviset nelidjuuret.

(2) Matriisin V' sarakevektorit v; (eli V7:n rivit) ovat matriisin AT A yksikkopituiset omi-
naisvektorit.

(3) Matriisin U sarakevektorit u; ovat matriisin AAT yksikkopituiset ominaisvektorit. Jos
singulaariarvo o; # 0, niin sarakevektori u; voidaan laskea itse asiassa vektorin v; avulla
kaavalla

u; = Av,/o;.
Jos o; = 0, niin téytyy laskea matriisin AA” ominaisarvoa 0 vastaava yksikkdpituinen
ominaisvektori, ja se tulee olemaan u,.

Kéaydéén tarkkaan ldpi yksi esimerkki, jossa tapahtuu myds tilanne o; = 0 jollain j:

,—[Esimerkki 5.12 (Luentoharj oitus)} .

=56

Etsi matriisin

singulaariarvohajotelma.

Ratkaisu:

10 20
e . T o
(1) Matriisin A*A = (20 10

o1 = V50, oo = 0. Siis

> ominaisarvot ovat 50 ja 0, joten singulaariarvot ovat

SECE)

(2) Matriisin AT A yksikképituiset ominaisvektorit ovat

(D

(4

V=[v vy

ja

Saamme siis

joten

T _ r_ (V5 2/V5
V=il = (G s )
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(3) Koska o1 = v/50 # 0, voimme laskea vektorin u; kaavalla:

o= () - ()

Koska oy = 0, vektoria u, ei saada samalla tavalla, vaan se tiytyy laskea matriisin AAT
yksikkopituisena ominaisvektorina:

5 15

T _

A4 = ( 15 45 )

ja sen ominaisarvoa 0 vastaava yksikkopituinen ominaisvektori on

(0

Saamme siis

i UV VIO
o=t = v v )

Siispi hajotelma on
A = Uxvt
= (v —vm ) (%5 0) (2vs s ).

(Tarkista kertolaskullal!)
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5.5 Matriisin approksimointi SVD:lld ja kohinan pois-
taminen datasta

Alkuperdistd n x n matriisia A voidaan approksimoida sen SVD:n avulla ottamalla k en-
simmaisté saraketta matriisista U, k£ X k osa diagonaalimatriisin > vasemmasta ylakulmasta
ja k ensimméisti rivid matriisista V7T, eli ensimmiisti k:ta singulaariarvoa vastaava osuus.
Singulaariarvot oli valittu suuruusjéarjestykseen, suurimmasta pienimpéin. Nédin saadaan al-
kuperéistd matriisia approksimoiva matriisi, “jonka rangi on k”.

r—[Esimerkki 5.13} N

Edellisen kappaleen esimerkin matriisille saadaan approksimaatio arvolla k& = 1:

(35 )
- (oo v ) (70 5) (5 1v8)

(3Y30 ) (V30) (1/v5 2/v5 )
- ()18

- (%)

Nyt arvon k = 1 approksimaatiomatriisi sattui olemaan sama kuin alkuperéinen.

Téata ajatusta voi soveltaa melun poistamiseen datasta esimerkiksi kuvan pakkaamisessa.

(a) Alkuperdinen kuva, (b) SVD:114 pakattu ku-
210 KB va, 82 KB

Testikuvassa on 512 x 512 pikselié, eli se voidaan esittdd 512 x 512-matriisilla, pikselin véari
antaa arvon ko. alkiolle matriisissa. Télle matriisille voidaan tehd& singulaariarvohajotelma, ja
approksimoida sitten kuvaa ottamalla hajotelmasta k:ta ensimmaéisté singulaariarvoa vastaava
osuus. Huomataan, ettd vahempikin méaara dataa riittda kuvan esittdmiseen tunnistattavasti
ja jopa silmémaéaraisesti riittavan tarkasti.
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(e) k = 100 ‘v (f) k = 200 (g) k =512

Kuva 5.3: Approksimaatiomatriiseja vastaavat kuvat antavat pakatun version alkuperiisesté
kuvasta kun valittujen singulaariarvojen lukuméérd on & = 1,10, 20, 50,100 ja 200. Lopussa
k = 512 on tasmélleen alkuperédinen kuva.

Kun alkuperéisen m x n-matriisin sijaan kaytetain SVD:sté k ensimméista singulaariarvoa,
tarvittavien lukujen mééra on
k+ km + kn,

eli k singulaariarvoa, niistd vastaavat k ensimmaéisté sarakevektoria (pituus m) matriisista U
ja k ensimmiistd rivivektoria (pituus n) matriisista V7.

Neliomatriisille n x n tdmé tarkoittaa, ettd jos valittujen singulaariarvojen lukumééré on

n2

k<
1+ 2n’

niin datan maéra pieneni. Edelld testikuvalle n = 512, joten k& < 255 vahentdd dataméaraa.
Huomattiin siis, ettd SVD:n avulla voidaan poimia datasta olennainen ja péistd turhasta
“kohinasta” eroon, pienentden samalla késiteltdvaa dataméaarad merkittavésti. Modernin data-
analyysin pddkomponenttianalyysi (PCA) hyodyntdd myos tiata samaa ajatusta (kts. https:
//en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis ja osio yhteydestd SVD).
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