Kurssitentti 27.10.2021

Ratkaisut
Tehtava 1l
| a) Lasketaan raja-arvot (3" T ' =3-9"):
[ 2n+ 1
> [limit , n =infinity
9"+ 1
3 (1.0
B 2
> limit 9112—+5n’ n = infinity
3-n+1
3 (1.2)

_Raja-arvot lasketaan supistamalla osoittajan ja nimittdjan johtavat termit. Koska yla- ja alarajoilla
saadaan sama raja-arvo, niin suppiloperiaatteen nojalla jono (bn) suppenee kohti raja-arvoa 3.

| b) Raja-arvo on muotoa "0/0" ja se voidaan laskea kayttamalla L'Hospitalin saantéa yhden kerran:

. ..( sin(Pi-sin(x)) Pi
> [ J—
llmtl‘( o — Pl X 7
0 (1.3)
Tehtava 2
a) Kyseessa on geometrinen sarja, jonka summa voidaan laskea erottamalla osoittajasta kerroin 2’
T S . 2 2 1.
ja nimittajasta kerroin 4- ja kayttamalla yleista summakaavaa, jossa a = — ja g = VR Voi
4
e 1. termi
kayttdé myos suoraan kaavaa =g
B k+3
> sum F, k=0.. infinity
1
— 2.1
o 21)
;b) Suhdetestin mukaan perékkaisten termien suhteen raja-arvo on 1/5 < 1, joten sarja suppenee.
. k(k+1 2 . .
cTassas, =1+2+3+.. +k= % Jjoten 0<s, < ? ja sarja suppenee
majoranttiperiaatteen
|_nojalla. Summan voi itse asiassa laskea osamurtohajotelman avulla, jolloin saadaan teleskooppisarja:
2
> Sum(m, k=1.. inﬁnity)

2 2.2)




Tehtava 3

(> fi=yp-2-p+sin(y)
f=yp2-y+sin(y) (3.1

> )
2 + cos(y) (3.2

[ Timion>2 — 1 =1 > 0 kaikilla y € R, joten f on aidosti kasvava koko reaaliarselilla.

(Jatkuvuuden perusteella) funktio f* saa kaikki reaalilukuarvot, joten silla on k&anteisfunktio g = f 1
| Kaanteisfunktion avulla saadaan siis y = g(x) yksikasitteisella tavalla.

b) Selvasti £(r) =2 m, joten g(2 1) =f (2 ) =n. Kaanteisfunktion derivaattakaavan perusteella
- 1 1 1
'(2n)=(f")(2n) =—— = =
_g( n)=(/")"(2n) ) 2m) 2t eos(n)

=1.

Tehtava 4
> Int(ln(x)z, x=0.1) = int(ln(x)z, x=0.1)
1
ln(x)2 x=2 (4.1)
0
Tehtava s
;a) Differentiaaliyhtalon ratkaisu on
> y:=1¢-10000-exp(-k-t)
i y = ¢+ 10000-¢ * 5.1)
[> k== solve(y(12) =2500)
o = 1“(62) (5.2)

|b) Yhtalo on separoituva ja ratkeaa standardimenetelmalla joko suoraan tai yleisen ratkaisun kautta:

| > restart

> dsolve( {y'(x) =—y(x)2,y(0) =10}, y(x)) 0

U T 3
Tehtava 6
_a) Ratkaisu saadaan yleisen teorian mukaan muodossa "homogeenisen yleinen ratkaisu + yritteen
avulla
| saatu yksittaisratkaisu". Yritteessa kaytetdan muotoa Ax + B.
> DY:=y"(x) —8)'(x) + 12-y(x) =36-x + 24
2
DY = (icz y(x) —8 ::x y(x) +12y(x)=36x+ 24 6.1)
> dsolve(DY)
y(x)=e"* 2+ Cl+3x+4 (6.2)




b) Yleinen ratkaisu on muotoa y(x) = Cx + C,cos(x), jolloin y'(x) = C, - C,sin(x). Alkuehdoista
saadaan

100=y(0) =C,, 200 =y'(0) = C,. Ratkaisu on siis y(x) =200 x + 100 cos(x).

Huom: Tallaiset perusratkaisut ovat alkuarvotehtévien kannalta kaikkein katevimpia. Yleensa

vaaditaan
y,(0)=1,»,'(0)=0jay,(0) =0,y,'(0) =1, eliindeksit ovat toisinpain tahan tehtavaan verrattuna.




