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Viikon tiivistelmä

Tällä viikolla jatketaan tasoaaltojen opiskelua. Erona viime viikkoon on se, että nyt huomioidaan
väliaineen sähkönjohtavuus. Dielektrisen aineen suhteellinen permittivisyys voidaan kirjoittaa
kompleksilukuna 𝜀 = 𝜀𝑟𝜀0 − j Τ𝜎 𝜔, jossa σ on väliaineen (efektiivinen) johtavuus (yksikkö S/m).
Johtavuudella mallinnetaan väliaineen häviöitä. Häviöt aiheutuvat siis eristeen huonosta sähkön
johtavuudesta tai siitä, että eristeen molekyylit värähtelevät sähkökentän vaikutuksesta aiheuttaen
kitkaa. Hyvä esimerkki edellisestä olisi suolainen merivesi radioaaltotaajuuksilla (huono sähkön
johde) ja jälkimmäisestä koaksiaalikaapelin väliaine tai piirilevyn substraatti (molekyylit pyörivät
muuttuvan sähkökentän tahdissa ja se aiheuttaa kitkaa eli resistiivisiä häviöitä). Kompleksinen
permittiivisyys johtaa siihen, että myös etenemiskerroin k on kompleksiluku: 𝑘 = 𝜔 𝜀𝜇 = 𝑘𝑟 − j𝑘𝑖.

Aallon etenemissuuntainen paikkariippuvuus voidaan esittää muodossa 𝑒−j𝑘𝑧 = 𝑒−𝑘𝑖𝑧 𝑒−j𝑘𝑟𝑧, joka on
eksponentiaalisesti vaimeneva aalto. Viikon aikana tutustutaan myös virran ahtautumiseen, joka
tarkoittaa sitä, että vaihtovirta kulkee pääasiassa johteen pinnalla, ja pyörrevirtoihin (virrantiheyden
roottori!), jotka aiheuttavat haitallisia häviöitä esimerkiksi muuntajissa. Pyörrevirtoja puolestaan
hyödynnetään esimerkiksi metallinpaljastimessa, induktioliesissä ja -jarruissa. Tämä viikko esittelee
useita upeita luonnonilmiöitä ja tekniikan sovelluksia!



Tämän viikon oppimistavoitteet ja sisältö
• Opiskelija osaa mallintaa tasoaallot aikaharmonisilla kompleksivektoreilla ja 

ratkaista etenemis-, vaimenemis-, heijastus- ja läpäisytehtäviä erilaisissa 
polarisaatiotilanteissa aikaharmonisten Maxwellin yhtälöiden avulla.

• Opiskelija osaa selittää magneettikentän ja pyörrevirtojen syntymisen.

• Tasoaaltojen (viime viikon) kertausta

• Kompleksinen permittiivisyys

• Tasoaaltoratkaisu häviöllisessä väliaineessa, tunkeutumissyvyys 

• Ampèren laki metallissa

• Pyörrevirrat, diffuusioyhtälö

• Virran ahtautuminen metallissa, tunkeutumissyvyys

Nämä luentokalvot ja luentomuistiinpanot eivät ole suunniteltu itseopiskeluun.
Itseopiskeluun käy parhaiten oppikirjan 2. dynaamiset kentät luvut 2.2 ja 1.3



Tasoaalto vai palloaalto?

Animaatio:
sähkökentän 
voimakkuus (V/m)
yli 50 V/m
alle 5 V/m

Mitä huomioita 
animaatiosta 
voidaan tehdä?

Milloin/missä 
tasoaalto-olettamus 
on voimassa?

ε = ε0

Kaksi
dipoli-
antennia,
jotka 
lähettävät 
radio-
aaltoja 
samassa
vaiheessa



Tasoaalto vai palloaalto?

ε = ε0

Milloin todellista aaltoa (palloaalto!) voidaan 
pitää tasoaaltona?

zz

𝐄 𝑧 = 𝐮𝑥𝐸0𝑒
−j𝑘𝑧

x



a. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑥
𝐸0

𝜂0
𝑒−j𝑘𝑧

b. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑦
𝐸0

𝜂0
𝑒−j𝑘𝑧

c. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑧
𝐸0

𝜂0
𝑒−j𝑘𝑧

d. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑥
𝐸0

𝜂0
𝑒+j𝑘𝑧

e. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑦
𝐸0

𝜂0
𝑒+j𝑘𝑧

f. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑧
𝐸0

𝜂0
𝑒+j𝑘𝑧

Mikä seuraavista vaihtoehdoista on tyhjiössä etenevän tasoaallon, 
jonka sähkökentän voimakkuus on 𝐄 𝑧 = 𝐮𝑥𝐸0𝑒

−j𝑘𝑧, 
magneettikentän voimakkuus? 𝜂0 = Τ𝜇0 𝜀0 on tyhjiön 
aaltoimpedanssi ja 𝑘 = 𝜔 𝜀0𝜇0 on aaltoluku.



a. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑥
𝐸0

𝜂0
𝑒−j𝑘𝑧

b. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑦
𝐸0

𝜂0
𝑒−j𝑘𝑧

c. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑧
𝐸0

𝜂0
𝑒−j𝑘𝑧

d. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑥
𝐸0

𝜂0
𝑒+j𝑘𝑧

e. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑦
𝐸0

𝜂0
𝑒+j𝑘𝑧

f. 𝐇 𝑧 = 𝐮𝑧
𝐸0

𝜂0
𝑒+j𝑘𝑧

Mikä seuraavista vaihtoehdoista on tyhjiössä etenevän tasoaallon, 
jonka sähkökentän voimakkuus on 𝐄 𝑧 = 𝐮𝑥𝐸0𝑒

−j𝑘𝑧, 
magneettikentän voimakkuus? 𝜂0 = Τ𝜇0 𝜀0 on tyhjiön 
aaltoimpedanssi ja 𝑘 = 𝜔 𝜀0𝜇0 on aaltoluku.



a. 𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0𝑒
−j 𝑘𝑧−𝜔𝑡

b. 𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0𝑒
−j 𝑘𝑧+𝜔𝑡

c. 𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0 cos 𝑘𝑧

d. 𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0 sin 𝑘𝑧

e. 𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0 cos 𝜔𝑡 − 𝑘𝑧

f. 𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0 sin 𝜔𝑡 − 𝑘𝑧

Mikä seuraavista vaihtoehdoista on tyhjiössä etenevän 
tasoaallon, jonka aikaharmoninen sähkökentän voimakkuus on 
𝐄 𝑧 = 𝐮𝑥𝐸0𝑒

−j𝑘𝑧, todellinen ajasta riippuva esitysmuoto? 𝐸0 on 
reaalinen vakio (yksikkö V/m)



𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0 cos 𝜔𝑡 − 𝑘𝑧

z (m)

𝐄 𝑧, 𝑡

Ajasta riippuva kenttä



𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮𝑥 𝐸0 cos 𝜔𝑡 − 𝑘𝑧

z (m)

𝐄 𝑧, 𝑡

Ajasta riippuva kenttä



Kompleksinen permittiivisyys

Ampèren laki: ∇ × 𝐇 = 𝐉 + j𝜔𝜀𝐄



z-akselin suuntaan kulkeva tasoaaltoratkaisu

𝐄 𝑧 = 𝐮𝐸0𝑒
−j𝑘𝑧 𝑘 = 𝜔 𝜀𝜇 𝜀 = 𝜀0 𝜀𝑟 − j

𝜎

𝜀0𝜔



= envelope of the voltage

z

z-akselin suuntaan kulkeva tasoaaltoratkaisu

𝑘 = 𝜔 𝜀0 𝜀𝑟 − j Τ𝜎 𝜀0𝜔 𝜇0

= kompleksinen etenemiskerroin (1/m)

= 𝑘𝑟 ± j 𝑘𝑖 (kr ja ki reaalisia)

𝐄 𝑧 = 𝐮𝐸0𝑒
−j𝑘𝑧 = 𝐮𝐸0 𝑒

±𝑘𝑖𝑧 𝑒−j𝑘𝑟𝑧

𝐄 𝑧, 𝑡 = ℛℯ 𝐄 𝑧 𝑒j𝜔𝑡

tasoaallon etenemissuunta +z →



häviötön väliaine 
kr = 2  

1

m
; ki = 0

𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮 𝐸0 𝑒
−𝑘𝑖𝑧

∗ cos 𝜔𝑡 − 𝑘𝑟𝑧

häviöllinen väliaine 

kr = 2 
1

m
; ki = 0,15 

1

m

z

z

𝐄 𝑧, 𝑡

𝐄 𝑧, 𝑡



Esimerkki: Tarkastellaan radioaaltojen etenemistä merivedessä. Aihe on 
kiinnostava esimerkiksi sukellusveneiden merenalaisten yhteyksien takia. 
Meriveden sähköiset parametrit ovat radiotaajuuksilla suhteellinen 
(reaalinen) permittiivisyys εr = 81 ja sähköjohtavuus σ = 4,0 S/m. Laske 
kompleksinen permittiivisyys taajuuksilla a) f = 10 kHz ja b) f = 1,0 GHz.



Esimerkki: Tarkastellaan radioaaltojen etenemistä merivedessä. Aihe on 
kiinnostava esimerkiksi sukellusveneiden merenalaisten yhteyksien takia. 
Meriveden sähköiset parametrit ovat radiotaajuuksilla suhteellinen 
(reaalinen) permittiivisyys εr = 81 ja sähköjohtavuus σ = 4,0 S/m. Laske 
kompleksinen aaltoluku taajuuksilla a) f = 10 kHz ja b) f = 1,0 GHz.



häviöllinen väliaine
εr = 2 ja σ = 0,10 S/m

ilma
εr = 1

Pystysuora lyhyt 
dipoliantenni
puoliksi ilmassa, 
puoliksi 
häviöllisessä 
väliaineessa

rajapinta



Pystysuora lyhyt 
dipoliantenni
häviöllisessä 
väliaineessa, 
yläreuna yhden 
antenninmitan 
rajapinnasta

rajapinta

häviöllinen väliaine
εr = 2 ja σ = 0,10 S/m

ilma
εr = 1

väriskaala 
säilyy 
samana!



Pystysuora lyhyt 
dipoliantenni
häviöllisessä 
väliaineessa, 
yläreuna kuuden 
antenninmitan 
päässä 
rajapinnasta

ilma
εr = 1

häviöllinen väliaine
εr = 2 ja σ = 0,10 S/m

väriskaala 
säilyy 
samana!

rajapinta



Tunkeutumissyvyys, δ

𝐄 𝑧 = 𝐮𝐸0𝑒
−j𝑘𝑧 = 𝐮𝐸0 𝑒

−𝑘𝑖𝑧 𝑒−j𝑘𝑟𝑧

Kun aalto etenee häviöllisessä väliaineessa tunkeutumissyvyyden 

𝛿 = 1/𝑘𝑖 matkan, on sähkökentän voimakkuus on enää ___________ 

alkuperäisestä kentänvoimakkuudesta 𝐸0. 

Eli kenttä on pienentynyt ___________ . 



𝛿 =
1

𝑘𝑖
= 10 m

𝑘𝑖 = 0,10
1

m

𝑘𝑖 = 0,50
1

m

𝛿 =
1

𝑘𝑖
= 2m

𝐄 𝑧, 𝑡 = 𝐮 𝐸0 𝑒
−𝑘𝑖𝑧 cos 𝜔𝑡 − 𝑘𝑟𝑧

z

z

Animateሾ
ሿ

Plotሾ
ሿ

Exp −ki ∗ 𝑧 ∗ Cos kr ∗ 𝑧 − 𝑡 , 𝑧, 0,10 , PlotRange
→ 1 , 𝑡, 0,10 , kr, 1,5 , ki, 0,2 , AnimationRunning −> False

Testaa kotona Mathematicalla:



Tasoaallon aaltoluku eräässä häviöllisessä 
väliaineessa on 𝑘 = 26 − j 10 Τ1 m. Kuinka 
paljon (dB) aalto vaimenee yhden metrin 
matkalla?

a. 0,43 dB

b. 4,3 dB

c. 8,6 dB

d. 43 dB

e. 86 dB

f. En osaa vastata

𝐄 𝑧 = 𝐮𝐸0 𝑒
−j𝑘𝑟𝑧𝑒−𝑘𝑖𝑧

log10 𝑒 = 0,43



Esimerkki: Tarkastellaan ruokaa mikroaaltouunissa. Mikä on 
tunkeutumissyvyys (m), kun ruoka on pääosin vettä, jonka sähköiset 
parametrit ovat suhteellinen (reaalinen) permittiivisyys εr = 81 ja 
sähköjohtavuus σ = 4 S/m. Mikroaaltouunin käyttämä taajuus on f = 2,4 GHz. 



Sähkövirta kulkee suoran ympyrälieriön muotoisessa 
johtimessa lieriön akselin suuntaisesti. Käsityksesi mukaan, 
missä osassa ympyränmuotoista poikkileikkausta on suurin 
sähkövirrantiheys J (A/m2)? 

a. Virrantiheys on tasainen koko 
poikkileikkauksessa

b. Pääosin johtimen keskellä 
(akselilla)

c. Pääosin johtimen ulkoreunassa 
(johtimen pinnalla)

d. Virrantiheyden jakauma 
poikkileikkauksessa riippuu 
taajuudesta

e. En osaa vastata

virrantiheys J katsojasta 
kohtisuoraan poispäin

poikkileikkaus 



Pyörrevirrat 
virrantiheys J ylöspäin

metallia, jossa 
”suuri” johtavuus

sä
h

k
ö

v
ir

ra
n

 
su

u
n

ta
 →



Ampèren laki metallissa

∇ × 𝐇 = 𝐉 + j𝜔𝜀𝐄 = 𝜎𝐄 + j𝜔𝜀𝑟𝜀0𝐄 = 𝜎 + j𝜔𝜀𝑟𝜀0 𝐄

taajuus
EM spektrin 

osa
𝝎𝜺𝒓𝜺𝟎

onko 
𝝎𝜺𝒓𝜺𝟎 ≪ 𝝈

Ampèren 
laki

50 Hz

1,0 GHz

10 GHz

100 GHz



Diffuusioyhtälö



Diffuusioyhtälö karteesisessa koordinaatistossa

∇2𝐉 𝑧 − j𝜔𝜇𝜎 𝐉 𝑧 = 0
𝐉 𝑧 = 0 = 𝐽0 𝐮x

𝐉 𝑧 = 𝐽 𝑧 𝐮x





Diffuusioyhtälö karteesisessa koordinaatistossa

∇2𝐉 𝑧 − j𝜔𝜇𝜎 𝐉 𝑧 = 0
𝐉 𝑧 = 0 = 𝐽0 𝐮x

𝐉 𝑧 = 𝐽 𝑧 𝐮x
𝐉 𝑧 = 𝐽 𝑧 𝐮x = 𝐽0 𝑒

− j𝜔𝜇𝜎 𝑧 𝐮x



Diffuusioyhtälö karteesisessa koordinaatistossa

∇2𝐉 𝑧 − j𝜔𝜇𝜎 𝐉 𝑧 = 0
𝐉 𝑧 = 0 = 𝐽0 𝐮x

𝐉 𝑧 = 𝐽 𝑧 𝐮x
𝐉 𝑧 = 𝐽 𝑧 𝐮x = 𝐽0 𝑒

− j𝜔𝜇𝜎 𝑧 𝐮x



Tunkeutumissyvyys ja virran ahtautuminen

z
𝐉 𝑧, 𝑡 = 𝐮x 𝐽0𝑒

−
𝑧
𝛿 cos 𝜔𝑡 −

𝑧

𝛿𝐽0−𝐽0

𝛿 =
2

𝜔𝜇𝜎

virrantiheyden amplitudi (|J|/J0)



Tunkeutumissyvyys ja virran ahtautuminen
Sähkövirta kulkee suoran ympyrälieriön 
muotoisessa johtimessa lieriön akselin 
suuntaisesti. Käsityksesi mukaan, missä 
osassa ympyränmuotoista poikkileikkausta 
on suurin sähkövirrantiheys J (A/m2)? 

a. Tasaisesti koko 
poikkileikkauksessa

b. Pääosin johtimen 
keskellä (akselilla)

c. Pääosin johtimen 
ulkoreunassa 
(johtimen pinnalla)

d. Riippuu taajuudesta

𝛿 =
2

𝜔𝜇𝜎


