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Gaussin laki (YF 22) Oppimistavoitteet

Tavoitteena on oppia

> miten maaritetdan pinnan sisalla olevan sadhkdvarauksen méara tutkimalla sahkdkenttéda
pinnalla

> mitd sdhkdvuo tarkoittaa ja miten vuo lasketaan

» miten Gaussin laki yhdistaa suljetun pinnan I&pi tulevan séhkévuon ja pinnan sisdén jaavan
varausmaaran

> miten Gaussin lakia kaytetd&n symmetrisen varausjakautuman sahkékentan laskemiseen

> missa varatun johteen sdhkdvaraus majailee
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Sahkovarauksen maarittamisesta

Aiemmin laskettiin sdhkdkentté tunnetusta varausjakaumasta, esim. pistevarauksen g
sahkokentta

1 q .
4d1reg v

E‘:

Enta toisin pain: Miten otetaan selville varaus, jos sahkékentta tunnetaan? (Ja voisiko taidosta olla

hy6tya?)
\ T / E \ T - f do
~ el N/ '\\/7
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Aalto-yliopisto ELEC-A4130 / Wallén
A Sahkétekniikan 9. maaliskuuta 2022

korkeakoulu 4(37)



Sahkovuo ja pinnan sisaan suljettu varaus

> Ympardidaan tuntematon varaus kuvitteellisella ‘\ f
pinnalla kokonaan ~

> Kuvitteellinen pinta ei vaikuta kenttaan K Q L

> Jos kenttavektorit osoittavat pinnalla poispain, -~ —
sanomme, ettd sahkovuo pinnan |4pi on positiivinen \ ,
(kuin neste virtaisi tilavuudesta pois); jos N N\
kenttavektorit osoittavat pinnalla sisaanpain, / o \
sahkdvuo on negatiivinen (sisaanvirtaus)

> Jos tilavuudessa ei ole nettovarausta, séhkdévuo on nolla

> Jos lahteet ovat pinnan ulkopuolella, sdhkévuo pinnan 1api on nolla

> Sahkdvuo on verrannollinen pinnan sisalla olevaan nettovaraukseen — pinnan koko ei vaikuta
(kunhan varausmaara pysyy samana)
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Nettosahkovuo

Useamman varauksen yhteiskentta tai -vuo lasketaan superpositiolla (huom.: tdssa nuolien
maara on tarked; suunnat ja pituudet ovat viitteelliset)

... |— Kentan vuo ulospain

s \
_|_
\ /
\ o o

“7 Kentan vuo sisaanpain



Nettosahkovuo jatkoa

/ \

/ \

\ / \

l | 1 1
\ / \ /
\ /

\ 7/

N s N s
~ - ~ -

Ei varausta sisalla Nettovaraus nolla

» Nettovaraus nolla = nettovuo nolla
» Nettovuo suoraan verrannollinen tilavuudessa olevaan nettovaraukseen
» Tilavuus ei vaikuta



Gaussin laki (YF 22) Sahkovuon laskeminen

Nestevirtausanalogia

Tilavuusvirta (engl. volume flow rate) pinnan A lapi

A
v Tilavuusvirta dv =vVA
dt
pinta-alavektori A = Afi
n dv R
. Tilavuusvirta — = v Acos¢p =v - A
v dt —_—

=A,
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Gaussin laki (YF 22) Sahkovuon laskeminen

Sahkoékentan vuo pinnan lapi

> Rinnastetaan sahkokentan vuo ja nestevirtausanalogian tilavuusvirta
> Tasaisen sdhkokentén E vuo suunnatun pinnan (engl. vector area) A = A# Ipi on
dr=E-A=E- An,

missa 71 on pinnan normaalivektori ja A on laakean pinnan pinta-ala
> Vuo on verrannollinen pinnan I&pi kulkevien kenttaviivojen maaraan
> Jos sahkokenttd ei ole vakio, kokonaisvuo saadaan integroimalla
> Vuo pienen pinta-alkion dA = 7idA lapi on d®r = E - dA, joten sdhkokentin vuo

ﬁu E
@E:JE-dA k
N

> "Sahkodkentan vuo jaettuna pinnan alalla on yhté suuri kuin
) . : . . . " dA
sahkdkentan normaalikomponentin keskiarvo pinnalla
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Esimerkki

Laske sahkbkentan vuo oheisen a-sivuisen kuution sivun A
1api kuutiosta ulospain, kun séhkdkentta on

—1+E

Y- X A
aJ'

Ratkaisu

a a
N N _ 2
c1>E=J E-dA=J{<+EOa x)dxdz=EOa
A 20 a

(Liséselitys taululla.)
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Gaussin laki (YF 22) Sahkovuon laskeminen

Esimerkki

Laske s&hkdkentan vuo pistevarausta g = 3.0 uC ympéardéivalla 0.20 m -sateiselld pallopinnalla.

di Nyt E 1t dA, joten E - dA = E dA.
Kenttd on pallopinnalla vakio
1 a

N
= — = 0. 52
dreg 12 6.75 x 10 C’

joten

c1>E=JE-dA:EA

=6.75 % 10° g X 4717 X (0.20m)?
E ,
Nm? Nm?
~ 5 _
~3.4x10 c ( c Vm>

(Vaikuttiko pallon sade lopputulokseen?)
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Gaussin laki (YF 22) Gaussin laki

Pistevaraus pallopinnan sisélla

> Edellisten paatelmien perusteella muotoiltu Gaussin laki sanoo, ettd sahkdvuo suljetun
pinnan lapi on verrannollinen pinnan sisalld olevaan nettovaraukseen — tdsmennetéan
verrannollisuus tarkastelemalla kuvitteellista R-séateista pallopintaa

> Pistevarauksen g kentta etéisyydella R on

_ 1 a
~ 41reg R?

» Nyt E 11 dA ja E = vakio pallopinnalla, joten kokonaisvuo

- - 1 q > q
= |E-dA=EA=——_-(4mR%) = -
®p J dA = EA = o5 ( )= o

> Vuo on riippumaton pallon R > 0 sateestd, minka voi paatelld myds tutkimalla erisateisten
samankeskisten pallopintojen 1api kulkevien kenttéviivojen méaaraa
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Gaussin laki (YF 22) Gaussin laki

Gaussin lain yleinen muoto

> Edellista ajatusta voi jatkaa tilanteeseen, jossa varaus ja kuvitteellinen pallo on suljettu
kokonaan mielivaltaisen muotoisen pinnan sisélle: vuo on yha g/ &g (koska jokaisen
pintapalan voi projisioida pallolle)

> Kuvitteellinen suljettu tarkastelupinta on nimeltddn Gaussin pinta

» Jos Gaussin pinnan A sisélla on useita varauksia,

Qend =q1+q2 +4q3 + ...

ja varausten synnyttdmat sdhkdkentat summataan (encl = engl. enclosed, "pinnan siséalla
oleva”)
> Saadaan integraalimuotoinen Gaussin laki

Qencl

<I>E=j;E-dA= £

Sahkokentén kokonaisvuo suljetun pinnan lapi on pinnan siséllé oleva nettovaraus
jaettuna ¢ :lla.
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Esimerkki

Sahkokentén vuo suljettujen pintojen A, B, C ja D lapi

> Pinta A siséltad varauksen —q: - C-
Fy— A- /-B . D, .
€0 AN I’ \ \
\ \ \
I
> Pinta B siséltda varauksen +q: @ ;o ,' j
// \\ / //
+ S a- DN NN
¢E = 7q \\ 7
EO So ///

> Pinta C sisaltaa varaukset +q ja —g:

+ J—
op= 1749 _¢
€o
(Miten tdma suhteutuu dipolin sédhkdkenttdan? Dipolin séhkdkenttdhan on nollasta
poikkeava?)

> Pinta D ei sisalla varauksia: ¢ = 0/&9 = 0 (miksi varauspari ei vaikuta?)



Gaussin laki (YF 22) Gaussin lain sovelluksia

Varatut johteet

> Gaussin laki patee mille tahansa varausjakaumalle ja mille tahansa suljetulle pinnalle
> Lakia kayttaen voidaan maarittda joko varausjakauma tai sahkodkentta
> Varatussa johteessa ylimaaravaraus (vapaa varaus) jakaantuu pelkastaan kappaleen
pinnalle, paattely:
> Sahkdstaattisessa tilanteessa varaukset eivat statiikan maaritelman mukaisesti
liku = Fvaraukset 0 = johteen sisalla ei ole kenttéda (E 0)
> Kappaleen sisdlla olevalle mille tahansa Gaussin pinnalle (katkoviiva) patee

¢E=§E-dﬁz%=0, koska E = 0
0

> Siten Qena = 0 ja varaus voi olla vain johdekappaleen pinnoilla

Séhkotekniikan 9. maaliskuuta 2022
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Gaussin lain kayttaminen

Esimerkki: varatun johdepallon kentta

Gaussin lakia voi kdyttda sahkokentan madéritidmiseen, jos probleema on niin symmet-
rinen, ettd voidaan helposti valita Gaussin pinta, jolla séhkékentta on vakiosuuruinen
ja kohtisuorassa pintaa vastaan niilld pinnan osilla, joilla séhkdkentdn vuo ei havia.

<

>

Johdepallolle annettu varaus (q) asettuu pallon pinnalle, ja
pallon sisasahkdkentta on nolla

Symmetrian vuoksi varaus on jakautunut tasaisesti ja kenttéd on
poispdin pallon keskipisteesta (radiaalisuuntainen) seka
vakiosuuruinen r-séteisella pallopinnalla

Jos Gaussin pinta on pallo » > R,

bp=Ex@mr)=1 — p- 1T
&o 41TE0T

Johteen pinnalla v = R ja E(R) = q/(41m&oR?)
Johteen sisélla ¥ < RjaE = 0 (Qenc = 0)



Gaussin laki (YF 22) Gaussin lain sovelluksia

Varatun johdepallon kentta

Gaussin pintojen osia, ¥ = R, 2R, 3R

E(R)/4
E(R)/9

1R 2R 3R r
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Gaussin laki (YF 22) Gaussin lain sovelluksia

Tasovarauksen sahkokentta

Pintavaraustiheys o tasossaz =0 = E=zxk E(z) =7

’ o Valitaan Gaussin pinnaksi sylinteri sateella a ja
h/2] . korkeudella h.
N7 Gaussin pinnan sisapuolella Qenc = Ta2o.

Séhkdkentéan vuo Gaussin pinnan 18pi on
fE-ai-| Eedd+| E-di+| E-dd
s

kansi pohja sivu

= E(h/2) Ta® + E(-h/2)ma® + 0 = 2ma’E

+Zk z>0
:i N E:{ 2¢&
280

~

k z<0

" 2&

Huom: A&retdn taso ja tasainen pintavaraustiheys, [0"] = C/m?.
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Viivavarauksen sahkokentta

Aéarettdman pitka tasainen viivavaraus, jonka varaus pituusyksikkda kohti on A

Sahkdkentta on symmetrian takia radiaalisuuntainen E=E@)?.
Valitaan Gaussin pinnaksi sylinteri sateelld 7 ja korkeudella L.
Gaussin pinnan sisapuolella Qepcp = AL.

Séhkdkentan vuo Gaussin pinnan 18pi on

1
1
1
L}
L}
L}
4
1

{E.d,a:j E.dmj E-di+ | E-da
S kansi

pohja sivu

=0+0+E(r)Agu=E)2nrL

- 1 R
E =
7 2TTE ¥

N>
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Peruslahteiden kenttia

Gaussin lain avulla johdettavia lausekkeita

: qa = 1 qg.

Pistevaraus * = 2
41TEQ ¥V
Ea . A B 1 é?
Adretdn viivavaraus T 2meo v
) - [N
Adareton tasovaraus o E = 2en
0

R-séateinen varauspallo
(varauspilvi: tasainen va- E= 4; 32 7,r >R
raustiheys 3Q /(4TTR3); O ., 180 Qr
eEI j_orgi)epallo [sen sisalla E=tmegrh =R

Huomaa: Mitta » on etdisyys varauksesta (nun kuin etaisyys pisteesta tai viivasta tai tasosta méaaritellaan).
Tasovarauksen kentan voisi kirjoittaa myds E= % Yor 7 = n. Normaalivektori 71 osoittaa varaustasosta
poispéin molemmilla puolilla tasoa.



Kahden varatun levyn valinen kentta

> Kaksi varattua levya
> Pintavaraustiheydet 0 ja —0
> Varaukset vetavat toisiaan puoleensa

Y~ . > Varaus ja kentta keskittynyt levyjen

+

+

— | \ g

T

4 N ]

sisépuolelle

_— >

_—

B — e




Kahden varatun levyn valinen kentta

S1

5

Sa

S3

> |deaalitapauksessa levyt jatkuvat
aarettdmyyteen

~ SijaSypE= T
€0
— S2jaS3:E=0
> Toisaalta varatulle levylle

- - o
Eil = |E2| = o—
|E1] = |E>] 20

> Superpositioperiaate:

levyjen vélissa, 0 muualla



Esimerkki

Kaksi varauspalloa

Kaksi tasaisesti varattua palloa (+Q, sade R). Laske kentédnvoimakkuus x-akselilla kohdissa a)
x=0,b)x =R/2¢c)x =Rjad)x =3R

yu r T r ]- Q ~
E,=0E,=E=
2 Ev=0.Fo 4o (2R)2"
+Q = b) By = = 2 E - L2y
> o o O—p- 41reg 3 41T8) 3R 2
O[R/2 'R 3R X 2
iotenE =E, + E, = 17Q?
J TV T 411y 18R2
L Q.. - 20.
E, =E, = = E= s
©) Ev=Eo= o gebloenE= et
.. 1 Q.. 1.Q, . 1 8Q.
d) Ev+Eo= o BRt  dmeg k2P T T drreg 0RZ



Gaussin laki (YF 22) Varatut johdekappaleet

Ontelo johteessa

Nettovarattu johde: johteen sisélla sahkdkentta on nolla ja
varaukset ovat johteen pinnalla

++.,~$

O

++++++**

Nettovaratussa johteessa tyhja ontelo: Gaussin lain mu-
kaisesti ontelon pinnalla ei ole varausta (Qenct = 0, koska
E=0)

—\—+“""++.,~

$++++++*

Nettovaraukseton johde ja ontelossa varaus +¢q: kokonais-
varaus Gaussin pinnan sisalla on nolla (koska E = 0) =
ontelon pinnalla on kokonaisvaraus —¢q ja johteen ulkopin-
nalla kokonaisvaraus +gq

Sahkotekniikan 9. maaliskuuta 2022
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Faradayn hakki

> Johtava laatikko tasaisessa séahkdkentassa

> Kentta vetaa elektroneja vasemmalle
= oikealle syntyy positiivinen pintavaraus

> Tasapainossa varauskertymien véalinen sahkdkenttd kumoaa ulkoisen kentan taysin hakin
sisalla (jotta varauksiin kohdistuva voima on nolla)

> Koaksiaalikaapeli, elektroniikkalaitteiden kuoret, auton kori

>

'\_ >
H

— H—>

4 E=0 p,

—1 >

»

» Huomaa:
> Kuvassa virhe — kenttaviivojen pitéisi osua kohtisuorasti reunoihin
> Jotta laatikon sisdlla mahdollisesti oleva varaus saataisiin piilotetuksi ulkomaailmalta, laatikko
pitaisi maadoittaa (miksi?)



Gaussin laki (YF 22) Varatut johdekappaleet

Kentta johteen pinnalla / Johteen reunaehto

> Johteen pinnalla on pintavaraustiheys o

> Mika on johteen pinnalla olevan paikallisen sahkokentan E ja vastaavan paikallisen
pintavaraustiheyden o yhteys?

> Gaussin pinta = pieni sylinteri ("tonnikalapurkki”), joka on osittain johteen sisalla ja jonka
pohja on pinnan suuntainen; pohjan pinta-ala A

> Johteen pinnalla séhkdkentta on kohtisuorassa pintaa vastaan (tasapainotilanne)

» Vuo pinnan A |api: & = E-A=E,A (Miksi vuo sylinterin kylkien 1&pi on nolla? Miksi vuo johteen sisélla
olevan Gaussin pinnan osan lapi on nolla?)

» Gaussin pinnan sisélla varaus on Qepcl = A
> Gaussin laki:

A
FAa=22 o | -9
E) &0

= mielivaltaisen johdepinnan paikallinen sdhkékentta
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Gaussin laki (YF 22) Yhteenveto

Yhteenveto luvusta 22

Keskeisia kasitteita Téarkeita kaavoja
> Sahkoékentan vuo (tai sahkévuo) ¢f Sahkokentén vuo
> Pinnan sisélla oleva nettovaraus Qencl o = JE- CdA = JEJ_ dA
> Johteessa nettovaraus = pintavaraus
Gaussin laki
> Faradayn hakki
> Johteen reunaehto (E" kohtisuorassa JE .dA = Qend
johteen pintaa vastaan) Y
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