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Kasitelladan reaaliakselin osajoukoissa maariteltyja funktioita f: A — R.
Useimmiten funktion maarittelyjoukko My = A on jokin vali.

@ Avoin vali: ]a, b[ tai ]a, oo tai | — oo, b[ tai | — 0o, co[=R. Avoimia
valeja merkitdaan joskus myos kaarisulkujen avulla.

o Suljettu vali: [a, b].

e Puoliavoimet valit: muotoa [a, b tai ]a, b].

@ Merkintdja yksinkertaistava sopimus: [a, b] tarkoittaa aina suljettua

valia, jonka paatepisteet ovat a, b € R riippumatta siitd, mika on
lukujen a ja b suuruusjarjestys. Samoin muiden valien kohdalla.
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Jatkuvuus |

Epamuodollisesti sanottuna funktio f on jatkuva pisteessa a mikali
f(a+ h) = f(a) kun hairio h ~ 0.

Matemaattisemmin:

Maaritelma

Olkoon A C R ja f: A — R funktio. Funktio f on jatkuva pisteessa
a € A, kun patee:

Jokaista € > 0 vastaa sellainen § > 0, etta

|f(x) —f(a)| < e aina, kun x € A ja |x—a| <.

Maaritelman idea: Kun e pienenee, niin § = §. pienenee (jos jatkuvuus
voimassa).

Muista: Jos a, b € R, niin lauseke |a — b| on pisteiden (= lukujen) a ja b
valinen etaisyys.
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Jatkuvuus I

J @)

fla)+€

f(a) L////

fla)—¢€
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Jatkuvuus I

@ Usein funktion maarittelyjoukko A on jokin vali. Talloin jatkuvuutta
voidaan tutkia maaritelman avulla myos valiin kuuluvassa
paatepisteessa; ehto x € A on olennainen.

@ Jos f on jatkuva jokaisessa maarittelyjoukkonsa pisteessa, niin se on
jatkuva joukossa A (tai lyhyesti: jatkuva).

@ Funktion jatkuvuus voidaan maaritella yhtapitavasti myos jonojen

avulla.
Funktio f: A — R on jatkuva pisteessa a € A, tasmalleen silloin, kun

patee:
Jos jonolle (a,) on voimassa a, € A kaikilla n ja lim,_,o a, = a, niin
silloin limp_o f(an) = f(a).
@ Jonojen avulla kirjoitettuna jatkuvuus tarkoittaa siis yhtaloa
lim f(ap) = f( lim a,,).

n—o0 n—o00
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Jatkuvuus IV

Jatkuvia funktioita ovat esimerkiksi
@ polynomit: P(x) = ¢c,x" + cpo1x" L+ 4 cx + co;
e rationaalifunktiot: R(x) = P(x)/Q(x), kun P ja Q ovat polynomeja;
o juurifunktiot: f(x) = xP/9, kun x > 0;
@ trigonometriset funktiot sin, cos, tan ja cot;
@ jatkuvien funktioiden summat, tulot ja osamaarat (maarittelyjoukko!);
@ jatkuvien funktioiden yhdistetyt funktiot.

Perustelut suoraviivaisia, kun jatkuvuutta tutkitaan edellisen sivun
jono-version avulla: tulokset palautuvat jonojen raja-arvojen
ominaisuuksiin.

Onko funktio f(x) = 1/x jatkuva?

Pekka Alestalo, Jarmo Malinen (Aalto-yliopisMS-A010{2,3,4,5} (SCI, ELEC*, ENG*) Dif October 20, 2021



Jatkuvuus V

Sinin ja kosinin jatkuvuus geometrisesti yksikkdympyran avulla.

(cos y, siny)
Ny —x
| (cos x,sin x)

sin y —sin x
<y—x

—
COSX—COSY< y—X
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Olkoon f: A — R. Funktiolla f on pisteessa ag € A

e maksimi eli suurin arvo, jos f(a) < f(ap) kaikilla a € A. Merkitaan

max{f(x) | x € A} tai max f(x).
Xxe

@ minimi eli pienin arvo pisteessd a; € A, jos f(a) > f(a1) kaikilla
a € A. Merkitaan

min{f(x) | x € A} tai )TPEI;I f(x).

Muuttujan arvot ag ja a; ovat funktion f aariarvokohtia. Funktion arvot
f(ao) ja f(a1) ovat funktion aariarvot.
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Tarkeimmat perustulokset

Nama kolme intuitiivista faktaa on aina osattava:

@ Suljetulla valilla I maaritellylla jatkuvalla funktiolla on maksimi ja
minimi joissakin valin pisteissa.

@ Jatkuvien funktioiden valiarvolause: Suljetulla valilla | maaritelty
jatkuva funktio saa kaikki arvot, jotka ovat sen minimin ja maksimin
valissa. Toisin sanoen: Funktion arvojoukko f[/] = {f(x) | x € I} on
myos suljettu vali.

@ Bolzanon merkinvaihtolause: Jos f: [a, b] — R on jatkuva ja
f(a)f(b) < 0, niin funktiolla f on nollakohta avoimella valilla ]a, b[.

Matemaattiset todistukset ohitetaan. Ne perustuvat olennaisesti
reaalilukujen taydellisyysaksioomaan.

Miksi reaalilukujen taydellisyys on tarkeaa?
Ajattele funktiota sin : Q — [—1, 1] valiarvolauseen kannalta.
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Funktion raja-arvo

@ Jos ACRjaf: A— R, niin f:n kdyttaytymista pisteen xg € R
lahelld voidaan tutkia myds funktion arvosta f(xg) valittamatts; ei
edes tarvitse olla xg € A. Talloin on kyseessa funktion f raja-arvo
pisteessa xg.

o Nyt raja-arvo maaritellaan vain pisteissa xp € R, joille jokainen vali
[x0 — &, x0 + J] sisaltaa aarettoman monta joukon A pistetta, vaikka
6 > 0 olisi kuinka pieni tahansa. Tama on yhtapitdvaa sen kanssa,
ettd jokainen vali [xo — d, xo + 0] sisaltaad ainakin yhden pisteen a € A,
a 75 X0-

o Tillaisia pisteita xg kutsutaan maarittelyjoukon A kasautumispisteiksi,
joiden ei tarvitse olla itse joukon A pisteita.

Jatkossa oletetaan, etta xp on kasautumispiste, esimerkiksi avoimen valin
paatepiste.
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Funktion raja-arvo |

Maaritelma

Funktiolla f: A — R on raja-arvo L joukon A kasautumispisteessa
X0 € R, jos patee: Jokaista € > 0 vastaa sellainen 6 > 0, etta

|f(x) — L| <& aina, kunx € A ja 0< |x—xp| <.

Talloin merkitaan
lim f(x) = L.

X—>X0

Huomaa: Ehdon 0 < |x — xp| ainoa tarkoitus on rajata mahdollinen
funktion oma arvo f(xp) pois kasittelysta; ts. ehtoa tutkitaan vain
tapauksessa x # xg.

Tama on tarkedd, koska halutaan sallia tilanne jossa L # f(xp).
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Funktion raja-arvo Il

Idea: Mita pienempi € > 0 on annettu, sitd pienempi § > 0 taytyy valita;
onnistuu aina, jos raja-arvo on olemassa.

Jf(x)
L+¢€
L AN
L-¢
X,—8 )‘CO X,+8 X
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Toispuoleiset raja-arvot

Vastaavalla tavalla saadaan myos toispuoleiset raja-arvot

lim f ja  lim f

Jim f(x) ja lim_f(x),

kun epayhtdld 0 < |x — xg| < 0 korvataan epayhtaldllda 0 < x — xp < 0 tai
0 < xp — x < §. Nama voidaan tulkita myos tavallisen raja-arvon
erikoistapauksina, kun funktion maarittelyjoukoksi muutetaan AN ]xg, oo
tai AN | — o0, xol.

Lause

Jos funktio f on miaritelty joukossa [xo — 0, xp + 8] \ {xo}, niin raja-arvo

lim f(x) =L

X—X0

on olemassa tasmalleen silloin, kun

lim f(x)= lim f(x)=L.

X—X0+ X—>X0—
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Laskusaantoja

Lause

Jos
XI|_>n;|<O f(x)=a ja XI|_>n;|<O g(x) = b,
niin
.
XILQ(O(f(X) + g(x)) = a+b, x“j;o f(x)g(x) = ab, XILr?(O ﬁ = %;
viimeisen kohdalla oletetaan b # 0 (jolloin g(x) # 0 pisteen xo "lahella”).

v

Vastaavat tulokset ovat voimassa myos toispuoleisille raja-arvoille.
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Funktion raja-arvon suppiloperiaate |

Lause

Jos
lim f(x) = XI|_>n2(0 g(x)=1L

X—r X0

Ja f(x) < h(x) < g(x) kaikilla 0 < |x — x| < §, niin

lim h(x) = L.

X—Xp

Tamakin tulos on voimassa myos toispuoleisille raja-arvoille.
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Funktion raja-arvon suppiloperiaate Il

Osoita, etta

. sinx
lim — = 1.
x—=0 X

Ratkaisu: Geometrinen tarkastelu yksikkdympyran avulla (seuraava sivu)
johtaa epayhtaloon

. sin x
sinx < x < tanx =

cos x’
kun 0 < x < /2, joten

cosx < X 1 Laikilla 0 < x < 7/2.
X

Koska cos x ja lauseke (sin x)/x ovat parillisia, niin sama epayhtald on

voimassa kaikilla 0 < |x| < 7/2. Koska cosx — cos0 = 1, kun x — 0, niin
vaite seuraa suppiloperiaatteesta.
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Funktion raja-arvon suppiloperiaate Il|

}tan X

sinx, X

sin x < x < tan x

Huom: Vertaa pinta-aloja, ala kaarenpituuksia!
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Jatkuvuus ja raja-arvo

Jos funktion f maarittelyjoukko My on vali, niin funktion f jatkuvuus
pisteessa xp € My on yhtapitavaa sen kanssa, etta

lim f(x) = f(xo)-

X—rX0
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Funktion jatkaminen

Jos f: A — R on jatkuva, xg & A on joukon A kasautumispiste ja
lim, 5, f(x) = L, niin voidaan maaritelld uusi funktio : A — R,
A= AU {x0}, asettamalla

Fo) = {f(x), kun x € A,

L, kun x = xp.

T3lloin f on jatkuva. Usein merkitidan hiukan epatiasmaillisesti f = f

Funktio

on jatkuva koko reaaliakselilla.
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Raja-arvon yleistykset

Myos seuraavat kasitteet voidaan maaritella tasmallisesti:

lim f(x) =400, lim f(x)=1L, lim f(x)= 400, jne.

X—X0 x—+o0 x—+oo
Esimerkiksi

lim f(x) = oo,

X—rX0
jos patee: Jokaista M € R vastaa sellainen § > 0, etta

f(x) > M aina, kun x € A ja 0 < |[x —xp| <.

Raja-arvo limy_, oo f(x) on tarked mm. epaoleellisen integraalin yhteydessa.
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