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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Harjoituksen aiheita

e Pienimméin neliosumman menetelmé mallin sovittamisessa
e Lineaarisen regressiomallin sovittaminen ja kaytto

- Ennustamisessa

- Mallin parametrien estimoimisessa

Oppimistavoitteet

e Ymmarrat PNS-sovitteen idean

e Osaat muodostaa lineaarisen mallin kidyttaden Matlabin valmiita

tyokaluja

e Opit joitain regressiomallien sovelluskohteita
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Regressioanalyysi

e Peruskysymys: Kuinka selitettavan muuttujan havaittu arvo riippuu

selittdvien muuttujien arvoista?

e Regressioanalyysissa selittavien ja selitettdvan muuttujan arvojen
riippuvuudelle rakennetaan regressiomalli, joka sisdltdé systemaattisen

osan ja satunnailsosan.

e Systemaattinen osa kuvaa selittdvien ja selitettdvén vélista tilastollista
riippuvuutta. Esimerkiksi ién € [25,60] ja tulotason vililla voisi péted
tilastollinen riippuvuus: "keskiméérin 5v ikédero tarkoittaa 4000€:n
erotusta vuosiansioissa”

e Satunnaisosan avulla huomioidaan se, ettéd systemaattisen osan
kuvaama riippuvuussuhde ei aina pade. Esimerkiksi: "5v ikéero
tarkoittaa 4000€+3000€:n erotusta vuosiansioissa (95%:n

luottamusvalilla)”.

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022



Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Yhden selittijan lineaarinen regressiomalli

Olkoon annettuna havaintodata (z;,y;), 7 = 1,...,n, jossa
y; = Selitettdvin muuttujan havaittu arvo havaintoyksikossé j

xr; = Selittdvin muuttujan havaittu arvo havaintoyksikossé j
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Yhden selittijan lineaarinen regressiomalli

e Regressioanalyysissi etsitddn dataan parhaiten sopivaa regressiomallia

tiettyjen mallien, kuten lineaaristen mallien, joukosta

e Yhden selittdjdn lineaarinen regressiomalli on muotoa

Y;i — 60+61x3 + € 7j:1727'°'7n
N~ ~~ o S~~~

Systemaattinen osa  Satunnaisosa

By = tuntematon regressiokerroin ’vakioselittéjille’ 1
$1 = tuntematon regressiokerroin selittajélle x
g; = Satunnainen virhetermi havaintoyksikossé j
e Tyypillinen toteutustapa on pienimmén neliosumman (PNS)

menetelmé. Siind etsitddn parameterien Jy ja [1 arvot s.e. nelibsumma,

S &2 minimoituu
J=177 '
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Yhden selittijan lin. regressiomalli Matlabissa

>> x=[16,97,96,49,80];
>> y=[73,229,206,124,164]’;

>> modell=fitlm(x,y,’linear’) %luo modell-muuttujaan lineaarisen mallin

Linear regression model:

y -1+ x1
Estimated Coefficients:
Estimate SE tStat pValue
(Intercept) 39.707 15.791 2.5145 0.086594
x1 1.7676 0.21223 8.329 0.0036274

>>plot(x,y,’0’), hold on

>>t=[0,100]’;

>>plot(t, predict(modell,t)) Ypredict laskee ennusteet pisteissi t

>>grid on, xlabel(’Selittédvd muuttuja x’), ylabel(’Selitettdavd muuttuja y
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Yhden selittijan lin. regressiomalli Matlabissa
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

fitlm-komennon kaytto edellisessid esimerkissa

e fitlm komento otti sisddnsi
- x: pystyvektori selittdjéin havaituista arvoista (jos useita selittéjia
niin x on matriisi)
- y: pystyvektori selitettdvian muuttujan havaituista arvoista

- ’linear’ viittaa siihen, ettd luodaan lineaarinen malli (johon

oletusarvoisesti kuuluu vakiotermi)

e modell=fitlm(x,y,’linear’) loi modell nimisen tiedoston, joka sisaltda
dataan sovitetun lineaarisen mallin

e Tulosteesta voi lukea selittdjille estimoidut regressiokertoimet

e Plottaamisessa kiytetddn komentoa predict(modell,t), joka laskee
mallin ennusteet t-vektorin pisteissa
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Termeja

e Kun malli on sovitettu dataan, niin tuntemattomille parametereille 3

ja (1 saadaan estimaatit. Niitd merkitéddn symboleilla by ja by.
e Mallin ennuste y
y =bo+ b1z,
on regressiosuoran arvo mielivaltaisessa pisteessi .
e Sovite
Y =bo+bixj, j=1,...,n
on regressiosuoran arvo havaintopisteessa x;.
e Residuaali
e; =Yy —Yj,3=12,...,n
on selitettdvan muuttujan havaitun arvon y; ja sovitteen g; arvon

erotus.

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022



Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Sovitteet ja residuaalit esimerkissé
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Lineaarisen regressioanalyysin oletuksista

e Lineaarinen regressiomalli olettaa, etta selittavan ja selitettdvan

muuttujan valilla patee lineaarinen tilastollinen riippuvuussuhde.

e Virhetermit ¢; tulkitaan satunnaismuuttujina, joista tehdain

standardioletukset:
(i) E(g;) =0,5=1,2,...,n.
(ii) Var(e;) =02, j=1,2,...,n.
(iii) Cor(e;,e1) =0, 5 # L.
Tavallisesti myds: (iv) €; ~ N(0,0%), j =1,2,...,n.
e Ennusteisiin tulee aina suhtautua harkiten. Mallin oletukset eivit
valttamatta pade pisteessé tai ajanhetkessd, jolle ennustetta laaditaan.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

PNS-menetelmi yleisemmin

e Yleisemmin PNS-menetelmé voidaan ndhdé tapana sovittaa funktio
f(x; B) annettuun pistejoukkoon (z;,y;), 7 =1,...,n
e Funktion f muoto riippuu parametrin S arvosta. Funktion ei tarvitse

olla lineaarinen

e PNS-menetelmésséa etsitddn parametrille 5 PNS-estimaatti b siten, etta

regressiomallin

virhetermien €; nelididen summa minimoituu. Kyseessé on siis

rajoittamaton (=ei rajoitusehtoja) optimointitehtiva

n
: 2 _ 2
mﬁmg g; = mmg f(x;;8))7,
g=1

jonka paatosmuuttuja on [.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

PNS-menetelmi yleisemmin, Matlab esimerkki

e lsqcurvefit sovittaa kdyrdn dataan kdyttden PNS-menetelméia
e Sovitetaan esimerkiksi annettuun dataan kiyrad v = By + =™

e Ensin tulee méaritelld funktio omaan tiedostoonsa. Tuntematon
parametri tulee olla ensimmaéisessi argumentissa. Toisessa r-suuntainen
data.

function F = myfun(b,xdata)
F = b(1)+xdata. b(2);

e Olkoon data seuraavissa vektoreissa:

xdata=[0 1234567 89 10];
ydata=[4.9 2.9 10.1 14.0 21.7 29.8 43.8 51.4 72.9 85.1 105.2];

e Sitten voidaankin kayttaa sovitusalgoritmia:

b_est=1lsqcurvefit (@(b,xdata) myfun(b,xdata), [0;0],xdata,ydata)
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

PNS-menetelmi yleisemmin, Matlab esimerkki

e Sovitettava funktio annetaan ensimmaéisesséd argumentissa. Sen eteen
tulee laittaa @(b,xdata), jotta lsqcurvefit toimii. Toisessa
argumentissa annetaan alkuarvaus tuntemattomien parametrien

arvoille. (Vinkki: Ongelmatilanteessa ks. help Isqcurvefit.)
e Kuva voidaan piirtda vaikkapa néin:

figure

hold on

plot(xdata,ydata,’.’)

xlabel(’Selittdvd muuttuja x’)

ylabel (’Selitettédva muuttuja y’)

hpiirretddn funktio b_est(1l)+xdata. b_est(2);

lkaytetddn x_akselilla tihedmp&d&d v&alid niin tulee siistimpi kuva
x_akseli=[0:0.1:10];

plot (x_akseli, myfun(b_est, x_akseli),’r’)

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022

14



Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

PNS-menetelmi yleisemmin, Matlab esimerkki
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtiva A: Lineaarinen energiankulutusmalli

e Tehtdvianidsi on muodostaa lineaarinen regressiomalli, jossa selittdjana
on kotitalouden varallisuus ja selitettdvané on kotitalouden kuluttama
energia,

e Tehtivassi kiytetddn Matlabin fitlm ja predict komentoja

e Tehtidvissa kiytettdva data 10ytyy seuraavalta sivulta ja lisdohjeita sen

jalkeiselta sivulta

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022 16



Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtiva A: Lineaarinen energiankulutusmalli

Kotitalouden varallisuus Kéaytetty energia

20.0 1.8
30.5 3.0
40.0 4.8
55.1 5.0
60.3 6.5
74.9 7.0
88.4 9.0
95.2 9.1
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtiva A: Lineaarinen energiankulutusmalli

1. Tuo tehtdvanannon data Matlabiin, tallenna ne pystyvektoreihin

varallisuus ja energia.

2. Plottaa tehtdvinannon data, luo lineaarinen malli ja piirré sen
ennusteet valilld [10, 120] samaan kuvaan datan kanssa. Katso

esimerkkia luento-osuuden esimerkista.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtava A: Luottamusvilien laskeminen ja

visualisointi

e Regressisuoran mukainen ennuste pétee keskiméérin. Usein on

kuitenkin tarpeellista tietdd kuinka tarkka ennuste on.

3. Laske ennusteille 64% luottamusvilit (=vilit joiden sisdén uusi
havainto osuisi 64% todennéikoisyydelld).

e Ohjeita seuraavalla sivulla.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

e Olkoon x_akseli=[10:1:120]" ja

model=fitlm(varallisuus,energia,’linear’)

e Syntaksilla [ypred,ycil=predict(model,x_akseli,’alpha’,p,

’Prediction’, ’observation’)

ypred:iin tallentuu ennusteet, jotka vastaavat selittdjan arvoja
{10, 11, ...,120}.
yci:n tallentuu kunkin ennusteen luottamusvélin ala- ja ylarajat. Rajat

ovat satunnaismuuttujia ja estimoitava parametri sisdltyy rajojen vélille
todennékoisyydelld (1 — p) - 100%.

Kohta ...,’alpha’,p, ... kertoo predictille luottamusvélin leveyden
Kohta ...,’Prediction’, ’observation’,... kertoo, etta
luottamusvalit lasketaan yksittaisille ennusteille, ei ennusteiden

odotusarvoille

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtava A: Luottamusvilien laskeminen ja

visualisointi

&> Piirrd kuva, jossa nakyy
- punaisina rakseina tehtdvianannon data,

- estimoidun regressiomallin ennusteet valilla [10, 120] seka

- katkoviivalla ennusteiden 64% luottamusvalit

Muista laittaa akseleille selitteet. Nimeé lisdksi kuva ja laita sopiva

legend.

#y Mille valille mallin mukaan varallisuustason 65 energiankulutus osuu

64% luottamusvalin perusteella?
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtava B: Maksuhalukkuuskysely

Eradssa kyselyssa kysyttiin ihmisiltd, ettd kuinka paljon aikaa heilld kuluu
paivittdiseen tyomatkaan per suunta. Sitten heiltd kysyttiin, ettd kuinka
paljon he olisivat valmiita maksamaan (per yhdensuuntainen matka), jos

sddstaisivat kaiken tuon ajan.

e Hae kurssin sivuilta Kyselydata.mat ja vie sen sisialté Matlabin
tyotilaan. Muuttuja predictors viittaa tydaikaan ja responses

maksuhalukkuuteen.
e Sovita dataan lineaarinen malli kdyttden fitlm-komentoa.
e Piirrd kuva datasta ja siihen sovitetusta suorasta.

e Virhetermien standardioletus (ii):n mukaan virhetermien hajonnan

tulisi olla sama kaikialla.

# Kommentoi piirtdmasi kuvan perusteella oletuksen patevyytta.

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Tehtiva C: Epéilineaarisen kasvumallin

sovittaminen

e Rukiinviljelija-systeemitietelija Risto on havainnut, etta ruisjyvien
maksimipaino ja hetki, jona tuo paino saavutetaan vaihtelevat

vuosittain.

e Risto tuumii, ettad voisiko han kayttaa kasvukauden dataa ennustamaan

hetkeé, jona paino on maksimissaan ja korjuu kannattaa suorittaa.

e Korjuuhetkea odotellessaan voisi han vaikkapa kiydéa etelanmatkalla

Helsingissa.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Malli ruisjyvien painolle

e Jyvien painon w (selitettdva) kehitystd ajan ¢ (selittdjd) funktiona voi

mallintaa yhtalolla

fmar — Ly by ()

) tmax —tuv ,

w — f(ta Wimagz) tmax) tv) — wmax(l +
N~ ~~ - trnaz — o

s

tmam

kun tee >t > 0. Kun t > t,42, niin f(t; Wmazs tmaz, tv) = Winaz-

e Mallin parametrien tulkinnat ovat seuraavat:
- Wmae ON mMaksimipaino, jonka jyvé saavuttaa,
- tmaz ON hetki jona maksimipaino saavutetaan ja

- t, on hetki, jona jyvén painon kasvunopeus on suurimmillaan.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Malli ruisjyvien painolle

e Tehtivané on siis selvittdd parametrit Wz, tmae ja v, joilla malli

sopii dataan mahdollisimman hyvin.

o Kiytd PNS-menetelméi hyodyntédvai lsqcurvefit-komentoa

Mittaus j  Jyvén paino w; (0.1 g) P&ivid 1. kukinnosta ¢;

1 2 2

2 8 10
3 19 18
4 32 26
D 43 31
6 45 35
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Ohjeita

1. Muodosta ensin funktio: function w = kasvumalli(beta,t)

e Funktion argumentti beta sisdltdd kasvumallin parametrit

B = [Wmaz, tmaz, tv]- Argumentti t on vektori ajanhetkisti.

e Funktio tuottaa vektorin w, jossa on kasvumallilla lasketut jyvin
painot, jotka vastaavat funktiolle annettuja ajanhetkié.

o Vinkki: Toteuta funktio “kaksivaiheisesti”:

Kéyta ensin kaavaa (1) (ole huolellinen sulkujen kanssa). Huom:
Kayta alkioittaisia laskutoimituksia! Voit kertoa vektoreita
alkioittain kayttiden pistetta, esim: [2 2].*x[1 2]=[2 4] ja

[2 2].72=[4 4].

Sitten huomioi, ettd kun w saavuttaa maksimiarvonsa, niin sen tulee
pysyé siind. Voit esim. asettaa funktiosi loppuun w(i:end)=maxw,
jossa i on indeksi, josta 10ytyy w:n maksimi ja maxw on tuo maksimi.

Taméan indeksin ja maksimin 16ydat esim. max -funktiolla.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Ohjeita

2. Kéaytd Matlabin 1sqcurvefit-tydkalua loytéadksesi 5, jolla malli sopii
dataan parhaiten. Kts. help 1sqcurvefit-helpin 3. kappaleen teksti ja
1. esimerkki. Kayté alkuarvausta g = [40, 40, 20].

&> Piirrd kuva, jossa nikyy
— tehtdvinannon data ja mallin ennusteet aikavalilld [0, 50],
eli arvot w(t; Wmaz, tmaz, tv), kun t € (0,1, 2, ..., 50]
— lisda kuvaan ruudukko (grid)
— ota kuvaajasta ylim#drdinen y-suuntainen tyhji tila pois (ylim)

— nimeéd kdppyrit (legend), nimeé akselit sopivasti ja otsikoi kuva.

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Ohjeita

# Kommentoi kuvaajaa: Miltéd se nayttaa?

# Tanddn on 35. paiva sitten ensimmaisen kukinnon. Kuinka monta
paivad malli ennustaa kuluvan siihen, ettd jyvat saavuttavat

maksimipainonsa?

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 2022
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtavia: Fysikaalisen systeemin

parametrien estimointi

e Eris lineaaristen mallien sovellus on fysikaalisten systeemien

parametrien estimointi

e Tavallisesti lineaarinen regressiomalli olettaa, ettd jokaiseen

havaintopisteeseen liittyva epdvarmuus on yhta suurta

e TiAssd tehtdviassd sovitat lineaarisen mallin fysikaaliseen mittausdataan,

jossa yksittéisten pisteiden tarkkuus vaihtelee
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtava: Taustaa - Planckin vakion

mittaaminen

e Haluat mitata Planckin vakion. Mittausjérjestelyssisi irroitat katodilta
valon avulla elektroneja, jotka kulkeutuvat anodille kunnes anodin ja
katodin valinen pyséatysjannite kasvaa niin suureksi, etté se estis
elektronien kulkeutumisen anodille. Katodin potentiaali pysyy

maadoituksen vuoksi vakiona.

e Katodilta irtoavien elektroneiden energia riippuu valon taajuudesta.

Fysiikan teorian pohjalta olet johtanut seuraavan yht&lon:

Vo= —f+C, )

jossa Vj on pysiytysjdnnite, f on valon taajuus, h on Planckin vakio, e

on elektronin varaus ja C' on vakiotermi.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtava: Mittausdata

e Vaihtelemalla valon taajuutta saat kerédttyd seuraavan mittausdatan

pysaytysjannitteista

Mittaus Valon Pysaytys
0 taajuus f (102 Hz) jénnite Vy (V)
1 519 1.0£+0.15
2 549 1.2 40.40
3 688 1.940.20
4 740 2.4+0.30
5 821 2.3+0.10

e Arvioit, ettd valontaajuusdata on virheetontid. Pysaytysjannitteille olet

arvioinut virherajat.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtava: Lineaarisen mallin sovittaminen

painotetun neliosumman avulla

e Haluat sovittaa mittausdataan suoran, jonka kulmakertoimesta voit

paatelld Planckin vakion.

e Koska eri havaintopisteiden tarkkuus vaihtelee, kiytd menetelméé, jossa

parametrit valitaan siten, ettd painotettu virhenelibsumma minimoituu.

e Etsit siis vakiotermié by ja kulmakerrointa b; s.e. seuraava painotettu
virhenelibsumma minimoituu

n

Y — (b1 + bo) |9
yo i)

i=1
jossa Ay; on havainnon ¢ virhetermi ja n on havaintopisteiden

lukumééara. Esim. x1 = 519,y = 1.0 ja Ay; = 0.15.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

KT: Analyyttinen ratkaisu estimaateille

e Painotetun neliosumman minimoiville parametrien arvoille saadaan

seuraavat analyyttiset lausekkeet:

mn n n n

_ 1 1 Lili Ly Yi
ja
0= Dl P 2 ) & ) et @
n 1 n 333 n s ,
D= (; (Ayz)Q)(; (Ayz)Q) - (; (Ayz)Z)
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

KT: Analyyttinen ratkaisu estimaateille

e Lisiksi parametrien estimaateille voidaan laskea (yhden

standardipoikkeaman levyiset) virheet

1« 1
Aby = \ = ; e (5)

ja

1 — XT3
Aby = \ > ; (AJQ?' (6)

e Niiden avulla parametrien estimaateille saa alarajat b, — Ab; ja

ylarajat b; + Ab;. Todellinen parametrin arvo on tuon vélin sisalla 64%

todennikoisyydella.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtiva: Ohjeistus

Sovita mittausdataan suora kayttiden edelld kuvattua menetelmés

1. Luo function [b, bci] = sovittaja(x,y,deltay), jonka argumentteja
ovat
- taajuudet z = [z1, ..., r5], mitatut pysaytysjannitteet y = [y1, ..., ys]
ja pysdytysjannitteiden virhetermit Ay = [Ayy, ..., Ays).
Funktio palauttaa vektorin b = [bg, b1], joka sisdltda vakiotermin ja

kulmakertoimen estimaatit (kaavat 3 ja 4),

bp — Aby by — Aby

ja matriisin b.; = , joka sisaltdd estimaattien ala-
bg + Aby b1 + Abq

ja ylarajan (kts. edellinen sivu).
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtava: Ohjeistus

Vinkki: Kayta lausekkeiden 3 - 6 summien laskemiseen matlabin
alkioittaisia vektorioperaatioita. Valituloksien laskeminen auttaa
vahentdmaan virheita.

Huom: Summalausekkeet toistuvat. Niinpé riittaa, ettd ne laskee
erikseen kertaalleen ja kertoo sitten néité tuloksia kesken&én sopivilla
tavoilla.

Esim. ) " a;b; /c; saadaan syntaksilla sum((a.*b)./c), jossa a,b,c ovat
vektoreita.

2. Estimoi by ja b; kdyttden omaa funktiotasi.

3. Piirrd kuva datasta ja siithen estimoidusta regressiosuorasta
y = by + bi1x. Piirrd dataan myo6s yksittiisten pisteiden virherajat.
Tahén voit kdyttdsd komentoa errorbar.

4. Kokeile viela fitlm-funktiota sovittaaksesi dataan suoran tavallisella
PNS-menetelmalla.
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Harjoitus 3: Regressiomallit (Matlab)

Kotitehtava: Ohjeistus

b Liita kuva, jossa nikyy sovittaja ja fitlm funktioilla sovitetut suorat.
Nimeé akselit, anna otsikko ja lisdé legend. Kommentoi suorien eroja.

# Miki on sovittaja-funktion antama 64% luottamusvali Planckin
vakiolle? (Vinkki: kirjallisuudesta 16ytyvan Planckin vakion tulisi
kuulua télle vilille.) Huom! Sovitteen kulmakertoimen b, fysikaalinen
tulkinta on b; = —h/e, jossa e on elektronin varaus —1.6 - 10~1¥ C.

Huomaa myos, ettd tehtdvanannon datassa taajuuden kertaluokka on
10%2.

Liitd Matlab-koodi funktiostasi sovittaja.
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