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Avaan tédssd dokumentissa hieman luennollakin esittimé&éni ajatusta siité, etti potenssi-
funktioita lukuunottamatta mikdén matemaattinen funktio ei voi antaa ulos dimensiollista
tulosta. Puhtaan matemaattiselta kannaltahan tdma on aika outo ajatus ja vaikuttaa silté ettad
tdssd tehdéddn kauaskantoisia oletuksia fysikaalisten yhtdldiden rakenteesta. Perehdytién siis

hieman syvemmiille fysiikan yhtdloiden matemaattiseen rakenteeseen.

Térkei ja ainoa oletus

Aloitetaan tarkeimmastd, eli siitd ainokaisesta oletuksesta joka fysiikan yhtidldiden matemaat-
tiseen rakenteeseen tehddédn: yhtélot ovat yksikkovalinnasta riippumattomat. Tdma tarkoittaa
siis yksinkertaisesti sitd, ettd fysiikan ilmiot, ja siis niitd kuvaavat lait ja niité lakeja kuvaavat
matemaattiset relaatiot eivit muutu vaikka metrien sijasta kiyttdisimme pituuden yksikkona

jaardia, tuumaa, mailia tai vaikkapa peukalonmittaa.

Matemaattinen kuvaus

Menemiittd sen syvemmalle matemaattiseen analyysiin, kuvaus f on jokin ’sddntd’, joka
liittaa kaksi tai useamman alkion toisiinsa. Oleellista kuvauksen médrittelyssd on ldhtdjoukko
&/ ja maalijoukko 2, joiden joukkojen vilisten alkioiden vilille kuvaus f niiti liitoksia

tekee. Merkitsemme siis kuvauksen f toiminta-avaruuden niin
[ — B (1)

Jos kuvaus on vielédpa luonteeltaan sellainen, ettd jokaista lahtojoukon o7 alkiota x vastaa

yksi ja vain yksi maalijoukon & alkio, niin Kyseessi on funktio ja voimme kirjoittaa:
fid — Bix— fx), )

missi siis funktion parametrit ovat lihtdjoukon alkiota, eli x € & ja funktion arvot ovat
maalijoukon alkioita, eli f(x) € A.

Edelld médriteltiin kuvaus ja funktio aika tarkasti, koska dimensionaalianalyysin kannalta
on hyvin tirkedd ymmartdd kuvauksen ldhto- ja maalijoukkojen rakenne.



Luvut ja yksikot

On hyvin eri asia tarkastella puhdasta matemaattista lukua, esimerkiksi reaalilukua a €
Z kuin jotakin fysikaalista suuretta kuvaavaa yksikollistd alkiota, esimerkiksi pituutta 5
m. Jalkimmadisessa alkiossa on nimittdin kaksi osaa: numeerinen osa (5) ja yksikkod (m).
Ensimméinen voidaan ajatella reaalilukuna mutta jalkimméinen osa on jotakin miki ei ole
itse asiassa luku laisinkaan vaan jonkinlaisen abstraktin yksikkoavaruuden’ alkio. Tdmi ero
tekee myo0s sitten yksikollisistd kuvauksista heti sangen erilaisia verrattuna dimensiottomiin

kuvauksiin. Vertaa esim.
fi: Z — R;x — fi(x) =sin(x) 3)

ja
i — R;(x,d) — fa(x,d) = sin(x), 4)

missé ldhtojoukko o7 = {(x,d)|x € Z,d € 2}, ja Z on edelld mainittu "yksikkoavaruus’. Eli
jalkimméisessd kuvauksessa ldhtdjoukon alkiot koostuvat numeerisesta arvosta x ja valitusta
yksikostd d.

Kaikki (fysikaaliset) kuvaukset, joissa on yksikollisid parametreja, pitddkin nyt ainakin
ajatustasolla ymmartii olevan jalkimmaistd luokkaa. Kaytdnnon laskuissa emme tietenkdin
niin tee mutta yo. rakenne on implisiittisesti sielld taustalla.

Seuraavaksi vaadimme alussa esittimamme yksikkoriippumattomuuden.

Dimensionaalinen homogenisuus

Miksi fysiikan yhtidloiden pitdd olla dimensionaalisesti homogeeniset? Syyné on yksinker-
taisesti edelld mainittu vaatimus, ettd fysiikan yhtélot (jotka kuvaavat jotakin fysikaalista
ilmiotd) eivét voi riippua yksikkovalinnasta. Ongelmana nyt matemaattisten kuvausten kan-
nalta on se, ettd yksikollisten alkioiden (x,d) € % x 2 numeerinen osa x ja yksikéllinen osa
d ovat yhteydessi toisiinsa. Ne muodostavat erddnlaisen ekvivalenssiluokan, jolla tarkoitetaan
sitd ettd esimerkiksi edelld mainittu pituus 5 m on sama asia kuin 5.46805 jaardia. Mate-
maattisten kuvausten tdytyy myos noudattaa titd *ekvivalenttiutta’. Katsotaan esimerkkien
kautta mitd timéi aiheuttaa.

Esimerkiksi edelli ollut kuvaus
fr: ZXD— XZ;(x,d) — fo(x,d) =sin(x) 5)

ei toteuta titd ekvivalenttiusehtoa. Jos esimerkiksi ldhtojoukko koostuu pituuksista, eli

esimerkiksi (x,d) = (5,m) (eli "viisi metrid’), niin saamme
f2(5,m) =sin5. (6)
Toisaalta timin pitdd olla sama kuin

£2(5.46805, jaardia) = sin5.46805, @)



miki ei selvistikdidn pidéd paikkaansa! (Koska sin5 # sin5.46805)
Jotta saamme kuvauksesta yksikkoriippumattoman, tarvitaan funktion parametrilistaan
jotakin auttaa korjaamaan yksikkomuunnoksen aiiheuttaman skaalauksen, eli kiytdnndssa

tarvitsemme toisenkin pituusyksikon parametrilistaan. Esimerkiksi niin:
iR XDXE XD = Ry (x1,d1,%2,da) — fo(x1,d1,%2,d2) = sin(x1 [x2d1 [da),  (8)

jossa d; ja d ovat valitut pituuden yksikot ja dy /d, on yksinkertaisesti skaalauskerroin kun

siirrytdédn pituusyksikosti toiseen. Nyt voisimme laskea esimerkiksi
f3(5,m,1,m) = sin(5m/m) = sin5, )

tai
f3(5.46805, jaardia, 1,m) = sin(5.46805 jaardia/m) = sin5, (10)

joka on siis aivan sama kuin edella.

Lienee selvid, ettd emme halua fysiikassa kirjoittaa kaikkia kuvauksia ja funktioita
ndin monimutkaisesti, erottaen yksikot ja lukuarvot toisistaan. Mutta jokin tdiménkaltainen
rakenne on sielld joka tapauksessa taustalla ja syyni tidhdn on yksinkertaisesti se, ettd
yksikolliset muuttujat ovat matemaattiselta rakenteeltaan jotakin paljon monimutkaisempaa
kuin yksinkertaiset luvut.

Vaatimamme yksikkoriippumattomuus johtaa siihen, ettd potenssifunktioita lukuunotta-
matta kaikki kuvaukset voidaan esittidd dimensiottomien parametrien avulla. Tami on myds
vilttimaton vaatimus, silld vain jos funktion parametrien dimensiot saadaan kumoamaan
toisensa, voi funktio olla yksikkémuunnoksissa muuttumaton.

Esimerkiksi edelld ollut dimensiollisesti hyviksytty funktio voidaan esittdd yhden para-
metrin funktiona

f3: % — R :x— f3(x) =sinx, (11)

missé (yksikoton) parametri x on alkuperidisen funktion f3 parametrien (x;,d;) ja (x2,d>)
suhdeluku x| /x,d; /d;.

Kaikkien fysiikan yhtidl6iden dimensionaalinen homogenisuus on sitten seurausta ylla
olevasta matemaattisesta rakenteesta.

Se taas ettd potenssifunktiot x* ovat poikkeustapaus kuvauksissa on seurausta siitd miten
dimensiot kayttaytyvit kun suureita kerrotaan keskenéin, eli yksinkertaisesti potenssien

laskusddnnoista.

Yksikot eiviit tule tyhjasti!

On tirkedd huomata vield yksi asia fysikaalisesti jarkevien matemaattisten kuvausten para-
metreista: kuvaukset eivit voi luoda yksikoitd “tyhjdsti’.

Tarkastellaan esimerkkini kurssillakin vastaan tullutta syvén veden aaltojen nopeutta.
Syvissi vedessi aaltojen nopeus riippuu putoamiskiihtyvyydestd g seké aallonpituudesta A.
Tieddmme kurssilta, ettd oikea dimensioanalyyttinen ratkaisu on v(g,A) = Cy/gA, missi C



on luku, jonka suuruus voidaan maérittdd esimerkiksi kokeellisesti tai sopivalla fysikaalisella
mallilla.
Puhtaasti dimensionaalisen homogenisuuden nojalla kuitenkin voisi kuvitella ettd myos

seuraava relaatio olisi mahdollinen:
v(g,A)=1m/s. (12)

Eli aaltojen nopeus ei riippuisikaan putoamiskiihtyvyydesti tahi aallonpituudesta. Ongelma-
na vain on, ettd tdmdi relaatio ei itse asiassa ole kuvaus laisinkaan! Syyné on se, ettd oikean
puolen yksikét m ja s, eivit ole funktion parametrilistassa.
Tilanne on vihén analoginen sen kanssa, ettd médrittelisimme seuraavanlaisen matemaat-
tisen relaation:
[ R —R:x— f(x)=sin(x/y). (13)

Tami relaatio ei ole kuvaus, ja syyni on se, ettid oikealla puolella esiintyy muuttuja y, jota
ei ole médritelty. Jos haluamme tehdi téstd oikean matemaattisen kuvaajan, pitid meidin

laajentaa médrittelyjoukkoa niin:
[ RXRE— R (x,y) = f(x,y) =sin(x/y), (14)

joka on nyt ihan hyvin mééritelty kuvaus (pois lukien pieni hankaluus kohdassa y = 0).
Samalla tavalla relaatiossa
v(g,A) =1m/s. (15)

esiintyy oikealla puolella *metri’ ja ’sekunti’, mutta se mitd *metri’ ja ’sekunti’ tarkoittavat
on loppujen lopuksi mielivaltaista — ne ovat tiedeyhteison keskendin valitsemia késitteitd ja
itse asiassa niiden médritelmét ovat aikojen saatossa muuttuneetkin. Kuten matemaattisessa

relaatiossa edelld, myos tdssi pitdisi meiddn nyt sitten laajentaa miérittelyjoukkoa:
v(g,A,Lt)=1/t, (16)

missd / = 1m jat = 1s. Funktion v(g,A4,/,t) kaksi viimeistd parametria eivit siis varsinai-
sesti ole ’vapaita muuttujia’, mutta ne tarvitaan maéérittelyjoukkoon, koska niiden yksikot
kayttaytyvdt kuin muuttujat. Ja timi on siis seurausta siitd, ettd meilld on vapaus valita
yksikkdmme miten haluamme.

Tamé& hieman keinotekoinen esimerkki toivottavasti hieman havainnollistaa sitd miten
yksikot ja suureiden lukuarvot ovat kytkoksissd toisiinsa. Ndmai tekijat asettavat sitten
ehtoja matemaattisille funktioille: ei siksi ettd olettaisimme niiden olevan jotenkin hyvin
kayttdytyvid tai siistejd, vaan siitd syysti ettd yksikolliset suureet muodostavat erdénlaisia
ekvivalenssiluokkia ja fysikaalisia ilmioitd kuvaavien relaatioiden tdytyy sdilyttdd tama

ekvivalenssiluokkarakenne. Tétd4 ominaisuutta hyddynnetddn dimensioanalyysissa.



