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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Harjoituksen aiheita

e Matlab:n ode komento differentiaaliyhtéiden ratkaisemiseen

e Differentiaaliyhtdlomallien kaytto ilmitiden mallintamisessa

- Infektion levidminen
- Radioaktiivinen hajoaminen
- Ajettu varahtelija

e Matlabin contour ja surface -komennot 3D visualisointiin

Oppimistavoitteet

e Osaat ratkaista differentiaaliyhtdlon numeerisesti Matlabilla
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Diff.yhtil6iden numeerinen ratkaiseminen

e DY:n yleinen muoto: Lx(t) = F(t,xz(t))

- z(-) mahdollisesti vektoriarvoinen

- Derivaattaa %z (t) merkitdédn usein myds @(t)

e Lineaarisia DY:t& voidaan ratkaista symbolisesti (Mathematica)
— Tuloksena z(t):n "kaava”

e Sovelluksissa DY:t usein epélineaarisia, jolloin ne joudutaan

ratkaisemaan numeerisesti (esim. Matlabilla)

— Tuloksena arvot xz(tg), x(t1), ...., x(ty)
e Matlab:ssa useita DY-ratkaisimia (ode45, ode113, ode23s)

e Suhteellisen yksinkertaisissa kdytdnnon ongelmissa ei juurikaan ole
valid mité ratkaisinta kayttaa
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

DY :n ratkaiseminen Matlabilla: Vaiheet

1. Muuta DY muotoon #(t) = F(t,x(t))
- Yhtasuuruusmerkin vasemmalla puolella vain derivaatta
2. Toteuta F(t,z(t)) Matlab-funktiona:

function dx = minunF(t,x,param)

3. Kutsu jotakin Matlab:n valmista DY-ratkaisinta parametrina F

(minunF), ratkaisuvéli t:lle (tspan), sekéd z:n alkuarvot (x0):

[tout,xout]=0de45(@minunF,tspan,x0,options,param)

(Merkinté @ kertoo Matlabille, ettd parametrina funktio)
4. Validoi tulos esim. piirtdmalla ratkaisu:

- plot(tout,xout,’r.-’)
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Esim: Eksponentiaalinen vaimeneminen

e Ratkaistaan DY g(t) + y(t)/To = 0 valilla ¢ € [0,100], missd y(0) =1 ja
parametri Ty > 0.
e Vaihe 1:

. y(
y(t) = —%

~~ 0
i(t) N~——
F(t,x(t))

e Vaihe 2: Luodaan tiedosto ExpDecay.m sisiltden koodin
function dy = ExpDecay(t, y, TO)
dy = - y/T0;
- Vaikka esimerkissémme ei esiinny explisiittista aikariippuvuutta (eli
F' ei riipu t:stéd), tdytyy t kuitenkin olla listattu ExpDecay-funktion

parametriksi
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Esim: Eksponentiaalinen vaimeneminen

e Vaihe 3: Alustetaan muut ratkaisimen parametrit...
- Luodaan esim. 200 pisteen aikavektori aikavélille ¢ € [0, 100]:
tspan=linspace(0,100,200) ;
- Asetetaan alkuarvo ja parametri Ty: yo=1; T0=10;

- options - muuttuja (oikeammin structure) mahdollistaa mm.
ratkaisulta vaaditun tarkkuuden kontrolloinnin:
options=[];

options=odeset (options,’RelTol’,1le-7,’AbsTol’,1e-7);

— suurin sallittu suhteelinen ja absoluuttinen virhe on 10~7
e ... ja ratkaistaan DY:

[tout,yout]=o0de45 (@ExpDecay,tspan,y0,options,T0)

(Huom! Parametrin TO arvo vélittyy ExpDecay funktiolle)
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Esim: Eksponentiaalinen vaimeneminen

e Vaihe 4: Ihmetelldan ratkaisua:

plot (tout,yout);
xlabel(’aika’);
ylabel(’y’);

grid on
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Korkeamman kertaluvun DY:t

e Jos DY:ssé esiintyy esim. toisia tai kolmansia derivaattoja, taytyy se

muuttaa ensimmaisen kertaluvun (vektoriarvoiseksi) DY :ksi

o Esim. Viriihtelijin DY-malli §(¢) + w2y(t) = 0, (§(t) = L;y(1))

—  Merkitadn x1(t) = y(t), x2(t) = y(t) ja saadaan DY

21(t)| | —wiza(t)

To(t) () |

LT
(1) P(ta(t))

— F' Matlab-funktioksi: function dx = Oscillator(t,x,omega0)
dx = [-omega0~2*x(2); x(1)];

— Ratkaistaan: [tout,xout]=ode45(@0scillator,tspan,x0...), missi

x0 on 2-rivinen vektori ja xout on 2-sarakkeinen matriisi
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Tehtava A: Infektiomalli

e Tarkastellaan infektion levidmistd kuvaavaa SIR-mallia. Populaatio on
kolmeen ryhméén ajanhetkelld t: alttiit s(¢) (susceptible),
infektoituneet i(¢) (infected) ja toipuneet r(t) (recovered). Ryhmien
kokojen muutoksia voidaan kuvata seuraavilla differentiaaliyhtaloilla

(vrt. differenssiyhtélot harjoituksessa 2B):

s$(t) = —a-i(t)-s(t)
i(t) Ci(t) -

missé ¢t € [1,100].
1. Toteuta Matlab koodi joka ratkaisee ndmé differentiaaliyhtalot.

VINKKI: Luo Infektio.m ja kirjoittamalla sen ensimmaéiselle riville

function dsir=Infektio(t,sir,alpha,beta).
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Tehtava A: Infektiomalli

2. Ratkaise DYt kdyttden samoja parametrien « ja 8 arvoja kuin

harjoituksessa 2B.

Liita vastauksiisi kuva eri ryhmien kehittymisestd ajan funktiona.
Lisda kuvaan myos legend ja anna akseleille nimet.

# Vertaa tuloksia Harjoituksen 2B differenssiyhtéloiden ratkaisuun,
jossa ei ole kuolleiden ryhméaé (eli v = 0). Ovatko ratkaisut

yhtenevia?

3. Ratkaise nyt sekd DY-malli ettd differenssiyhtélomalli kdyttaen
parametriarvoja a = 0.003 ja 8 = 0.03 (ja v = 0)

# Pohdi miksi ratkaisut eivit ole samanlaisia, vaikka mallit ovat

periaatteessa samat.
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Tehtava B: Radioaktiivinen hajoaminen

e Tarkastellaan isotoopin y hajoamista aikavakiolla Tj. Lisdksi oletetaan
ettd ajanhetkelld ¢, systeemiin tuodaan Zy kappaletta toista isotooppia
z, joka hajoaa isotoopiksi y aikavakiolla T7. Néinollen isotoopin z
hajoaminen lisdd y:n maariad, mutta samalla my6s y hajoaa. Ilmiota

voidaan mallintaa DY:lla
y(t) = —y(t)/To + 2(t)/T1,

missa
0 t€0,t,)
Zoe—(t—tz)/Tl t € [tz, oo)

2(t) =

1. Toteuta DY:n ratkaisemiseen tarvittava Matlab-funktio
function dy = ExpDecayTwo(t, y, TO, T1, ZO, tz).
Vinkki: if-else

SCI-C0200 Fysiikan ja matematiikan menetelmien studio 2023 11



Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Tehtava B: Radioaktiivinen hajoaminen

2. Ratkaistaan DY aikavililla t € [0, 50] kédyttden vahintdd 150
aikapistetta seké aikavakiota T = 10 ja siirtyméahetked ¢, = 15; lisdksi
Zo =1 ja y(0) = 1. Tutkiaksesi ratkaisun kiyttidytymista eri T
arvoilla, toteuta esim. seuraava Matlab-koodi, joka tallentaa kutakin
T7:n arvoa vastaavan ratkaisun matriisin yT1 riviksi:

T1 = linspace(1, 150, 150);

for Tlindex = 1:length(T1)
[t, y] = ode45(@ExpDecayTwo, ....
yT1(Tlindex, :) = y;

end

- Plottaa ratkaisu y ajanfunktiona ¢ esim. parametriarvolla 77 = 75 ja

tarkista etté se nayttaa jarkevalta

# Milla T7:n arvolla isotooppia y on eniten jaljelld loppuajanhetkella
t =507 (VINKKI: max-komento)
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Tehtava B: Radioaktiivinen hajoaminen

3. Visualisoidaan ratkaisut seké ajan t etté aikavakion 737 funktiona.

Liita vastaukseesi kuva, jossa vaaka-akselilla on aika, pystyakselilla
Ty ja y(t):n arvo on kuvattu vériasteikolla. Lisdd kuvaan colorbar ja

nimeé akselit.
Vinkki: surf(xscale, yscale, zmatrix)

Liita vastaukseesi kuva, jossa vaaka-akselilla on aika, pystyakselilla

T1 ja y(t):n arvot on kuvattu tasa-arvokéyrin. Nimeé akselit.
Vinkki: [c,h]l=contour(xscale, yscale, zmatrix,Ncontour)
VinkKki: clabel(c, h);

- Tarkista, ettd 2-kohdan vastauksesi on sopusoinnussa kuvien kanssa.
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Kotitehtava: Ajettu varihtelija

e Tarkastellaan harmonista vardhtelijaa, jonka varadhtelyitd y ajaa
sinimuotoinen voima (F cos(wt)). Liséksi liiketté vaimentaa esim.

viliaineen kitka vaimennusvakiolla Ty. Tilannetta kuvaa litkeyhtalo

() + §(1)/To + why(t) = ~ cos(wt), (1
missé parametri wg on vardhtelijin resonanssitaajuus, M vardhtelijin
massa, F' ajavan voiman amplitudi ja w sen taajuus.

1. Muuta tamaé 2. kertaluvun DY 1. kertaluvun differentiaaliyht&loksi
z(t) = F(t,x(t)), missd x(t) = |x1(t), x2(t)]. Toteuta F
Matlab-funktiona siten, ettéd se voidaan mydhemmin asettaa

parametreille Ty, wg, M, F' ja w.

Vinkki: function dx=DrivenOsc(t,x,T0,omega,M,F,omega0)
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Kotitehtava: Ajettu varihtelija

2. Kirjoita Matlab-koodi, joka ratkaisee yhtélon (1) mielivaltaisilla
parametreilla ja alkuarvoilla aikavililld ¢ € [0, c0). Adretonti aikaa ei
numeriikassa voida saavuttaa, mutta loppuajanhetkelld ¢, ~ 10 - Ty

padstineen tarpeeksi lahelle daretonta.
- Ratkaise yhtéalo parametriarvoilla Ty =10, wg =1, M =1, F =1 ja
w = 1, kun varédhtelijad on alkuhetkelld ¢ = 0 levossa, eli
y(0) = ¢(0) = 0. (Vinkki: ode45).
- Visualisoi ratkaisu ja varmista ettd mallisi tulokset nayttavat
jarkeviltd: Kun voima alkaa vaikuttaa, vardhtelija lahtee liikkeelle
pikkuhiljaa, ja ldhestyy asymptoottisesti steady-state tilannetta,

jossa varahtely on sinimuotoista.
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Kotitehtava: Ajettu varihtelija

3. Tutkitaan, miltd "asymptoottinen” ratkaisu nayttai, jos ajotaajuus w
on alle, yli, tai yhtédsuuri kuin resonanssitaajuus wg. Ratkaise yhtalo (1)
kolmella arvolla w € {0.1,1.0,1.1}. Pid4 muut parametriarvot ennallaan

(ks. kohta 2)

& Liitd vastaukseesi subplot -komentoa hyodyntéden kuva, jossa ovat
kolmessa kuvaikkunassa ndmé kolme ratkaisua seké ajava voima
(vaaka-akselilla aika, pystyakselilla y(¢):n arvo). Lisdd kuvaan
legend:it ja nimeéa akselit.

# Miten virdhtelyn amplitudi ja sen vaihe (suhteessa ajavan voiman

vaiheeseen) kiyttaytyvit kvalitatiivisesti eri tapauksissa?
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Kotitehtava: Ajettu varihtelija

4. Muuta vaimennusvakion T arvoja, ja yritd paatelld, mika
yksinkertainen yhtalo sitoo toisiinsa vaimennusvakion ja
asymptoottisen virdhtelyn amplitudin. K&ytd muuten samoja
parametriarvoja kuin edelld (wo =1, M =1, F=1jaw =1).

(Vinkki: Voit kokeilla esimerkiksi plotata kuvia eri tilanteista.)
#» Kerro minké yhtalon 16ysit?

- Huom! Numeeristen tulosten perusteella voi usein yrittda tehda
“educated guess”:n ratkaisun yleisisté piirteista. Téssa on oltava
varovainen, silla periaatteessa numeriikasta voi paitelld vain

numeroiden vélisié relaatioita (ei suureiden véalisid).
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Kotitehtava: Ajettu varihtelija

5. Ajatellaan nyt, ettd DY-mallin tuottamat ratkaisut edustavat mitattuja
havaintoja todellisesta fyysisesta vardhtelijastd (esim. kvartsivirihtelija

rannekellossa) ja sovitetaan regressiomalli havaittuihin mittauksiin.

e Ota kustakin ajotaajuuden w € {0.1,1.0,1.1} arvolla saadusta
ratkaisusta késittelyyn otos aikavélin lopusta. Otoksen tulee sisdltaa
vahintdédn kolme vardhtelyjaksoa (Huom! tarvittava pituus riippuu w:n
arvosta,).

e Sovita kuhunkin otokseen epélineaarinen regressiomalli
f(t; A, w, ) = Acos(wt + ), missd A, @ ja ¢ ovat sovitusparametreja.
- Vihje: Toteuta Matlab-funktio function ysovite=Kosini(beta,t) ja
kéyta sitten lsqcurvefit-komentoa (vrt. Harjoitus 3B). Sovituksen
onnistumiselle on tarkedi asettaa sovitusparametreilld hyvéat

alkuarvaukset (kdytéd tuottamiasi kuvia hyodyksi ja kokeile muutella

alkuarvaustasi, jos sovite ei ndytéa hyvalta).
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Harjoitus 4: Differentiaaliyhtilot (Matlab)

Kotitehtava: Ajettu varihtelija

Liita vastaukseesi kolme kuvaa, joissa aika on vaaka-akselilla: Kussakin
kuvassa on yhdesté ‘mittauksesta’, késitelty otos merkittyné punaisina
pisteiné ja siithen sovitettu regressiomalli sinisené jatkuvana kayrani.
Lisdi grid ja nimeéd akselit.

- Piirra kiyréa ensin, jotta pisteet eivat jaa peittoon.

#» Mitka ovat PNS-estimaatit sovitusparametreille A, @ ja ¢©? Ovatko ne

sopusoinnussa kohdassa 3 antamiesi vastausten kanssa?

& Liitd koko kotitehtavan lahdekoodi vastauksiisi
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