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Aikataulu

@ Luennot: Tiistai 8-10, A ja Torstai 8-10, A.
o Laskuharjoitukset:

Ryhma Opettaja

1 Juho Lahti Ma 8 U119 Pe 8 U119
2 Eelis Eklund Ma 10 Y229a | To 10 Y307
3 Elias Pelo Ma 14 Y228b | Pe 14 Y307
4 Niklas Kostiander | Ti 14 Y307 | To 14 U410b
5 Tuomas Laiho Ke 8 Y308 | Pe 10 Y307a
6 Seela Saartoala Ke 12 Y228b | Pe 10 Y228b
7 Faeq Qanezadeh Ma 14 U406a | Pe 14 U406a
8 Eetu Rintala Tild Y228b | To 14 Y228b
9 Teemu Lundstrom | Ti 16 Y347 | To 16 U405a

o Laskutupa:
Y190c; Ma—To 10-18; Pe 10-16
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Kurssin suorittaminen

@ Vaihtoehto 1 (suositeltu):
o Loppukoe (60%): Kirjallinen, 24.2. tai 19.4.
Apuvilineena yksi sivu (A4, kirjoitettu vain toiselle puolelle, merkattu
opiskelijan nimelld) opiskelijan itse kdsin kirjoittamia muistiinpanoja.
o Kotitehtavat (40%):
o 1x MATLAB OnRamp (suoritetaan omatoimisesti, sertifikaatti
palautetaan MyCoursesiin)
@ 5x Raportoidaan suullisesti lukuviikkojen 2—6 toisessa
laskuharjoituksessa.
Toisten opiskelijoiden teht&vien vertaisarviointin on osa tehtdvis,
joten pisteiden saaminen vaatii lasndoloa. Tehtavat julkistetaan
kotisivulla edeltdvand perjantaina.
Viisi parasta kotitehtdvatulosta (kuudesta) lasketaan yhteen.

o Vaihtoehto 2: Kurssikoe 24.2. tai 19.4. tai 7.6. (100%).
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Materiaalit

o Kurssikirja: Gilbert Strang: Introduction to Linear Algebra (5. ed).
o Luentokalvot: Julkistettu kurssisivulla jonka luennon jilkeen.

@ Taydentdvad kurssikirja: Robert Adams ja Christopher Essex: Calculus, a
complete course.

@ Matemaatinen sanakirja (eng-fin-swe).
@ Pikku-M (Lukiomatematiikan kertaamiseen)
@ MATLAB OnRamp (johdatuskurssi MATLAB-ohjelmointiin)
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Kurssin sisalto

Lineaarinen algebra ja lineaarinen geometria
o Kompleksiluvut
o Vektorilaskenta
Vektorilaskennan perusteet
o Kompleksiluvut
o 3-ulotteinen geometria
o Lineaarikuvaukset
@ Matriisilaskenta
e Matriisitulot
o Lineaariset yhtadloryhmit
]
)

Kaanteismatriisit
Determinantit
@ Matriisihajotelma
o Ominaisarvot
e Kannanvaihto
e Singulaariarvot
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

@ Luonnolliset luvut N=10,1,2,3,4,5,...} ovat luonnollinen joukko
aloittaa laskeminen.

@ Jos halutaan ratkaista muotoa x+n=m, n,meN, olevat yhtilot,
kaipaa lukujen joukko kuitenkin laajennusta kokonaislukujen

joukoksi:
z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

e Tamikaan ei riitd muotoa nx=m, myne Z, n#0, olevien yhtildiden
ratkaisemiseen, vaan tarvitaan laajennus rationaalilukuihin:

@:{%Im,neZ,n;ﬁO}.
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

o Rationaalilukujenkaan joukosta ei I8ydy ratkaisua yhtaldlle x2 = 2.
Té&ta varten tehdadan vield laajennus, otetaan mukaan myds
irrationaaliluvut, jolloin saadaan reaalilukujen joukko R.

@ Onko kaikki nyt hyvin?
o Mik3 on yhtilén x2 = -1 ratkaisu?
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

o Maidritelldan imagindariyksikké i olemaan luku, jolle patee

o Imagindariyksikkda 7 voitaisiin siis tavallaan kutsua myds —1:n
nelidjuureksi.

Maaritelma

o Kompleksiluku on muotoa
a+bi

oleva esitys, jossa a ja b ovat reaalilukuja ja / imaginaariyksikkao.
@ C={a+bi|a beR} on kompleksilukujen joukko.
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

@ Samaistetaan koordinaattipari (x,y) € R? ja kompleksiluku x+y € C,
eli

s
S
Il

{(x,y): x,yeR}
=C = {x+yi: x,yeR}

Piirrd kompleksiluvut 142/, 2—1i, i, =2 ja =3 -2/ koordinaatistoon.

@ Tulkitsemalla kompleksiluvut tason vektoreiksi ndhddan heti, miten
niiden yhteenlasku pit3da suorittaa.
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

@ Olkoot z=x+yi ja w=a+ bi kompleksilukuja.
e Talléin lukujen w ja z summa on

w+z = (a+bi)+(x+yi)
= (a+x)+(b+y)i,
@ erotus
w—z = (a+bi)—(x+yi)
= (a=x)+(b-y)i,
@ ja tulo
wz = (a+bi)(x+yi)

= ax+ayi+bxi+byi? (Muista: i2=-11)
= (ax—by)+(ay + bx)i.
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

o Olkoot w=2+2j jaz=2—|. Laske w+2z, w—2z ja wz. Tarkista
piirtdamalld kuvat.

Ratkaisu:
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

w=2+2| wz=6+2i

w+z=4+]

z=2—1i
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

Maaritelma

@ Luvun z=2z; +i zp € C reaaliosa on Re(z) := z; € R ja imaginaariosa
on Im(z):=z eR.

o Luku W=z —/ zp =Re(z)—iIm(z) on luvun z kompleksikonjugaatti
(eli liittoluku).
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Kompleksiluvut

Napakoordinaatit tasossa R?

A
(x1,x2)
,
X2
@
X1

— /2 2
r= X1+X2

=X
tangp = X
X1 = rcos¢
Xp =rsing
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Kompleksiluvut

Napakoordinaatit

o Jos x = (x1,x2) €R?, niin

x = (rcos(¢), rsin(@)) = r (cos(¢),sin(¢)),

missa
o r=|x|= x12 +x22 on pisteen etdisyys origosta
o ¢ =arg(x) €R on x:n argumentti eli kulma x:n paikkavektorin ja
vaaka-akselin valilla.

e Luvut
r=|x| €[0,00),
p=arg(x) €R

ovat x:n napakoordinaatit.
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Kompleksiluvut

Napakoordinaatit

Huom.

@ cos(¢p) =cos(¢+27) ja sin(¢p) =sin(¢p+27), joten argumentti on
monikasitteinen (kulmaan voi lisitd 27z-monikertoja)!
Usein halutaan, ettd arg(x) € [0,27) tai arg(x) € (-7, 7).

@ Jos x1 #0, niin

tan (arg(x)) = i—i “eli” arg(x) = arctan (i—i)

@ Origon vaihekulma arg(0) on “epdmaarainen”.
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Kompleksiluvut

Napakoordinaatit

@ Mitka ovat karteesisissa koordinaateissa ilmoitetun pisteen
x = (v/3,1) napakoordinaatit?

o Ratkaisu:
{r:lxl: \ \/§2+12=2,

¢ = arg(x) = arctan(1/V3) = /6.
o Napakoordinaateissa siis x = (2,7/6).
o (Tarkistus: 2cos(7/6) = V3, 2sin(n/6) =1.)
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Kompleksiluvut

Napakoordinaatit C:ssa

Maaritelma

@ Luvun z=2z; +7 z €C reaaliosa on Re(z) := z; €R ja imaginaariosa
on Im(z):=z eR.

o Luku W=z —i zp =Re(z)—iIm(z) on luvun z kompleksikonjugaatti
(eli liittoluku).

Maaritelm3 (Itseisarvo ja argumentti)

Jos z=2z; + iz € C, olkoon

|z| := 212+z22 ja arg(z):=arg((z1,22)).
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

o Nyt ¥ =|z| ja arg(¥) = —arg(z), joten ¥z = 1z|2.

@ Tarkistus:

Wz =(z1—izp)(z1 +izp) = (212 +z22) +i(z120 - 2021) = |21,

@ Jos 0#z€C, niin

z1 .z
z = |Z|(—1+I—2)
Izl 1zl

|z|(cos(¢g) +i sin(¢))

missa ¢ = arg(z).
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Kompleksiluvut

Kaanteisluku

o Kompleksiluvun z = x+ jy kadanteisluvulle saadaan laskusdantdjen
avulla muoto

x—=ly X .y

1w
—_—= — = = — 1 ,
z W x24+y? x24y2 X242

jos z#0.

@ Yleisemmin kompleksiluku w/z voidaan sieventdd muotoon a+ ib
laventamalla se nimittdjan liittoluvulla ¥

1
—=w=-= WW/IZIZ.
z z

e Siis |w/z| =|wl/|z| ja arg(w/z) = arg(w) —arg(z).
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

243 _(2+30)(4+5)) _ ~7+22i __ 7 22,
= = = —— — .
4-5i (4-5i)(4+5/)) 4l 417 41
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Kompleksiluvut

Polaarimuoto

@ Taylorin sarjakehitelmien avulla (jos olette opiskelleet DiffInt 1):

- 62 o* 03 05
C059+’S'n9:(1_§+E_m)+l(6_§+a_m)
202 Apd 303 5n5
<0 "0 . i°0 i°0
:(1+T+ 2 +o )+ (i0+ TR —)
—1+i6+ﬂ+@
a 2! 3!
=e',

@ Tama on varsinkin tavallista tekniikassa.
o Erityisesti huomataan Eulerin kaava:




Kompleksiluvut

Napakoordinaatit

@ Nyt kompleksilukujen kertolasku voidaan tutkita geomeetrisesti:

e Jos z; = el jaz= re®2 niin

7120 = rpef1e/02 = r1r2e’(01+92).

o Kahden kompleksilukujen tulon pituus on niidan pituuksien tulo, ja
tulon argumentti on argumenttien summa.

@ Tapauksessa z = cos(¢) + isin(¢) saadaan de Moivren kaava:

(cos(¢) +isin(¢g))" = cos(ng) + isin(ng).
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

o Mitki kompleksiluvut toteuttavat yhtilén z3 =17

o Vastaus: Ratkaise kirjoittamalla luvut polaarimuodossa z = rel?,
1=1e2" pnez.

e Tallgin yhtlo saa muodon

(rei(p)3 — r3ei3<p — 1ein2n,

josta r3 =1 ja 3¢ = n27. Yhtilon toteuttavat siis pisteet, joille r=1
jag= n%n, nez, eli

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

Lause ((Reaali- tai kompleksi-) algebran peruslause)

@ Olkoon p:C — C polynomi eli
$ k
p(z) =} axz",
k=0

missd ax € C ja ap #0.

@ Jos n=1, niin p(w) =0 jollakin w € C.
o “Lisaamalld R-joukkoon polynomin z2+1 =0 yhden ratkaisun,

lisatddn automaatisesti kaikille muillekin polynomiyhtalille
ratkaisun..”

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

Seuraus: Jos polynomi p on kuten edell3, niin

p(z)=an(z=r1)(z=r2)---(z=rn),

missa r1,r,...,rp € C.

p(z) =22 +1=(z-i)(z+i)

eli polynomin p juuret ovat —i,i € C (eivat reaalisia!).

Etsi polynomi, jolla on sekd reaalisia ettd imagin&arisia juuria.
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

o Etsi polynomin p(z) =z +(1-5i)z— (4 +4i) juuret.
o Ratkaisu: Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan

~(1-5i) £ \/(1-5i)2 - 4(-4(1+1)

z =
2
_ 5i—1+V1-10i-25+16i + 16
- 2
5i—1+v-8+6/

2
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

Esimerkki (Jatkuu)

@ Nelidjuuri voidaan laskea seuraavasti:
V=8+46i=x+yi <> —8+6i =x>+2xyi — y°.
o Ratkaistaan yhtaléryhma

x2-y?=-8
2xy =6

ja saadaan ratkaisuiksi x=1, y=3 ja x=-1, y=-3, eli

-8+6i=+(1+3J).
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

Esimerkki (Jatkuu)
o Etsi polynomin p(z) = z? +(1-5i)z— (4 +4i) juuret.

L _5i=1£ V86
_f.

—8+6i==x(1+3/).
@ Na&in ollen polynomin nollakohdat ovat

_5i—1-(1+3i)
B 2

5/ —1+(1+3/
=-1+ija z:'—('):4,',

‘ 2
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Kompleksiluvut

Kompleksiluvut

Esimerkki (Jatkuu)

@ Huom: Nelidjuuri voitaisiin laskea myds samalla idealla kuin
kompleksiluvun potenssi aiemmin, eli muuntamalla —8 + 6/
polaarimuotoon, ottamalla sitten nelidjuuri (Vre’® = r1/2¢i?/2) ja
muuntamalla lopuksi takaisin kompleksimuotoon.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Sarakevektorit

@ Reaalinen n-ulotteinen avaruus on joukko

RT=RxRx---xR={(x1,...,Xn) : X1,...,Xn € R}

@ Sen alkiot merkitdan talla kurssilla pystyvektoreina tai
sarakevektoreina
X1
X2
x=| . [eR".

Xn
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Vektorit
Skalaaritulo
tulo
Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Sarakevektorit

o Maiiritelldan kaksi laskutoimitusta joukossa R":
o Yhteenlasku x,y eR", x+y e R":

X1 y1 X1+y1

X2 Y2 X2 tYy2
x+y=| . [+] . |=

Xn Yn Xn+Yn

o Skalaarilla kertominen, ¢ €R, xeR", axeR":

X1 axq
X2 axo

ax=a| . |=
Xn axp
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Vektorilaskenta
en riippumattomuus

Lineaarikuvaukset

Sarakevektorit

@ Vektori 0, jonka kaikki alkiot ovat nollia, on nollavektori.

o Kaikille x e R" patee

x+0=x
ja
x+(-x)=0,
jossa
—-x1
-x= =(-1)x
X
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Sarakevektorit

Olkoon

Laske

Q x+y
(2 %y—x
© x+2z
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Vektorilaskenta

en riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorit

o Koordinaatisto muodostetaan kiinnittdmalla origo ja kantavektorit.

@ Kolmiulotteisessa avaruudessa siis esim. karteesinen koordinaatisto
{o,e1,ep,e3}, missa yksikkovektorit e1, e> ja e3 muodostavat
ortonormaalin positiivisesti suunnistetun kannan.

€3

€2

€]
@ Huom: Fysiikkassa kaytetddn joskus notaatio

i=e;,j=ey, k=es.
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Vektorilaskenta

en riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorit

@ Tasossa: Jos a kiertyy b:n paille vastapaivaan lyhint3 reittid, on pari
{a,b} suunnistettu positiivisesti.

@ Avaruudessa: Jos kolmikko {a,b,c} toimii oikean kidden s3annon
{P, E, K} mukaisesti, se on positiivisesti suunnistettu.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektorit

@ Olkoon tasossa koordinatisto (O, ej1,e2) kiinnitetty, ja olkoon
P =(x1,x2) téssd koordinaatistossa. Talléin

— _[x
r= OP:x1e1+x2e2:( 1).
X2

o Erityisesti,

e Siispd tason geometriset vektorit vastaavat R?:n sarakevektoreihin,
kun koordinaatisto on kiinnitetty.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektorit

@ Vastaavasti, Olkoon kolmiulotteisen avaruuden koordinatisto
(0,e1,e) kiinnitetty, ja olkoon P =(x1,xp,x3) tdssd
koordinaatistossa. T3llin

— X1
r= OP=x1e1 + Xxp€) +X3e3§ X2
X3
o Erityisesti,
1 0 0
ey = 01, e = 1], e3 =10
0 0 1

o Siispi kolmiulotteisen avaruuden vektorit vastaavat R3:n
sarakevektoreihin, kun koordinaatisto on kiinnitetty.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Pituusfunktio

itelm3 (Etaisyyskaava)
ai
: _| - : _ 2 2 2
@ Vektorin a= - | pituus on |la|l = aj+as+---+ap.

dn

@ Tama on ainoa mahdollinen mairitelma3, jos halutaan ett3d kaikkien
0

kantavektoreiden pituudet |le;|| =

[ay

=1, ja ettd Pythagoran
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Pituusfunktio

Maaritelma (Etdisyyskaava)

ai
Vektorin a=| : 7 = /243244232
@ Vektorina=| : | pituuson |lall=4/a7+a5+---+ap.

an

Lasketaan vektorin a = 2ej + 3e, + e3 pituus.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Skalaaritulo

@ Jos u ja v ovat samansuuntaisia, niin [[u+v]| =|ull + |lvll, joten
2 2 2
lu+vl©=lull®+ v +2]ullv].
@ Jos u ja v ovat vastakkaissuuntaisia, niin lu+v| = |[[lull - [Iv]I,joten

2 2 2
lu+vl® = lull®+lvi®=2]ulllv].

o (Pythagoran lause / ortogonaalisuuden maaritelm3): Jos u ja v ovat
ortogonaaleja, niin

2 2 2
lu-+vI? = ull® + vi®
e Joten luku
1
u-v= (v = 3 (lu+vi® - jul - vi?)

kertoo “minka verran u ja v ovat samansuuntaisia”.



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Skalaaritulo

Vektoreiden u ja v skalaaritulo (eli sisatulo, eli pistetulo) on

u-v=<{uv)=

Nl = ~

2 2 2
(1l +vi? = ul? = vii?).

@ ...mutta miten tdma lasketaan?

@ Huom: kaikille verktoreille u patee

2
u-u=|uf”.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Skalaaritulo

o Etdisyyskaava:

lu+v|?= (u1 +v1)2+---+(u,,+ v,,)2

2

=(ul+v12+2u1v1)+---+( ,2,+v3+2u,,vn)

2 2
= ull= + IvlI® +2(up vy + -+ + tpvp).

o Skalaaritulo:

1
u-v = ) = = (lu+viZ -l - v)?)
=(upvy+ -+ Upvp).

@ Siispa skalaaritulot voidaan helpostikin laskea vektoreille u,v e R".
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Kosinilause

Lause (Kosinilause)

abe lal|blcos£(a,b), josa#0b#0
o, josa=0taib=0

@ Huom: Vektorit a # 0,b # 0 ovat siis kohtisuorassa jos ja vain jos
a-b=0, merkitdan a_Lb.

@ Lukiossa lienette ndhneet kosinilause eri muodossa, jossa se kertoo
jotakin kolmion kolmannen sivun pituudesta jos kahden sivun
pituudet ja yksi kulma on jo tiedossa.

e N3dmi kaksi muotoilua ovat kuitenkin yhtapitavat. (Tarkistakaa jos
huvittaa!)
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Skalaaritulo

Lause (Cauchy-Schwarzin epayhtald)

lu-vl=llulliviiicos(0)l < lulllivl

@ Koordinaattimuodolla:

upvi 4+ upvp < +u,,\/v1 Ve

4\ (1
4.-1+3-2+2-3+1-4= g . g <V16+9+4+1vV1+4+9+16.
1) \4
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Skalaaritulo

Esimerkki

@ Mik3 on vektoreiden u = (g) jav= (;) valinen kulma?

G)
g
\ 5
(5)
°
sl uv 2:1+0-3 2 1
lullivll /221 02,/12+32 2V10 V10
°
1 :
0 = arccos| — | = 71.6°.

0
Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401




Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Skalaaritulo

laaritulojen lineaarisuus)
o u-v=v-u.
ou-(viw)=u-v+u-w.

@ (cu)-v=c(u-v).
@ Seuraa heti skalaaritulojen kaavasta

u-v=uivy+---+uUpVvp.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulo

@ Vektoritulo (“vektori x vektori = vektori") voidaan (jarkevasti)
muodostaa vain kolmiulotteisessa avaruudessa.

M3aritelma

Olkoot a, b kolmiulotteisia vektoreita. Vektori- eli ristitulo on vektori
axb, jolle patee:

© laxb|=|allb|sin£(a,b)
Q@ axbla axblb
© vektorit a, b, a x b muodostavat oikeakatisen systeemin

@ Josa=0taib=0,onaxb=0.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulo

Esimerkki

Vektorien e; ja ey vektoritulo e; x ex =e3, silld

le; xex| = lejllealsin£L(e1,ep) =1-1-sin(n/2) =1,

e3 on kohtisuorassa kumpaakin vektoria vastaan, ja {e1,ep,es}
muodostavat oikeakitisen systeemin.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulo

Vektoritulo ei ole
@ vaihdannainen: axb=-bxa
o liitdnnidinen: (e1 xep) xex =e3 x ey = —ej, mutta
61X(32X82)261X0=0.
Sille kuitenkin patee
e ax(b+c)=axb+axc
o (a+b)xc=axc+bxc
o (@aa)xb=ax(ab)=a(axb).
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Vektorit
. Skalaaritulo
Vektorilaskenta .
Ve tulo
Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektoritulo

Kannassa {e1,e»,e3} vetoritulo saa nasevan muodon: Olkoon

a
b

aije; +ajzer + azes,

B1e1+ Pfres + fzes.

Talloin voidaan suoralla laskulla osoittaa, etta

axb=(axp3-azpPo)er+(az3f1—aifs)er+(a1f2—azpi)es.

Mydhemmin talld kurssilla opimme determinantin kisitteen ja ndemme,
ettd yo. voidaan kirjoittaa lyhyesti muodossa

e e €3
axb=| a1 ar a3

f1 B2 B3

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulo

Olkoon a=ej +ey, b=—ej +2ep, c=2ej +e3. Laske
Q axb

Q@ bxc
Q axc

Ratkaisu:

Q axb=(e;+ep)x(—e;+2ep)=
—e1><e1+2e1><e2—e2><e1+2e2xe2=0+2e3—(—e3)+0:3e3

Q@ bxc=-2e;xex—e; xe3z+4er xepr+2ep xez=—2e3+ep+2e;
© axc=2e; xex+e;xez+2er)xer+erxez3=2e3—er+e;

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulo

Lause

Vektoreiden a ja b virittdman suunnikkaan ala on |a x b|.

Ala = kanta - korkeus = |a||b|sin¢ = |a x b|. O
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulot fysiikassa

@ Vivun vaiantémomentti.

@ r on pyorimisakselista meneva vektori pisteeseen, johon vaikuttaa
voima F.

@ Oikeakierteinen ruuvi muuttaa vidantdmomentin seinddn menevaksi
voimaksi T=rxF.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoritulot fysiikassa

@ Magneettikentdn Lorentzin voima:
e Virta /. (Hiukkaustasolla, / = gv, jossa g on lataus ja v on nopeus).
@ B magneettikentta.

o F=1xB “johtoa vetddvad" Lorentzin voima.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

Vektoriavaruuden aksioomat

Maaritelma

Olkoon V joukko, olkoot +:V xV — V ja -:Rx V — V operaatiot, ja
olkoon 0 € V alkio siten, etta kaikille u,v,w € V patee:

o u+(v+w)=(u+v)+w
@ u+v=v+u

o Ou=0
 lu=u
@ a(u+v)=au+av

(a+b)u=au+ bu
o (ab)u=a(bu)

Talloin V kutsutaan vektoriavaruudeksi (yli R).

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Vektoriavaruudet

Seuraavat joukot moudustavat vektoriavaruuksia:
o Geometristen vektorien joukko Eukliidisessa tasossa.
o Geometristen vektorien joukko Eukliidisessa avaruudessa.
o Sarakevektorien joukko R". (jokaiselle n).
@ Polynomien (yli R) joukko.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikombinaatiot

o Vektorien vy,...,v, lineaarikombinaatio, tai lineaariyhdistely on
muotoa

aivy +---+apVp
esitettava vektori.

@ Vektorien eg,ey,...,e, € R” lineaarikombinaatio on muodolla

1 0
0 (™
a=aje;+---+apep=ay| . |+--+an| |=]:
: 0 !
a
0 1 n

esitettava vektori.

@ Siispa kaikki avaruuden R" vektorit ovat kantavektorien e1,ey,...,e,
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikombinaatiot

o Vektorien e1,e; € R3 lineaarikombinaatio on muodolla

1 0 a
v=ae;+bes=al|l0|+b|1l]|=|b
0 0 0
esitettava vektori.
X
o Toisin sanoen, nim3 ovat kaikki vektorit | y | € R3 joille patee
z
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikombinaatiot

1 0
@ Vektorien [1] ja [ 1] lineaarikombinaatio on muodolla
0 1
1 0 a
v=al|l|+b[1|=|a+b|ecr®
0 1 b
esitettava vektori.
X
o Toisin sanoen, nima ovat kaikki vektorit | y | € R3 joille patee
V4

X+z=y.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarinen riippuvuus

@ Joukko vektoreita v1,...,v, on lineaarisesti riippuva, jos on olemassa
reaaliluvut ay,...a,, eivat kaikki 0, siten, ettd

a1v1+---+anv,,=0.

@ Jos yhtilon
aivi+--+apvp=0

ainoa ratkaisu on @y =---=a, =0, niin joukko v1,...,v, on
lineaarisesti riippumatton.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarinen riippuvuus

o Vektorit e ja ep ovat lineaarisesti riippumattomat, silld yhtalolla

0=ae1+be2:( Z)

on ainoana ratkaisuna a=b=0.

o Kaksi rinnakkaista vektoria v ja av ovat aina lineaarisesti riippuvat.

(1) (1. (1 . L
o Vektorit ol 11]42 |2 ovat lineaarisesti riippuvat, silla

o-1f)-2fi}1f)
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Vektorilaskenta

Lineaarinen riippuvuus

Vektorit
Skalaaritulo
Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

@ Kolme vektoria tasossa ovat aina lineaarisesti riippumattoimia:

— —

—_—

EREVESW

Wi

J v

N,

v

MS-A0401




Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarinen riippuvuus

o “Algebrallisemmin”: Vektorit (Z) (2) ja (?) ovat lineaarisesti
riippuvat, silla:

0:(cf—de)(z + (be—af)

2) +(ad - bc) (?) .

o Ainakin yksi kertoimista on # 0, paitsi jos kaikki vektorit ovat
rinnakkaisia.
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Vektorit
. Skalaaritulo
Vektorilaskenta Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Lineaarinen riippuvuus

@ Seuraava lause tosistetaan myéhemmin kurssissa.

use
@ Olkoot vektorit v1,...,vm, € R" lineaarisesti riippumattomat.

@ Talléin naiden lineaarikombinaatiot muodostavat R™:n ala-avaruuden
(V1,...,Vm), jonka maarittdd n— m yhtilé4.

o Erityisesti, R":ssd on korkeintaan n lineaarisesti riippumatonta

vektoria.
@ Jos valitaan n vektoria satunnaisesti R":st3, niin ne ovat melkein
varmasti (mitd se nyt tarkoittaakaan) lineaarisesti riippumatonta.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarinen riippuvuus

IR
-4
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

o Lineaarikuvaukset ovat “vektoreille luonnollisia” funktioita.

o Tutkitaan taloustieeteessa, tietotieteessa, tietokonegrafiikassa,
siahkdmagnetiikassa...

M3aritelma

Funktio T: R" —R™ on lineaarinen (eli lineaarikuvaus), jos
(i) T(u+v)=T(u)+ T(v) kaikille u,veR"
(ii) T(cu)=cT(u) kaikille c€R ja kaikille ueR".

o Erityisesti, mielivaltaiselle u e R" patee

T(0)=T(0u)=0T(u)=0.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

Esimerkki (Tason venytys)
. [} Mm % 3x
& e 2av

Esimerkki (Tason kierto eli rotaatio)

A > cosf cos(6+7)
@‘% T r( sinf )Hr( sin(6+ %) )

7
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

Esimerkki (Tason peilaus)

Esimerkki (Tason projekio)

{
KL
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Vektorit
. Skalaaritulo
Vektorilaskenta Vektoritulo
Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Lineaarikuvaukset

Kaikki tason lineaarikuvaukset (eli kuvaukset R?> — R? ovat)
@ venytyksia
o peilauksia
o kiertoja
@ projektioita
tai ndiden yhdisteita.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

simerkki (Avaruuden p

viewpoint

Ragnar Fi MS-A0401



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

M3aritelma

Funktio T: R" —R™ on lineaarinen (eli lineaarikuvaus), jos
(i) T(u+v)=T(u)+ T(v) kaikille u,veR"
(i) T(cu)=cT(u) kaikille ceR ja kaikille ueR".

e Ehdot voidaan (induktioperiaatteen nojalla) lausua my6s yhdessa:
T(crur+...+ceug) =c1 T(ug) +...+cx T (ug)

kaikille k €N, kaikille c1,...,cx €R ja kaikille ug,...,uy e R".

o Lineaarikuvaus sailyttda lineaarikombinaatiot.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

Avaruuden R" suora on joukko
fut+tv | teR cR",

missa u € R" on erds suoran piste ja v e R" on suoran suuntavektori.

Lause

Lineaarikuvaus kuvaa suoran suoraksi.

Luentoharjoitus. ]
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

o Kuvaus joka “ei ndytd samalta kaikialla” ei ole lineaarinen.

Esimerkki (Ei lineaarikuvausta)

a

@ Lineaarikuvauksen ja translaation ( ; )_,( x )+ b

y

) yhdistetty

kuvaus on affiinikuvaus.
Esimerkki (Affiinikuvaus)

Funktio f:R— R, f(x)=3x—4, ei ole lineaarinen, vaan affiini.
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Vektorit
Skalaaritulo
tulo
Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

@ Olkoon

Vi

v=|  [=vie;+---+vye e V.

Vp

@ Jos T:R™— U on lineaarikuvaus, niin

T(V) = T(v1e1 +-oo 4 v,,e,,) =vi T(el) + v, T(en)-

@ Joten kuvaus T on yksikdsittdisesti madaritelty, jos tiedamme

[T(e1),---, T(en)].
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Matriisit

Ma&aritelma

Olkoon T :R" — U lineaarikuvaus, ja olkoon ejy,...,e, avaruuden V
kanta. Vektorijono

[T(e1),---, T(en)]

kutsutaan kuvauksen T matriisiesitys (luonnollisessa kannassa ey, ...,ep).

@ Jos U=R™, niin jokainen f(e;) on m-ulotteinen sarakevektori.

e Tallin matriisi T on m rivin ja n sarakkeen taulukko

a11 412 a13
a1 a2 axz

o Tallainen taulukko kutsutaan m x n-matriisiksi.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
[RLEEETNTVETE

Vektorilaskenta

Matriisit

Esimerkki (Tason venytys)

W

*(o)~(0]
- (1)-(1)

. 30
o Matriisiesitys: ( 0 1 )
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Vektorilaskenta

Matriisit

simerkki

*(o)-(%)
- (7)-(1)

.. .. (=10
° Matr||5|e5|tys.( 0 1 )

Ragnar Freij-Hollanti

Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
[RLEEETNTVETE
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Matriisit

Vektorilaskenta

Esimerkki (Tason kiert

o Matriisiesitys:

|

S-S
Sl
Il

Ragnar Freij-Hollanti

Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
[RLEEETNTVETE
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
[RLEEETNTVETE

Vektorilaskenta

Matriisit

Esimerkki (Tason kier

e Kulma @ (vastapiivaan)
o 1 _ cosf
0 sin@
o 0 —sinf
1 cosf
cos@ —sinH)

o Matriisiesitys: ( sinf  cos6
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Vektorit
Skalaaritulo
tulo
Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Lineaarikuvaukset

o Kiytetdadn kuvauksen f matriisiesitys

a1l aln
[ f(er)---f(en) |=
aml ' amn

laskemaan f(v) mielivaltaiselle vektorille v.
("]

Vl a1 ain
_Vlf(e]_)+--‘+vnf(en)=vl +o vy,

-
|

Vn aml amn

viail+-- -+ Vaaip

Viaml t -+ Vaadmn
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
[RLEEETNTVETE

Vektorilaskenta

Matriisien kertolasku

M3&aritelma

air dln Vi
Matriisin A= S - ja sarakevektorin v=| : | €R" tulo on
dml  *°°  dmn Vn
sarakevektori
a1 aln 4 via1l +--+vnaip
Av=| - ; =
3n‘71 a,}m v‘n viami oo vnamn
a1 a1n
=vy +eoet v eR™
am1 amn

@ Matriisin ja vektorin tulo on maaritelty ainoastaan jos matriisin

sarakkeiden maar3 on yhtd kuin vektorin rivien maara.



Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Matriisien kertolasku

4 17, 4.1+1-2 6
2 0 (2 ): 2:-1+0-2 = 2
-1 0 -1-1+0-2 -1

X x+0+0 X
y |=| O+y+0 |=| ¥
z 0+0+2z z
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
Lineaarikuvaukset

Vektorilaskenta

Matriisien kertolasku

o Mielenvaitaiselle n, neliomatriisi

(10 00
010 - 00
0
Ih=1,=
0
0 0 e 010
[0 0 0 1

(jossa n rivid ja n saraketta) on identiteettikuvauksen
R" — R" Vv

matriisiesitys.
e Tama kutsutaan (n-ulotteiseksi) identiteettimatriisiksi.
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Vektorit

Skalaaritulo

Vektoritulo

Lineaarinen riippumattomuus
[RLEEETNTVETE

Vektorilaskenta

Matriisien kertolasku

Esimerkki
1 0 -1 ; _(X—z)
0 1 -1 S y—z

o T3ami on sama projektio R3 — R2 kuten ennen.

@ "Piiretdan 3-ulotteinen kanta paperiarkkiin.”

~ €,

> €

[$4
e,
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

o Olkoot f:R" —R"™ ja g:R™ —R¥ lineaarikuvauksia.
o Niiden yhdistelmi gof :R" — RX on mybs lineaarinen.
o gof(v)=g(f(v))

@ Peilauksen ja kierron yhdiste.

N f ’ Al g
% - @% €
L = %’
1\\.
— 4
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yhtaléryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

Lause

@ Olkoot f:U—V ja g:V — W lineaarikuvauksia.
e Niiden yhdistelma gof : U — W on myés lineaarinen.

o gof(v)=g(f(v))

@ Olkoot u,u’€ U, ceR. Then

gof(u+cu')=g(f(u+cu))

=g (f(u)+cf(u')) f lineaarinen
=g(f(u))+cg(f(u)) g lineaarinen
= gof(u)+ cgo f(u) =
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
riset hmat

Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

Esimerkki (Jatku

@ Peilauksen ja kierron yhdiste:

o Kuvauksen f matriisiesitys: ( -1 0 )

0 1
.. .. [ cos@ ~—sinf
@ Kuvauksen f matriisiesitys: ( Gnd  cosd )

@ Mika on kuvauksen gof matriisi?
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Matriisien kertolasku
inen lineaarigeometria
L iset yhtildryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

Esimerkki (Jatkuu)

o Kuvauksen f matriisiesitys: ( _01 2 )

cosf —sinf
sin@  cos6
@ Mik3 on kuvauksen gof matriisi?

o Kuvauksen f matriisiesitys: (
o

(go f(el) go f(e2)) = (g(_el) g(EQ)) = ( i(;(l)nsg _CZiSnQB

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
einen lineaarigeometria
riset yhtaloryhmat
Matriisilaskenta aanteismatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

Esimerkki (Jatkuu)

o Kierron ja peilauksen yhdiste:

@ Mika on kuvauksen fog matriisi? (Huom: fog #gof.)

cosf —sinf
(f( sin@ ) f( cosf ))
—cosf sin@
sin@  cos@

(fog(e1) fog(e2))

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

ail -+ ain
e A= : : kuvauksen f : R" — R™ matriisi.
adml  *** dmn

bi1 - bim
e B=| . kuvauksen g :R™ — R matriisi.

bir -+ bkm
Miks on kuvauksen gof :R" — RK matriisi?

ail aln
(gof(er) - gof(en))=g| |- &
aml amn
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Matriisien kertolasku

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

o Kuvauksen gof matriisi on

a1l ain

ami amn
@ Muistakaa matriisin ja vektorin kertolasku:

vy b1 -+ bim vi

Vm bk -+ bkm Vm
b11V1 + b12V2 +e 4+ blme

bk1V1+bk2V2+-~+bkam

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhdistetty lineaarikuvaus

@ Siispd kuvauksen gof matriisi on
anl ain
B ... B
aml dmn

biiaii+--+bimamr - briain+- +bimamn

= : : . (D

biiaii+-+bgmam1 -+ briaip+-+ + bkmamn

o Maaritelemme kaavalla (1) matriisien B ja A tulo BA.

@ Matriisin C = BA alkio c;; on matriisin B rivin i ja matriisin A
sarakkeen j skalaaritulo.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
iset yhtildryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Matriisien kertolasku

e Matriisin C = BA alkio c;; on matriisin B rivin i ja matriisin A
sarakkeen j skalaaritulo.
e Matriisitulo ei todellakaan ole vaihdannainen: AB # BA (yleens3).
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yhtalryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Matriisien kertolasku

@ Matriisin C = BA alkio cjj on matriisin B rivin / ja matriisin A
sarakkeen j skalaaritulo.

@ Tam3 vaatii ettd B:n sarakkeiden maard on yhtd kuin A:n rivien
maara.
o Muistisdanté: (nx m)(mx k) =(nx k)

°
2 2 -1 4) (12 -3 14
4 3 0 1) (14 -1 8 )

e Tulo

ei ole olemassa.
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
Lir .t yhtildryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Transpoosi

@ Notaatio: Matriisin
bi1 - bim

bk -+ bkm

transpoosi on
bi1 - b

MS-A0401



Matriisien kertolasku
inen lineaarigeometria
iset yhtaléryhmat
Matriisilaskenta ismatriisit
a dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Matriisien kertolasku

@ Olkoon A (nx m)-matriisi, ja B, C (m x k)-matriiseja.
@ Jos teR, niin tA on (nx m)-matriisi jossa paikassa (/,j) on aj;.
e B+ C on (mx k)-matriisi jossa paikassa (/,j) on bj; + cj;. Huom:
matriiseilla B ja C on samat dimensiot.
o Nyt pitee (tarkista!)
o (AB)T =BT AT.
o (tA)B=A(tB)=t(AB) jos teR.
o A(B+C)=AB+AC.
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Matriisien kertolasku
3-4 inen lineaarigeometria
et yhtaloryhmat
Matriisilaskenta E matriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Matriisien kertolasku

e Jos f:R"—R™, g:lR’"—»IRk, h:R*K =R/ niin
ho(gof)(x)=h(g(f(x)))=(hog)of(x).

@ Jos kuvauksien f, g, h matriisit ovat A, B, C, tdstd seuraa matriisien
kertolaskun liitinnaisyys

C(BA) = (CB)A.
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
hmat

Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Matriisien kertolasku

o
1 0)({0 0) (0 O
0 0 0O 1) L0 0)

o Geometrisesti: Projisoidaan ensin y-akseliin matriisilla

0 ol
o | jolla

o =

0
0 :
Taman jalkeen projisoidaan x-akseliin matriisilla ( )

y-akseli projisoidaan nollaan.

@ Siistpa tulo AB voi olla nolla, vaikka kumpikaan matriisi ei olisi
nollamatriisi!
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
i set yhtaldryhmit

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Normaalivektori

@ Olkoon Pp = (xp,Y0,20) piste avaruudessa, ja olkoon n geometrinen
vektori.

o Pisteet P, jolle pitee PyP L n, muodostavat tason II.

@ n on taman tason normaali.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
i set yhtaldryhmit
Matriisilaskenta i
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Tason yhtalo

a
@ Jos normaalin=|b|, Py=(x0,¥0,20), ja P=(x,y,2) niin saadaan
c
yht3lo
X —=X0 a
y=-yo|=PoPLn=|b
Z—2) c
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
is 5ryhmat
Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Tason yhtalo

@ Yhtalo
X=X a
y=yo|=PoPLn=|b
Z—2) c

voidaan kirjoittaa muodolla
a(x—xo) +b(y —yo) + c(z-20) =0,

eli
ax+ by +cz=axg+byg+czg = d
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
i set yhtaldryhmit

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Suoran parametrisointi

@ Olkoon Pg = (xp,Y0,20) piste avaruudessa, ja olkoon v geometrinen
vektori.

o Pisteet P, jolle pitee PaP /| v. muodostavat suoran L.
o Notaatio:

u/v & u=av jollekin @ © u ja v ovat yhdensuuntaiset

@ v on tidman suoran suuntavektori.
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
i set yhtaldryhmit
Matriisilaskenta i
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Suoran parametrisointi

@ Olkoon Py =(xp,y0,20) piste avaruudessa

a
@ Olkoon L Py:n lapi meneva suora, jolla on suuntavektori v=|b
c

@ Talldin suoran L parametrimuodossa on

{(xo+ta,yo +tb,zg+ tc) : t € R}.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
inen lineaarigeometria
iset yhtaldryhmat
Matriisilaskenta ismatriisit
a dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Suoran parametrisointi

@ Olkoon L suora pisteiden (1,1,0) ja (4,—1,-2) lapi.
@ Mik3 on taman yhtil6 parameterimuodossa?

4-1 3
@ Sen suuntavektorion |-1-1]|=[-2].
-2-0 -2

@ Sen parametrisointi on siis

{(1+3t,1-2t,0-2t): teR} = {(1+3t,1-2t,-2t): te R}

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
is 5ryhmat
Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Suoran parametrisointi

@ Olkoon L={(1+3t,1-2t,-2t):teR} kuten viime esimerkissa.
@ Olkoon II taso pisteen (2,0,1) lapi, ja vastakohtainen L:ia vastaan.
@ Mika on tason yhtals?

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
einen lineaarigeometria
riset yhtaloryhmat
Matriisilaskenta aanteismatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Suoran parametrisointi

o L={(1+3t,1-2t,-2t):teR}, Pp=(2,0,1).

3
@ Suoran L suuntavektori | —2 | on tason Il normaali.

-2
@ Yhtald on siis

ax+by+cz=3x-2y-2z=d
jollekin d.

o Tiedetdan, ettd yhtals patee kun (x,y,z) =(2,0,1), joten

d=3-2-2.-0-2-1=4.

o Vastaus:
3x—-2y—-2z=4.



en kertolasku
inen lineaarigeometria
set yhtaldryhmit
smatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Matriisilaskenta

Projektio tasoon

@ Olkoon P =(xg,y0,20) piste, ja olkoon II taso, jolla on yht3lo
ax+by+cz=d.

@ Mika on pisteen P projektio, eli 1dhin piste, tasossa I17
@ Olkoon projektio Q. Tallgin (5PJ.H, joten

a

dP:a b| jollekin a € R.
c

e Jos Q=(x,y,z)=(xo+aa,yo+ab,zy+ac), saadaan siis yhtilo

a(xo+aa)+b(yo+ab)+c(zo+ac)=d
(muuttujalla a).
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
Lineaariset yhtaléryhmat
Matriisilaskenta K smatriisit
a dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Etaisyys tasoon

@ Olkoon P =(xp,Y0,20) piste, ja olkoon II taso, jolla on yht&l6
ax+by+cz=d.

@ Mika on pisteen P etdisyys? tasoon II7

o Etdisyys on | QP]|, jossa @ on P:n projektio tasoon.
a

° (5P=a b|, jossa
c

d=a(xg+aa)+b(yg+ab)+c(zg + ac)

=axp+ byp +czo+a(32 + b2 +C2)

2
a

=axg+byg+czo+ || b
c

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
Lineaariset yht&léryhmit

Matriisilaskenta EE] smatriisit
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

o Perinteisesti yhtdloryhmat ratkaistaan lisaamalla ja vihentdamalla
yhtil6ita toisistaan, jollakin kertoimilla painotettuina.

@ Tami3 ei muuta ratkaisujen joukko.
o Esimerkkiksi, yhtaloryhmalla

2x+2y+z+w =0
{ X+y =1 (2)

on samat ratkaisut kuin yhtaléryhmalla

zZ+w =-2
{X+y =1 7’ (3)

joka saadaan ryhmista (2) vihentamilld kaksi kertaa toista yht3lo3
ensimdisestd yhtalosta

o Yhtiléryhmat (2) ja (3) ovat yhtapitavat.
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
aariset yh
Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Lineaariset yhtaloryhmat

@ Ratkaistaan seuraava yhtalryhma:

X + 2y + 3z = 12
y + 2z = 3
2x + z = 6

@ Vihennetdin kaksi kertaa ensimmaista yhtaléa kolmannesta.

°
X + 2y + 3z = 12

y + 2z = 3
- 4y - 5z = -18
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
aariset yh
Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Lineaariset yhtaloryhmat

°
X + 2y + 3z = 12
y + 2z 3
- 4y - 5z -18

o Lisdtaan nelja kertaa toista yht&load kolmanteen.

x + 2y + 3z 12
y + 2z 3
3z = -6

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
aariset yh
Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Lineaariset yhtaloryhmat

°
X + 2y + 3z = 12

y + 2z = 3

3z = -6

o Jaetaan kolmas yhtal6 kolmella.
@ Vihennetddn kaksi kertaa kolmasta yhtiloa toisesta.

°
X + 2y + 3z = 12

y = 7

z = =2
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
aariset yh
Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Lineaariset yhtaloryhmat

X + 2y + 3z = 12
y = 0
z = =2

@ Vihennetdin kolme kertaa kolmasta yhtiloa ja kaksi kertaa toista
yhtidl6d ensimmaisesta.

X
Il
N

@ Tama on Gaussin eliminaatio; mekaaninen algoritmi ratkaisemaan
mink3 tahansa lineaarinen yht&léryhma.
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Matriisien kertolasku
otteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Yhtaloryhma matriisimuodossa

@ Seuraavaksi tulkitaan lineaariset yht3loryhmat matriisien avulla.

@ Tarkastellaan esimerkkin3 lineaarista yhtaloparia

2x1—xp =1
X1 +x2 =5.

@ Matriisimuodossa tama kirjoitetaan
2 -1 )\(x)_(1
1 1 ){x) \5)°
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta Kadnteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Yhtaloryhma matriisimuodossa

o Tulkinta 1: kumpikin yht3lparin yht3l3 kuvaa suoraa tasossa R?, ja
mahdollinen ratkaisu x = (x1,x2) on suorien leikkauspiste.

o Tulkinta 2: matriisi A:( i _i ) madrittelee kuvauksen (=
funktion) R? — R?, x — Ax. Halutaan lIoyt43 vektori x € R?, jolle

Ax:b:(;).
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Yhtaloryhma matriisimuodossa

o Yleisesti: Lineaarinen yhtidléryhm3 Ax = b, missd annettuina ovat
A=(aj;) eR™" jab=(by,...,bm) €R™, ja halutaan ratkaista
x=(x1,...,Xp) €R™:

a11x1+aiexo+...+aipxn = by

aziXi+azxxo+...+axpXxp = b2

am1X1 +ameXo + ...+ amnXn = bm.
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Matriisien kertolasku
inen lineaarigeometria
iset yhtdléryhmat
Matriisilaskenta ismatriisit
a dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Yhtaloryhma matriisimuodossa

o Tulkinta 1: kukin rivi ag1xq +...+ aknxn = bk (1 <k <m) on yhtild
hypertasolle avaruudessa R". (Suora, kun n=2; taso, kun n=3.)
Mahdollinen ratkaisu x € R" on kaikille hypertasoille (m kpl) yhteinen
piste.

@ Tulkinta 2: Matriisi A maarittelee kuvauksen R” — R™, x — Ax.
Etsitddan vektoria x € R”, joka kuvautuu vektoriksi b e R™.
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Matriisien kertolasku
inen lineaarigeometria

Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Yhtaloryhma matriisimuodossa

Tarkastellaan yhtaléryhman eri tulkintoja seuraavissa kahdessa
tapauksessa.

o
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta eismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Liittomatriisi

@ Matriisiyhtilo

a1 v A X1 by

dml ' dmn Xn bm
voidaan kirjoittaa kompaktimmin liittomatriisina

a1 - an | b

aml *** Aamn | bm
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta eismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

@ Gaussin eliminaatio on lineaarisen yhtidléryhman manipulointi
[Alb],

manipulointi rivioperaatioilla, jotka eivat muuta ratkaisujen joukkoa:

o lisddmalld yht3lon toiselle, jollakin kertoimilla painotettuina.
e vaihtamalla kahden yht3l6n jarjestys.
o kertomalla yhtalon vakiolla ¢ #0

@ Muistathan, ettd liittomatriisin rivit ovat yhtildryhman yhtalét.
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta

Gaussin eliminaatio

o Ratkaistaan (uudelleen) yhtiloryhma:

|
w

y + 2z

X + 2y + 3z = 12
2x + =z

Il
(@)

@ Matriisimuodolla kirjoitetaan:

1 2 3 | 12 -2 1 2 3 | 12

01 2] 3 ] ~f0 1 2 | 3 4

2 01 ] 6 + 0 -4 -5 | -18 ]+

1 2 3 | 12 1 2 3 | 12 +
~f0 1 2 | 3 ~10 1 2 | 3 +
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta Ké&énteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

Esimerkki (Jatkuu)

O O B O O =

O B O O = N
_H O O ~ N W

o Ratkaisut ovat siis:

x = 4
y = 7
z = =2
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

o Etsi yhtaloryhman kaikki ratkaisut, kun

X1 + 2% + 3x3 + 4xq =1
2x1 + 4xo + 8x3 + 10x4 =6 <= Ax=b
3x1 + 6x0 + 1llx3 + 1ldxq =7

@ Ratkaisu: Kirjoitetaan yhtdlo matriisimuotoon Ax =b, eli

12 3 4\ n

2 4 8 10||™|=]6].

3 6 11 14)|] \7
X4
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

@ Ennen kuin sijoitamme liittomatriisiin oikealle puolelle vektorin

1 b
b= |6, suoritetaan eliminaatioaskeleet yleiselld b= | by |.
7 b3
1 2 3 4 | b ]—2 -3
2 4 8 10 | by +
3 6 11 14 | b3 +
1 2 3 4 | b
~10 0 2 2 | by-2bh ]—1
0 0 2 2 | b3-3b; +
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Matriisien kertolasku

3-ulotteinen eometria

Lii iset yl ]
Matriisilaskenta K ismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

1 2 3 4 | b1
~10 0 2 2 | by —2by
0 0 0 O | bzg—bp—-bg

@ Jotta viimeiselle riville ei syntyisi ristiriitaa, on padettdva
b3 —by—b1 =0.

Tama on konsistenssiehto.

@ Annetulla vektorilla 7—6—1=0, joten ristiriitaa ei synny.
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Matriisien kertolasku
otteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

o Palataan sitten annettuun vektoriin b, jolloin saadaan

1 2 3 4 | 1 +
0 0 2 2] 6-2 I:j—a
0 0O | 7-6-1
2 01 ] -5
~/10 01 1 | 2
0 00 0] O

@ Matriisi A on nyt saatettu redusoituun porrasmuotoon. Tama
tarkoittaa muotoa, jossa jokaisen rivin ensimmainen nollasta
poikkeava alkio on 1 ja alemmalla rivilld on alussa nollia aina
useampi kuin ylemmalla.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria
Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta K smatriisit
a dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

@ Jaetaan muuttujat
a) kiinnitetyiksi (x1,x3)
b) vapaiksi  (x2,x4)

@ Miksi nam3 nimet?
@ Vapaat voi korvata parametreilla ja ratkaista kiinnitetyt niiden avulla.

@ Olkoon x» =5, x4 =t, s,t € R. Ratkaistavana on siis

1201X51 -5
001 1 =2
000 0f | 0

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku
otteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

@ Helpoiten loppu onnistuu kirjoittamalla ongelma takaisin
yht&léryhmaksi
x1+2s+t=-5
x3+t=2

@ Tastd saadaan ratkaistua kiinnitetyt muuttujat x; ja x3 vapaiden

avulla:
x1=-5-2s—-t

x3=2-t

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

@ Saatiin siis yhtalot

missa s, t € R.
@ Toisin sanoen, kaikki muotoa

-5 -2 -1

X = 0 +s L +t 0 s,teR
2 0 _1 ) i )
0 0 1

olevat vektorit toteuttavat siis alkuperaisen yhtalon Ax=b, eli
ratkaisuita on ddreton maara.

’

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

-2 -1

: .. . |1 1f. 10

@ Huom. Vapaiden muuttujien kerroinvektorit o5l
0 1

ratkaisevat yhtdlon Ax =0, eli samaa matriisia vastaavan
homogeenisen yhtilon. Myos kaikki niiden lineaarikombinaatiot
ratkaisevat homogeenisen yhtalon.

@ Sanotaankin, ettd matriisin A ydin on yhtdléryhman Ax=0
ratkaisuiden joukko, eli tdssd tapauksessa

—2\ (-1
JV(A)—< o2 >; dim A (A) =2
o) \1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

Etsi yhtaléryhman

—-X1 + X2 - X3 + 3x4 =0
3x1 + xo - X3 - x4 =0
2x1 — x2 - 2x3 — x4 =0

kaikki ratkaisut.

1
-1
Vastaus: x=a 1 , aeR.

1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta eismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Riviekvivalenssi

@ Jos lineaarisesta yhtaléstd Ax =b saadaan rivioperaatioin Cx =d,
merkitdan
[AIb] ~ [CId].
o Tallgin litttomatriisit [A|b] ja [C|d] ovat riviekvivalentteja.

@ Huom: Jos liittomatriisit ovat riviekvivalentteja, niin niilld on samat
ratkaisut.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yht&léryhmit
Matriisilaskenta Kadnteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Redusoitu porrasmatriisi

@ Jokainen matriisi A on riviekvivalentti jonkin redusoituun
porrasmatriisin kanssa.

1 % % 0 = 0 =
0 0 0 1 = 0 *
0 000 0 -+ 1]|=
0 0 00O 0 -+ 0f=

Symboli * tarkoittaa mielivaltainen alkio joukossa R.
Punaiset alkiot kutsutaan tukialkioiksi (“pivotal elements”).
Rivi jolla ei ole tukialkiota vastaa yhtdloon 0 = .

Siispa yhtaloryhmalla on ratkaisuja jos ja vain jos joikaisen sellaisen
rivin oikeakin puoli on 0.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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otteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta

Perusavaruudet ja projektio

Redusoitu porrasmatriisi

@ Redusoitu porrasmatriisi:

1 %« % 0 = 0| =
0 0 0 1 = 0| %
0 0 0 0 O 1] =
0 0 00O 0| =

Jokaisella rivilld (joka ei koostu pelkdstadn nolloista) on tukialkio 1.
Tukialkiosta vasemalla, kaikki alkiot ovat 0.

Alemmalla rivilld on alussa nollia aina useampi kuin ylemmalla.

Tukialkiot ovat sarakkeensa ainoat nollasta poikkeavat alkiot.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Redusoitu porrasmatriisi

@ Redusoitu porrasmatriisi:

1 = = 0 % --- 0
0 0 01 % -+ 0

0 000 O0 - 1
0 0 0 0O

@ Sarake, jolla ei ole tukialkiota, vastaa yhtdloryhman vapaan
muuttujaan.

@ Jos porrasmatriisilla on rivi (0---0]*), jossa * # 0, niin
yhtaléryhmalla ei ole ratkaisuja.

@ Muuten, ratkaisujoukon dimensio on yht& kuin
ei-tukialkio-sarakkeiden lukumaara.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Yhtaléryhma geometrisena

e Matriisin A ydin (tai nolla-avaruus)
N (A)={xeR": Ax=0}cR".
e Matriisin A kuva-avaruus (tai sarakeavaruus)
€ (A)=(a1,...,an) ={Ax:xeR"} < R™.

Jos ratkaisua ei ole olemassa, tulkitaan, ettd b ¢ €(A).

o Huom: Sekd €(A) ettd A (A) ovat vektoriavaruudet. Erityisesti
patee 0 A (A) ja 0e € (A).

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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3-ulotteinen eometria

Lii iset yl ]
Matriisilaskenta K ismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Yhtaléryhma geometrisena

o Ratkaisuja voi olla

o 0 kpl: Yht&ldiden madritamit hypertasot eivat leikkaa, eli b¢ €(A),
eli redusoidussa porrasmuodossa on rivi (0]x), jossa * # 0.

o 1 kpl: Yhtildiden maaritimat hypertasot leikkaavat yhdessa
pisteessd, eli {a1,...,an} on riippumaton ja be €(A), eli jokaisessa
redusoidun porrasmatriisin sarakkeessa on tukialkio.

e oo kpl: Hypertasot leikkaavat pitkin suoraa/tasoa, eli "A:n ydin
A (A) on ei-triviaali"ja b e €(A), eli redusoidussa porrasmatriisissa
on sarake ilman tukialkiota.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

o Eris yksinkertainen talous koostuu hiili-, sahko- ja terdssektoreista.

o Sihkoésektorin tuotannosta myyddin 40% hiilisektorin kiyttoon, 50%
terdssektorin kayttoon ja loput jaa omaan kayttoon.

@ Hiilisektorin tuotannosta sihkdteollisuus ostaa 60% ja terdsteollisuus
40%.

o Terassektorin tuotannosta puolestaan 60% myydaan hiilisektorin
kdyttoon, 20% sahkosektorille ja loput omaan kdyttdon.

@ Merkitdan sihkosektorin vuosituotannon arvoa ps, hiilisektorin py, ja
terdssektorin p;. Etsi tasapainotila, jossa kunkin sektorin tulot ja
menot vastaavat toisiaan.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

Ratkaisu: Tasapainotilassa hiilisektorin vuosituotannon arvo pj on yhta
suuri kuin sen menot. Menot koostuvat siitd, ettd ostetaan 40%
sahkosektorin tuotannosta ja 60% terdssektorin tuotannosta. Siis:

pn =0.40ps +0.60p;.
Vastaavasti sahko- ja terdssektoreille:
ps =0.60pp +0.20p; + 0.10ps
pt =0.50ps +0.40pp, + 0.20p;.

(Huomaa, ett3 néilld sektoreilla osa tuotannosta menee omaan
kayttoon!) Saadaan siis yhtiléryhma:

pn —0.40ps -0.60p; =0
—-0.60pp, +0.90ps -0.20p; =
—-0.40pp, -0.50ps +0.80p; =0

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

Kirjoitetaan tdama matriisimuodossa:

1 -0.40 -0.60 \(pp\ (O
-0.60 090 -0.20 ||ps|=]0
-040 -050 080 J\p:) \0O

Gaussin eliminaatiolla saadaan (pydristettynd kahden luvun tarkkuudelle)

1 -040 -060 | O 1 0 -094 | O
-060 090 -020 | 0] ~|0 1 -085 | O

-040 -050 080 | O 00 0 | O

Ph 0.94
Ps | = pt 0.851, pr€R.
Pt 1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401

joten yleinen ratkaisu on
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Perusavaruudet ja projektio

Gaussin eliminaatio

Esimerkki

Fotosynteesissa kasvi muuttaa auringonvalosta saamallaan energialla
hiilidioksidia CO» ja vettd H> O hapeksi O> ja glukoosiksi CgHi2Op.
Reaktion kemiallinen yhtalo on siis

X1 C02 +X2H20 g X302 +X4C6H1206

Etsi kertoimet x7,x2,x3, 4.

Vastaus: Hiili-, vety- ja happiatomien lukum3arien tiytyy pysya vakioina,
joten yhtdlén kummallakin puolella niitd kutakin on sama m3ara. Tastd
saamme yhtdloryhman, joka ratkaistaan Gaussin eliminaatiomenetelmailla.
Vastaukseksi saadaan x; =xp =x3=6t, x4=t, seR.
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Kaanteisfunktiot

o f:U— V on kddnnettivi jos kaikille ve V on yksikdsitteinen ue U
siten, ettd f(u) =v.
@ Funktio f: U— V on k3innettdva jos ja vain jos se on:
o Injektio: f(u)=f(u)=u=u'.
o Surjektio: Kaikille ve V on olemassa ue U siten, ettd f(u) =v.
o Kaannettavallid funktiolla f: U— V on kdanteisfunktio f1:V — U

siten, etta
fluy=ve=u=Ff1(v).

o Jos fl=g ningl=f ja

fog=idy sekd gof =idy.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteisfunktiot

@ Olkoon f:R3 — R? projektio “xy-tasoon”, jolla on matriisi

1 00
A_( 010 )
o Olkoon g:R2 — R3 "tason upotus avaruuden xy-tasoksi”, jolla on
10
matriisi B=| 0 1
00

10
o 9)

@ B on matriisin A “oikeanpuoleinen kddnteismatriisi”.

joten fog =idpa.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteisfunktiot

@ Olkoon f:R3 — R? projektio “xy-tasoon”, jolla on matriisi

1 00
A_( 010 )
o Olkoon g:R2 — R3 “tason upotus avaruuden xy-tasoksi”, jolla on
10
matriisi B=| 0 1
00

BA=

O O
o = O
o O o

joten gof #idgs.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Matriisien kertolasku

3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset hmat
Matriisilaskenta Kééanteisma

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Kaanteisfunktiot

Lause

@ Olkoon f :R" — R™ [ineaarikuvaus.

@ Jos f on injektio, niin n< m.

o Kuvauksella f on (m x n)-matriisiesitys A.

o f injektio = Yht3ldlla Ax =0 on yksikasitteinen ratkaisu.

e Ei vapaata muuttujaa = matriisin A porrasmuodossa on tukialkio
kaikissa sarakkeissa.

@ Vain yksi tukialkio per rivi, joten rivid on ainakin yhtd monta kuin
sarakkeita: n< m. O

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteisfunktiot

Lause

@ Olkoon f :R" — R™ lineaarikuvaus.

@ Jos f on surjektio, niin n= m.

o Kuvauksella f on (m x n)-matriisiesitys A.

o f surjektio & Yhtilollda Ax =v on ratkaisu kaikille ve R™.

@ Matriisin A porrasmuodossa ei ole nollarivid = tukialkio kaikissa
riveissa.

@ Vain yksi tukialkio per sarake, joten sarakkeita on ainakin yhta
monta kuin riveji: m < n. O

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Perusavaruudet ja projektio

Kaanteisfunktiot

@ Olkoon f :R" — R™ lineaarikuvaus.
e Jos f on injektio, niin n< m.
@ Jos f on surjektio, niin n= m.

@ Siispa, jos f on kdinnettava, niin n=m.
@ Funktio fR" — R" on kdinnettava

<
f injektio

o
f surjektio

©

funktion f matriisi on riviekvivalentti identiteettimatriisin /,, kanssa.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteisfunktiot

Lause

@ Olkoon f :R™ —R" lineaarikuvaus, ja olkoon g :R" — R" funktion f
oikeanpuolinen kdinteisfunktio (eli f o g =idgn).

@ Talléin patee gof =idgn, eli g on funktion f kddnteisfunktio.

@ fog=idgn = f surjektio = f injektio edellisen lauseen mukaan.

e Kaikille x e R” patee f(g(x)) =x, joten g(x) on ainoa (kun f on
injektio) alkukuva f~1(x) of x.

o Siispa g=f"L O

o Eli jos etsimme funktion R” — R" k3anteisfunktiota, niin riittd3
I6ytaa oikeanpuolisen kdanteisfunktion.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteisfunktiot

@ Jos A on kdannettdvan funktion f:R"” — R" matriisiesitys, niin
kianteisfunktion f~1:R"” — R" matriisiesitykselle A~ pitee

AAL =, =A1A

(]

A on (nx n)-nelidmatriisi.
Miten lasketaan X = A71?
Ratkaistaan yhtile AX =1,.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteismatriisit

Ratkaistaan yhtilo

A(x1 -+ xp )=AX=lh=(e1 - ep)

Tama on matriisiyhtdldiden Ax; =e; ryhma.

N3m3 matriisiyhtalot ratkaistaan yhts aikaa Gaussin
eliminaatiomenetelmilla.

o Rivioperaatiot riippuu matriisista A, eik3 yht&ldiden oikeasta
puolesta.

Jos (Allp) ~ (InIB), niin B= AL,
Jos A~ 1, ei pade, niin A ei ole kddnnettavaa.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kaanteismatriisit

1 2 3
@ Laske matriisin A=| 0 1 2 | k3anteismatriisi.
2 0 1

o Tehd3dn Gaussin eliminaatio liittomatriisille (All3):

i 2 3 | 1 0 o -2
o 1 2 | o0 1 o ]
2 0 1 | O 0 1 +
1 2 3 | 1 0 0

~|0 1 2 | 0 1 0 4
0o -4 5 | 2 0 1 «j+
1 2 3 | 1, 0 O

~|0 2 | 1 0
o o 3 | -2 4 1

MS-A0401
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Kaanteismatriisit

Esimerkki (Jatkuu)

123 ] 1 0 0)—+
~lo1 21 o0 0 .
003 | -2 4 —_1j—§|/3
1 20 | 3 -4 -1) —+
~010|§%5%2]_2
0011 F % 4
100%*—{%
iR B
o012 % 3
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Kanta ja dimensio
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Kaanteismatriisit

Esimerkki (Jatkuu)
1
@ Laske matriisin A=| 0 kaanteismatriisi.

@ Tehtiin Gaussin eliminaatio liittomatriisille (Al/3):
12 3|1 00 1 00
0 1 2/0 1 0f~|]0 1 0
2 0 1|0 01 0 0 1

1 -2 1
@ Joten A‘1=% 4 -5 -2 |

[ REIENITE
e
R ARSTE

-2 4 1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Perusavaruudet ja projektio

Kaanteismatriisit

1 2 3 1 -2 1
o Tarkistetaan: | 0 1 2 % 4 -5 -2 |=kh:
2 0 1 -2 4 1
-]
1 2 3)\4.(1 -2 1 1( 1+8-6 -2-10+12 1-4+3
( 0 1 2 )7( 4 -5 -2 ):7( 0+4-4 0-5+8 0-2+2
2 0 1 )3\ -2 a4 1 3| 2+0-2 —4+0+4 2+0+1

3 0 0
(o 3 0 ):13.
0 o0 3
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Perusavaruudet ja projektio

Saanndllisyys, eli ei-degeneroituneisuus

Lause

@ Olkoon A (nx n)-matriisi. Seuraavat vditeet ovat yhtapitavia:
o A on kdinnettdva.
e A on riviekvivalentti identiteettimatriisin kanssa.
e Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.
o Yhtilélli Ax =0 on yksikdsitteinen ratkaisu x =0.
o Yhtilolle Ax=b on yksikasitteinen ratkaisu jokaiselle b e R".

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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@ Jos avaruuden V jokainen vektori on yksikasitteisesti esitettavissa
vektorien vi,...v, lineaarikombinaationa, niin joukko {vi,...v,} on
avaruuden V kanta.

@ Jos E ={ey,...e,} on avaruuden V kanta, ja
v=ajej+---+ape,,
niin luvut ag,...,a, kutsutaan vektorin v koordinaatit kannassa E.

o Jokaisella vektoriavaruudella on monta mahdollista kantaa.

e Kanta on aina lineaarisesti riippumaton.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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o Vektorit
€1 €2 en
—_—— ——
1 0 0
0 1 0
0 0 1

muodostavat avaruuden R” kanta. Tdma on avaruuden R”
kanoninen tai luonnollinen kanta.

@ Jos

Vn

niin vi,..., v, ovat vektorin v koordinaatit luonnollisessa kannassa.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

o E ={ej,ep,e3} on avaruuden R3 luonnollinen kanta. Tdm3 on
ortonormaali, eli jokaisen kantavektorin pituus on 1, sek3
kantavektorit ovat kohtisuorat.

1 1 1
o F=X|0[,|1|,11|} on toinen kanta R3:lle.
0/ \0) \1
a 1 1 1
o Nimittdin, vektori | b[=(a—=b)[0|+(b—c)|1]|+c]|1].
c 0 0 1

o Kanta F ei ole ortonormaali.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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o E ={e1,ep,e3} on avaruuden R3 luonnollinen kanta.

1\ (1) (1
e F=<X101],I1],|1 on toinen kanta R3:lle.
0/ \0J \1
1 1 1
_J L 17| L 7 i
e G= 73 1 ' 5 01 e _12 on ortonormaali (muttei

luonnollinen) kanta R3:le.

o Kaikki nama kannat E, F, G koostuvat kolmesta vektorista. Tama ei
ole sattuma, vaan tarkoitta sen, etti avaruuden R3 dimensio on 3.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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oinen maaritelma

Joukko {v1,...va} on vektoriavaruuden V kanta jos ja vain jos vektorit
{v1,...vp} ovat riippumatomat ja {vi,...vp) = V.

Todistus.

@ Jokainen v € V on vektorien {vi,...v,} lineaarikombinaationa
esitettavissd jos ja vain jos (vi,...vp) =V

@ "=": Oleta, ettd jokainen v € V on yksikasiteisesti esitettavissa
v;-vektorien lineaarikombinaationa.

e Tallgin nollavektorin 0 € V' ainoa esitys
0=x9vi + -+ XnVp

on x1 =---=xp =0. Siispad vektorit {v{,...v,} ovat riippumatomat.
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oinen maaritelma

Joukko {v1,...va} on vektoriavaruuden V kanta jos ja vain jos vektorit
{v1,...vp} ovat riippumatomat ja {vi,...vp) = V.

Todistus.
o Toisaalta, oleta, ettd on olemassa v e V joka on esitettavissi
kahdella eri tavalla (eli e yksikasitteisesti):

yivi+---+ypVp=V=X1Vy +--+XpVp.
o Tallsin
0= (Xl _YI)VI +"'+(Xn_)/n)"n;

ja ainakin jokin kertoimista on # 0. Siispa vektorit {v1,...v,} eivat
ole riippumatomat. OJ
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Dimensio

@ Olkoon by,...,b, avaruuden V kanta.

o Tallin I6ytyy kdannettava lineaarikuvaus V — R":

X1
Vav=xiby+---+x,b, < eR".

Xn

o “Esitetdan vektoriavaruus V kannassa {by,...,b,}.
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Matriisien kertolasku
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Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Dimensio

@ Olkoon P> < 2-asteisten polynomien avaruus, luonnollisine

kantoineen {1, x, x2}.
c
o Tissi kannassa, polynomin ax2 + bx + ¢ esitti3 vektori | b
a
a0
e Samalla tavalla, vektori | : e R™1 esittas polynomin
an

ag+aix+---+apx" € Py

luonnollisessa kannassa {1, x,x2,...x"}.
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Matriisien kertolasku
igeometria
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Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Dimensio

Olkoon {b1,...,b,} ja {e1,...,en} avaruuden V kaksi eri kantaa.

o Tallgin I6ytyy kdannettivat lineaarikuvaukset R" — V —R™,
nimittdin V:n esittdminen kannoissa b ja e.

o Naiiden yhdistetty kuvaus on kdannettava lineaarikuvaus R” — R™.

@ Mutta todistetiin dsken, ettd sellainen on olemassa jos ja vain jos
n=m.

@ Siispa kaikkien avaruuden V' kannat ovat yhta suuret.
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Saanndllisyys, eli ei-degeneroituneisuus

@ Olkoon A (nx n)-matriisi. Seuraavat vditeet ovat yhtapitavia:
o A on kdannettiva.
o A on riviekvivalentti identiteettimatriisin kanssa.
o Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.
o Matriisin A sarakkeet ovat avaruuden R" kanta.
o Yhtilélli Ax =0 on yksikasitteinen ratkaisu x =0.
o Yhtilélle Ax =b on yksikasitteinen ratkaisu jokaiselle b e R".
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Dimensio

o Kuten todistettiin, avaruuden V kaikki kannat ovat yhta suuret.

@ Avaruudella R3 on kantana

{(8).(3)(8 ) sea {(8).05).(1)}

@ Avaruudella P, (joka koostuu polynoomeista, jonka aste on <2) on
kantana
{1,x,x2} seka {1,1+x,1+x2}.

o Avaruudella {x € R* : x; + xo + x3 + x4 = 0} on kantana

(CRIRVIRY SR SV EVEN S
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Dimensio

o Kuten todistettiin, avaruuden V kaikki kannat ovat yhta suuret.
@ Tama on avaruuden V dimensio, tai ulottuvuus dim V.

’ dim(R") = n.

o Avaruudet R3, P>, ja {xe R*: X1+ X2 + x3 + x4 = 0} ovat kaikki
3-ulotteisia.
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Vektoriavaruuden maarittaminen

@ Vektoriavaruus V = R" voidaan mairit3 (ainakin) kahdella eri tavalla:

@ “Parametrimuodolla”:

o Vektoreille vy,...,vm,
(V1,. e, Vm) = IX1V1 + - XmVm}

on vektoriavaruus.
e Jos vq,...,vpy ovat lineaarisesti riippumattomat, niin avaruuden
dimensio on m.

@ "“Yhtilémuodolla™:
e Jos U on vektoriavaruus ja f:R" — U on lineaarikuvaus, niin

fveR": f(v) =0}

on vektoriavaruus.
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Perusavaruudet ja projektio

Vektoriavaruuden maarittaminen

1 0 0
{XER4:X1+X2+X3+X4=O}=<(g),(é),(?)>
-1) \-1) \-1

Maaritelma

Olkoon A m x n-matriisi. Matriisin A ydin, tai nolla-avaruus on joukko

N (A)=kerA={xeR": Ax=0} cR".

ker(1 1 1 1)={X€R42X1+X2+X3+X4=0}
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Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Olkoon A m x n-matriisi. Matriisin A ydin, tai nolla-avaruus on joukko

N (A)={xeR": Ax=0} cR".

@ Matriisin ydin on aina vektoriavaruus, silld jos A(x) = A(y) =0, niin
A(x+ty)=0.
@ Huom: jos b #0, niin joukko

{xeR": Ax=b}

ei ole vektoriavaruuta.
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i hmat
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Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Riviavaruus seka sarakeavaruus

@ Olkoon

w1

Wm
(m x n)-matriisi, jossa w; ovat rivivektorit ja v; ovat sarakevektorit.

o Matriisin A sarakeavaruus on
%6 (A) =span(vy,...,v,) SR™.
@ Matriisin A riviavaruus on
R(A)=€(AT) = (w] .., W) <R"
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3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yhtalryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Riviavaruus seka sarakeavaruus

@ Olkoon L1 11
A=(1 2 3 4)
(R -

S
=
=
Il
—
[T
A WDN -
~_ —
N
S|
>
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Perusavaruudet ja projektio

@ Olkoon
1 1 1 1
A_( 1 2 3 4 )
°
_ 4 . X1+ Xo+ X3+ X4 =0
kerA_{xelR% " x1+ 2x0+ 3x3+ 4xq4 =0 }

@ Miten kirjoitetaan avaruus A (A) parametrimuodolla?

@ Toisin sanoen, miten 16yddn avaruuden .A'(A) kannan?
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Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Esimerkki (Jatkuu)
@ Olkoon

111 1
A‘(1234)'

o N (A) koostuu yhtdléryhman

o)
0)~(1 0 -1 -2

0 .
0 01 2 3|0 ) ratkaisuista.

@ x4 =t ja x3 =S vapaat muuttujat.
@ xo=-25-3t ja x; =s+2t.
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Matriisilaskenta Ké&anteismatri
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Esimerkki (Jatkuu)

o xe N (A) jossa
@ x4 =t ja x3 =5 vapaat muuttujat.
o xp=-25-3t ja x] =s+2t.

o Vektorille x e & (A) patee

s+2t 1 2
x:( “2s-3t ):s( 2 )H( -2 )
t ] 1
@ Siispa

1 2
2 -3
A= 1 | o
0 1
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Matriisilaskenta

Rivioperaatiot ja matriisin perusavaruudet

@ Jos A~ B, niin

R(A)=2R(B).
@ Matiisin A rivit ovat matriisin B rivien lineaarikombinaatiot, ja
toisinpdin.
°
Ax=0< Bx=0,
joten

ker A = ker B.
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3-ulotteinen lineaarigeometria

Lineaariset yhtalryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Rivioperaatiot ja matriisin perusavaruudet

°
1 0 1 1 0 1 1 0 1
A= 0 1 -1 |~ 0 1 -1 |~[0 1 -1 |=8B.
1 1 0 0 1 -1 0 0 O
°
%(A)z{xelR3:x1—x2—X3=0}=92(B).
°
kerA:{xE[R3:x1+X3=x2—X3=0}:kerB.
°

%(A)z{x€R3:x1+X2—X3=O};é{x€R3:X3:0}=<€(B).
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Lineaariset yhtalryhmat
Matriisilaskenta Kéaanteismatriisit
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Perusavaruudet ja projektio

Rivioperaatiot ja matriisin perusavaruudet

@ Sarakejoukko matriisissa A on lineaarisesti riippumaton jos ja vain
jos se on lineaarisesti riippumaton matriisissa B.

o Siispa dim(€(A)) = dim(€(A")).
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Rivioperaatiot ja matriisin perusavaruudet

Olkoon B porrasmatriisi:

o =
O *
O *
=)
o o
* %

0 000 O0 - 1
oo 0O0®O0OS.-- 00O

Rivit, jossa on tukialkio, ovat riviavaruuden 2(B) kanta.

Sarakkeet, jossa on tukialkio, ovat sarakeavaruuden %(B) kanta.
Joten dim(€(B)) =dim(2(B))!
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Rivioperaatiot ja matriisin perusavaruudet

@ Mielivaltainen matriisi A on riviekvivalentti porrasmatriisin B kanssa:

1 %« %= 0 =x 0 =
0 0 0 1 = 0 =
0 0 0 0 O 1 =
0 0 0 0 O 0 0

@ Joten
dim(€(A)) =dim(€(B)) =dim(%(B)) = dim(2(A)).

e Tami on matriisin A aste (tai joskus rangi, englanniksi rank) rk(A).
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inen lineaarigeometria
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Perusavaruudet ja projektio

Rivioperaatiot ja matriisin perusavaruudet

@ Olkoon B porrasmatriisi:

o =
O *
O *
=)
o o
* %

00 00 0 - 1 =
oo 0o0®O0O.-- 00O

o Rivistd, jossa ef ole tukialkiota, tulee nolla-avaruuteen A4(B) vapaa
muuttuja.

e Joten dim(A(B)) = n—dim(£(B)) = n—1k(B)!
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Saanndllisyys, eli ei-degeneroituneisuus

use

e Olkoon A (nx n)-matriisi. Seuraavat vaiteet ovat yhtapitavia:
o A on kdannettidva.
o A on riviekvivalentti identiteettimatriisin kanssa.

A on sarakeekvivalentti identiteettimatriisin kanssa.

Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.

Matriisin A rivit ovat lineaarisesti riippumattomat.

Matriisin A sarakkeet ovat avaruuden R" kanta.

Yhtalslla Ax =0 on yksik3sitteinen ratkaisu x = 0.

Yhtalslle Ax =b on yksikasitteinen ratkaisu jokaiselle b e R".
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Matriisilaskenta
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Perusavaruudet ja projektio

@ Dimensio
dim(€(A)) =dim(2(A)).
on matriisin A aste, tai joskus rangi.
@ “Mita pienempi aste, sitd helpompi matriisilasku’”.
@ Ison matriisin approksimaatio matriiseilla, joilla on pieni aste, on
perustekniikka monissa sovelluksissa:

o Koneoppiminen
o Tilastotiede

o Teoreettinen fysiikka
)
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Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Ortogonaalisuus

@ Olkoon U< R" aliavaruus.

@ Sen ortogonaalikomplementti on

Ut ={xeR":x L u kaikille ue U}.

U ="x-akseli" :x€ER

Il
O O X

Ut ="yz-taso" 'y, xeR

Il
N < O
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Ortogonaalisuus

@ Olkoon U< R" aliavaruus.

@ Sen ortogonaalikomplementti on

Ut = {xeR": x L u kaikille ue U}.

t
U={|t|: ter}cr3 (suora)

t

X
Ut={|y|:x+y+z=0}cRr® (taso)

z
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i/ hmat
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Ortogonaalisuus

U=2%(A) (m x n)-matriisille A
Ut = {xeR":ax =0 kaikille matriisin riville a}
={xeR": Ax =0} =N (A).

o Kaikki vektoriavaruudet U = R" voidaan esittdd jonkin
(m x n)-matriisin riviavaruutena.

o Kaikille avaruudelle U cR" pitee dim U +dim U+t = n.
e Siispa (UL)t=U.
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Matriisilaskenta
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Perusavaruudet ja projektio

Ortogonaaliprojektio

@ Olkoon U< R" aliavaruus.

@ Usein on syytd |6ytaad vektorin v € R" |3hin vektori vy € U
(“projisoida vektori v avaruuteen U).

b

1

o/‘7
A € —/‘5/9&/\ (on‘,,a(,»

vpeUja(v-vy)LU.
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Perusavaruudet ja projektio

Ortogonaaliprojektio

r\\//

w
” ‘Sf"‘“ u

@ vy = tu jollekin t.
@ (v—vy) Lu, joten

0=u-(v—t‘u):u-v—t||u||2

e Siispa t= |2, joten

||u|
u-v

—u
llull?

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Ortogonaaliprojektio

o Miki on tasossa R? olevan pisteen (a,b) lshin piste suorassa x = y?

. 1
@ Suoralla x =y on suuntavektori u( 1 )

e = u-vu_la+1b( 1 )_a+b( 1 )
ez 1241201 ) 2 1)

. o TLd b at+h
o Pisteen (a,b) projektio on (252, 252).

i
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igeometria

Matriisilaskenta

Kanta ja dimensio

Perusavaruudet ja projektio

Ortogonaaliprojektio

@ Projisoidaan vektori b € R" avaruuteen
U=span(ay,...,am) =€(A),

jossa A on (nx m)-matriisi.
@ Projektio on by = Ax jollekin x € R™.

o Etsimme siis x € R” siten ettd b— Ax L €(A)).



Matriisien kertolasku
3-ulotteinen lineaarigeometria

Matriisilaskenta
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Ortogonaaliprojektio

o Etsimme siis x e R” siten ettd (b— Ax)-a; =0 kaikille matriisin A
sarakkeelle a;.

o ...eli kaikille matriisin AT riville a;.

o N3m3 m yhtaloa kirjoitettuna yhteen on matriisiyhtald

AT(Ax-b)=0.
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Ortogonaaliprojektio

@ Etsimme siis x e R” siten ett3

AT(Ax-b)=0.

o Eli: yhtdlon Ax=b approksimatiiviset ratkaisut ovat tasmalleen
yht&léryhman
ATAx=ATb

tarkat ratkaisut.
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Perusavaruudet ja projektio

Ortogonaaliprojektio

@ Vektorin b l3hin piste avaruudessa U =(ay,...,am) = €(A) on siis
AXx, jossa
AT Ax=ATb.

@ Jos vektorit ay,...,a, ovat lineaarisesti riippumatomat, eli jos
tk(A) = m, eli jos dim U = m, niin (mx m)-matriisi AT A on
kddnnettava.

e T3llgin saadan projektiokaava:

My(b)=A(ATA)LATb,

jossa Iy on projektio vektoriavaruuteen U = €(A).
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Perusavaruudet ja projektio

Pienin-nelio-menetelma

@ Eridsta kokeesta on saatu tuloksena viisi mittausta
(x,y) =(1,3):(2,5); (3,8);(4,10); (5,13).

@ On syyta uskoa, ettd mittattu ominaisuus on approksimatiivisesti
affiini, eli etta
y=ax+b

patee jollekin (tuntemattomille) a, b€ R.

a+b =3

“ . " e i 2a+b =5
o "“Ratkaistaan” yhtaléryhma { 3a+b =8
4a+b =10

5a+b =13

@ Selvasti, tarkkoja ratkaisuja ei ole olemassa.
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Pienin-nelio-menetelma

a+b =3

1 - " B - 2a+b :5
o "“Ratkaistaan” yhtaléryhma { 3a+b =8
4a+b =10

5a+b =13

@ Selvasti, tarkkoja ratkaisuja ei ole olemassa.

a . R 008Nl -
) siten, ettd “virhe” |[Mv —y| on pienin

o Etsitdan vektori v= ( b

mahdollinen.

h4: ,y:

TAWN R
R
e

B oUW
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3-ulotteinen lineaarigeometria
riset hmat
Matriisilaskenta Ké&anteismatri
Kanta ja dimensio
Perusavaruudet ja projektio

Pienin-nelio-menetelma

@ Pienin-nelio-ratkaisu on seuraavan yhtaloryman ratkaisu.

v=M"Mv=MTv

R WNH
iR

e
woXUW

@ Saamme
55 15 ) [ 142
15 5 )7\ 39 )
o Ratkaistaan (esimerkkiksi Gaussin eliminaatiomenetelmalld):

"Z( b )z( 35//120 )
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Pienin-nelio-menetelma

e Tama3 tapaa sopeutua kdyrdn parametrit datapisteisiin kutsutaan
pienin-nelié-menetelmaksi, silld minimoidaan
IMv—yII> =Y (Mv—y;)? =Y (ax; + b; — yi)?.

1 I

@ Toisin sanoen mittausarvojen y; ja funktioarvojen ax;+ b
erojennnelididen summa minimoidaan.

104
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Pienin-nelio-menetelma

@ Menetelma toimii, ja perustuu matriisilaskentaan, samalla tavalla
vaikka sopeutettava funktio ei olisi lineaarinen.
o Esimerkkiksi voisimme |6ytda parametrit a, b, ¢ siten, ettd "malli”

c=(x—a)2+(y—b)2

mahdollisimman hyvin selittda datapisteet (x;,y;).
@ Malli on lineaarinen parametreissi a, b, c, eikd muuttujilla x, y.

10

N

”Q 5 10

X
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Ortogonalisointi
ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Suorakulmainen kanta
@ Usein matriisilasku on helpompi suorakulmaisessa koordinaatistossa,

eli kannassa.
b,
N
Y
v b, =
|
A

Kuva: Suorakulmainen kanta

Tallgin vektorin v “i-osa” v;b; on tdman projektio kantavektorin b

°
viritelmaan.
MS-A0401

Ragnar Freij-Hollanti




Ortogonalisointi

ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Suorakulmainen kanta

@ Jos kanta ei ole suorakulmaista, niin vektorin v projektio
kantavektoriin b; ei m33rda tdman kerrointa v;.

Kuva: Ei-suorakulmainen kanta

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Suorakulmainen kanta

@ Vektorin v projektio kantavektorin b viritelmdan on vb |,

Ibl2
@ Jos {b1,...b,} on kanta jolla kaikille kantavektorille patee ||b;||=1 ja
b,' . bj = 0, niin
V'bl
Vg = :
v-b,

@ Sellainen kanta on ortonormaalli.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

@ Muutetaan annettu kanta vi,...,v,, ortonogonaaliksi.

o Idea: muutetaan yksi vektori v, ~» wy kerrallaan, niin ettad

Span(vy,...,vk) = Span(wy,...,w)

ja
w L Span(wi,...,Wk_1)
@ Lopuksi normalisoidaan kanta w; ~»u; = m niin ettd |lu;|| = 1.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

o Ortogonaalisoidaan avaruuden R? kanta {( (1) ),( } )}

(o)
o wi=vi=|

@ W) =Vp —cwj siten, ettd wy 1 wy.

o
0=wy-Wj =Va Wy — cWi -wy = Vo -wy — cllwg .
1
o Joten c =274 = ("‘E 31)()”2] 1=1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

o Ortogonaalisoidaan avaruuden R? kanta {( (1) ),( i )}

(o)
Q@ W) =V] = 0

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

@ Lopputulos riippuu alkuperdisen kannan vy ...v, jarjestyksesta:

ot

. 1
o Ortogonaalisoidaan avaruuden R? kanta {( 1 ),(

1)
@ Wi =vV] = 1

@ Wp =Vp —cwj siten, ettd wo | wy.

o
0=ws-wy =vp-wj —cwy-wy =vp-wy —cllwy 2.
_wewy (0 1)
@ Joten c = Wil = h( ; )” 2

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

@ Ortogonaalisoidaan avaruuden R? kanta {(

—_ =
S—
—_—

(1)
Q@ W) =V] = 1

(*]
1 1 1(1 1( 1
W2=V2—§W1: 0 —5 1 :5 1
o w1 (1), w1 (1
@ Normalisoidaan: uj = wil= 75| 1 |22 == 75| 1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

@ Avaruuden annetun kannan vy,...v,, Gram-Schmidt ortogonalisointi
ui,...u, maaritelldan seuraavasti:

Wi =Vq
Vo -Wj
Wo = Vo ——2W1
lwill
w v Vp W1 Wi Vp-Wp_1 1
n— n - .9 -t ) n—
w12 Iwp—1112
@ Huomataan, ettd wy L w; kaikille j < k.
@ Lopuksi normalisoidaan, u; = % kaikille i =1,...,n.
i

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

o Etsitdan avaruuden V = {(

SN X

) ER*: x—y-z-w= O} ortonormaali
kanta.

@ Ensin etsitdan kanta {v;} for V.

o Vektorit
H

ovat lineaarisesti riippumattomat.

OO

HOOK
~———

|

o Koska V cR?* on aito aliavaruus, sen dimensio on <4, joten kolme
lineaarisesti riippumatonta vektoria muodostavat kannan.

COKH

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

Esimerkki (Jatkuu)

Ortogonaalisoidaan:

1
W1 =V] :(é)
(0]
I E
27 w2t )20
)
215
V3 -Wj V3 Wo ((1)) 1(1) 1/2 1(11)
W3 =V3 — W1 — w = — — =t—0c=
T w2 w2 o)=219 32 212
4346
6le) 313
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Gram-Schmidt ortogonaalisointi

Esimerkki (Jatkuu)

@ Normalisoidaan:

uy = —L L()
[lw |l V2 \ o
1 1Y
T ‘%( 2 )
1 1 (4
3= gl m( )

@ {uy,uo,u3} on ortonormaali kanta avaruudelle

&

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Determinantti

e Matriisin Ae R"™" determinantti det(A) € R ilmaisee miten paljon
matriisia vastaava lineaarikuvaus “skaalaa ja peilaa” avaruutta R".
e Kuution
[0,1]":={xeR"| ¥j: x;€[0,1]}
“n-tilavuus’ on 1.
1-tilavuus = pituus
2-tilavuus = pinta-ala

[
(]
o 3-tilavuus= “tavallinen tilavuus”
[

MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Determinantti

@ Matriisin A= (vy vz ...vy) sarakkeiden virittdman “sarmion”
Al0,1]"={AxeR" | xe[0,1]"}
={xvi+-+x,vp: 0= x; <1 kaikille i =1,...,n}

n-tilavuus on |det(A)|.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
inti

Matriisihajotelmat

Determinantti

@ Matriisin A sarakkeiden virittdman “sarmion”
Al0,1]" ={AxeR" | x€[0,1]"}

n-tilavuus on |det(A)|.
@ Olkoon Q = R" jokin alue, jonka tilavuus on Vol(Q), ja olkoon

AQ={AxeR" | xeQ}.
o Koska lineaarikuvaus A “ndyttdd samalta kaikialla” pitee myos ettd

Vol(AQ) = | det A| Vol (Q).

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diag: inti

a
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Determinantti

e Matriisin A=(v1,vp,...,v,) sarakkeiden virittiman “sarmion”
Al0,1]"={AxeR" | xe[0,1]"}

n-tilavuus on |det(A)|.
@ Determinantin etumerkki kertoo suunnistuksesta.

det A= Vol(A[0,1]") jos (v1,va,...,Vn) positiivisesti suunnistettu
1 —=Vol(A[0,1]") jos (v1,v2,...,Vn) negatiivisesti suunnistettu

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Diagonaalisointi
Matriisihajotelmat

Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

@ Olkoon A, BeR™"

e Tallsin
|det(AB)| = Vol(AB[0,1]") = |det(A)| Vol(B[0,1]") = |det(A)|| det(B)I.

@ Mydskin AB muuttaa suunnistuksen jos ja vain jos joko sekd A ett
B muuttaa suunnistuksen, tai kumpikaan ei muuta suunnistusta.

@ Siispd det AB =0 jos joko sekd det A=0 ettd det B =0, tai seki
detA<0 ettd detB<0

o Tastd seuraa, ettd det(AB) =det(A)det(B).

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Deter
Omi ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

@ Determinantin laskemiseen tarvitaan nelja lakia:

o Laki 1:
det(/,) =1.

o Identiteettikuvaus x— /,(x) = x ei muuta n-tilavuutta tai suuntia.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Deter
Omi ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat
Kannan

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

o Laki 2: Jos matriisin sarake t-kertaistuu, niin determinantti
t-kertaistuu.

@ “Sarmion n-tilavuus’ t-kertaistuu yhden siarman t-kertaistuessa.

@ Huom: Tama patee myds kun t <0, silld kun yksi sarake kerrotaan
(—=1):lla, eli peilataan origossa, niin vektorien suunnistus (eli
determinantin etumerkki) vaihtuu.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

6 0 0 100
det(O 5 0)=(6)(5)(4) det(O 1 o)éuo.
00 4 001

01 2 01 2
det|0 3 =(0) det|{0 3 4|=0.
0 5

0 5 6

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
inti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

o Laki 3: Jos matriisissa A€ R"" on (ainakin) kaksi samaa saraketta,
niin

det(A) =0.

o Talldin sdrmi6 A[0,1]" cR" on “litistynyt” ja sen n-tilavuus on 0.

1 15 1 5 1 511
det[2 2 7|=0, det[2 7 2|=0, det|[7 2 2|=0.
339 3 9 3 9 3 3

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-haj

Kannanvaihto

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

e Laki 4: Olkoon A; matriisin A€ R"" j:s sarake. Kun Ay = By + Cy,
niin

det(Al ver Akt B+ G Apir ... An)
= det (Al e Ak-1 By Aks1 - An)
+ det (Al vee Ak Ck Aks1l .. An).

@ Sdrmidn yhden sdrmidn summaus nikyy n-tilavuudessa summana.




Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Determinantti

|
|
b
|

Il

)N

D

s

— O Rk
—

0 1 0
+det(1 0)+det(0 1)+det

1l
o
D
+

—
—_

11
0 0

o

=

SN—
+
5

. 0 1
joten det (1 O) =-1
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Determinantti

@ Determinanttia merkitddn myds lyhyesti pystyviivoilla: |M| = det(M),
kun M on matriisi.

a bl 4 |a b+0 b

c d ~ |0 d| |c d
4 a O+a b+0 b+0 0
|10 d| [0 Of |c Of |c d
2 1 1 0 1 0 0
= ad|/|+ab0 0+bc‘1 0+cd1 1‘
143 d+0-bc+0,

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Omi ot ja ominaisvektorit

LU-hajotelma
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Determinantti

o Milld kertoimia a, b, c,d € R koskevalla ehdolla matriisilla A= (i Z)

on k3anteismatriisi?
o Miks silloin on kiinteismatriisi A=1?
o Tarkista, ettd A 1A=/=AAL

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominais: Jja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Determinantit

o Laki 3: Jos matriisissa A€ R"™" on (ainakin) kaksi samaa saraketta,
niin detA=0

@ Laki 2+4: Lineaarisuus joka sarakkeessa:

det (Al veo A1l Ak+cAr Akl - An)
= cdet (Al e Ak A1 Aksl .- A,,)
+ det (Al e Ak Ag Aksl - An)
= 0+detA.

@ Siispa voidaan lisatd erdan sarakkeen monikerta toiseen
sakakkeeseen, muuttamatta determinanttia.
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Determinantit

@ Sarakeoperaatioilla voidaan kirjoittaa nelidmatriisi
(sarake-)porrasmuodossa.

o Toisaalta, (sarake-)porrasmuodossa olevalla matriisilla on
determinantti #0 jos ja vain jos ei ole nolla-saraketta, eli jos ja vain
jos matriisi on

a;i1 0 ... O
A 0 ano : '

: .0

0 0 ann

jolloin (lait 142)

n
|A| = H ajj =ai11a22...dnn-
i=1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominais: Jja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

@ Siispa lait 1,2,3,4 ovat ristiriidattomat ja riittdvat determinantin
laskemiseen.

@ Toisaalta, funktio
’ 1 01 (n-1) ’
O(n-1)x1 A

on myos funktio, jolle sdannot 1,2,3,4 patevat. Siispa

1 01x(n-1) '
= A,
‘ O(n-1)x1 A A

jos A on (n—1)x (n—1)-matriisi.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Diagonaalisointi
Matriisihajotelmat U
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Determinantti

@ Samalla tavalla, jos

jossa B on (k—1)x(n—1)-matriisi ja C on (n—k) x (n—1)-matriisi,
niin funktio

Okx1 B
1 Onx1 | — (=1)FLA|
O(n-k)x1 €
on myés funktio, jolle sddnnét 1,2,3,4 patevat. Siispa
Okx1 B
1 Onx1 |=(-1)*"1A]
O(n—k)xl C

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Determinantti

o Kirjoittamalla ensimmaéisen sarakkeen muodolla

a1 a1l 0
as1 0 :
= . EEE . R
: : 0
anl 0 anl

saamme alideterminanttisdanté

det(A) = Y (1)K axy det(A*FD),
k

jossa A*K matriisi A, josta on poistettu rivi k ja sarake i.
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

3 x 3 determinantti

a b c
@ Laske yleisen (3 x 3)-matriisin determinantti | d e f
g h i
@ Purkataan matriisi alamatriisiin:
a b c
e f b ¢ c
d e f=a, i'_d‘h i |TE] e f‘
g h i

= a(ei — fh) — d(bi — ch) + g(bf — ce).
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
inti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

2- ja 3-ulotteisten determinanttien kaavat:

8| - @

7 p

G- Wryrcab
- &fh)- hdi)- ceg
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Vektoritulo
u vi
@ Olkootu=| wup |jav=]| w
u3 V3
upvy —uzvp
@ Muistutus: uxv=| uzvi—u1v3
uivo —us vy

o Tille vektorille patee:

©Q laxb|=]allb|sin£(a,b)

@ axbla axblb

© vektorit a, b, axb muodostavat oikeakatisen systeemin
@ Muodollinen kaava:

er 1 v
uxv=|e u W
€3 u3 v3
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Determinantit

@ Nelidmatriisin A determinantti lasketaan “sarakelaajennuksella”

("]
a1l * * *
a1 * * *
a3y * * *
as1 * * *
=411
+azy

o111 1L Z a1 1A*2L 4 agy 1A*3L g AL

jossa A*¥on matriisi A, josta on poistettu rivi i ja sarake j.
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Permutaatiolaajennus

o Jatkamalla sarakelaajennusta, saamme

411 412 413 d14
IAl = a1 a2 a3 ax
a31 d32 a33 d34
41 d42 d43  d44

a7 0 0 0 0 a» 0 0 0 0 a3 O
_ 0 axo 0] 0 a1 0 0] 0 o] azxo 0 0]
=l o o a3 o |T| o 0 0 a3 |T| o 0 0 ayy | T
0 0 O g 0 0 a3 O a1 O 0 0

@ Summa on kaikkien matriisien yli, jossa kaikille riville i on tasmalleen
yksi sarake j jonka alkio on ajj, ja jossa kaikki muut alkiot ovat
nollia.
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|Al =

=

(Y
OOOE ocoo-

[

L
flary
—

a2
a13
a4

a1l
azi
as31
a41

a1
ax
a3
a4

ai2
a2
as32
a42

asl
as32
as33
asz4

Matriisihajotelmat

Permutaatiolaajennus

a13
a3
as33
a43

as1
an
as3
ana

Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

o Ep3triviaalisesti (todistus Strang-kirjassa) patee, ettd

a14
a4
az4
asq
0 a 0 0 0
azy :(132 0 0 0
) 0 0 ay |T| o
[¢] 0 ap3 % ag1
0 az1 0 0 0
aio 0 0 0 + 0
0 0 0 as3 a13
0 0 a3q 0 0
=1AT].

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

Determinantti

Lause

@ Olkoon Ae R™",
o Tillsin det(AT) = det(A).

Lause

o Olkoon A,BeR™".
e Tallsin det(AB) = det(A) det(B)
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Determinantit rivioeraatioilla

Koska |A| = |AT|, voimme my0s laskea determinantit rivioperaatiolla.

Rivin kertominen vakiolla #0 ei muutaa tosiasiaa, onko
determinantti 0 vai ei.

Toisin sanoen, ominaisuus |A| =0 siilyy rivioperaatioilla.
Jokainen (nelid)matriisi on riviekvivalentti redusoitun porrasmariisin
kanssa.

@ Ainoa porrasmuotoinen nelidmatriisi, jolla on determinantti #0, on
identiteettimatriisi.
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Saanndllisyys, eli ei-degeneroituneisuus

use

e Olkoon A (nx n)-matriisi. Seuraavat vaiteet ovat yhtapitavia:
e |Al#0.
o A on riviekvivalentti identiteettimatriisin kanssa.

A on sarakeekvivalentti identiteettimatriisin kanssa.

Matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.

Matriisin A rivit ovat lineaarisesti riippumattomat.

Matriisin A sarakkeet ovat avaruuden R" kanta.

Yhtalslla Ax =0 on yksik3sitteinen ratkaisu x = 0.

Yhtalslle Ax =b on yksikasitteinen ratkaisu jokaiselle b e R".

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
inantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Kannan valinta

@ Matriisi esittda lineaarikuvausta annetussa kannassa.

e Jos B=1{b1,...b,} on avaruuden V kanta ja

Vi
v=viby+---+v,b,, niinvg=

Vn
o Kuvauksen f: V — V matriisiesitys kannassa B on
(f(b1)gl-+-If(bn)g)-

@ Tahan asti, olemme esittineet kuvaukset R" — R" luonollisessa
kannassa {by,...b,}.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
isarvot ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Kannan valinta

o Joskus kannattaa valita kanta joka sopii annetulle kuvaukselle

merkki

0

2 e
° A:( 1 3 ) esittaa

lineaarikuvausta f, joka

|3hettdd mustan sarmion
punaiseen sarmioon.
@ Geometrisesti, tdma on vaikea
ymmartad (esim. kiertojen ja T

venytyksien yhdisteena).

@ Miten muuten lasketaan
potenssit A2, A3 jne. tast3
matriisista / kuvauksesta?

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannan valinta

Esimerkki (Jatkuu)

(20303 )-(3)= (4 35 )-(3)
i)}nékékulmasta,

kuvaus f on “venytys tekijalla 2 ensimmaisen kantavektorin

suunnassa’.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401

o Joten (ei-ortogonaalisen) kannan {( 1 ),(




Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
alisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Ominaisvektorit

o Tutkitaan kuvaus sellaisten kantavektorien nikdkulmasta, jolle
kuvauksen vaikutus on vain “venytys’.

M3aritelma

@ Olkoon f:V — V kuvaus avaruudesta itselleen
@ Olkoon ve V ja A€R siten, ettd v#0 ja f(v) = Av.

e Talloin v on kuvauksen f ominaisvektori, ominaisarvolla A.

@ Jos V =R" ja matriisi A on kuvauksen f matriisiesitys, niin A ja v
ovat myds matriisin A ominaisarvo ja ominaisvektori.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominaisarvot ja ominaisvektorit
alisointi
jotelma
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Ominaisvektorit

o ; |on matriisin A ominaisvektori, ominaisarvolla 1.
1
1

) on matriisin A ominaisvektori, ominaisarvolla 2.

/
/
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Ortogonalisointi
inantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Ominaisvektorit

@ Huom: f(0)=0= A0 kaikille A € R, muttemme silti kutsu 0
ominaisvektoriksi.

@ Jos v on ominaisvektori jolle patee f(v) = Av, niin
f(tv) =tf(v) = tAv.
@ Jos u ja v ovat ominaisvektorit joilla on sama ominaisarvo A, niin

flu+v)=Ff(u)+f(v)=Au+Av=2A(u+v).
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
alisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Ominaisvektorit

@ Kirjoitetaan viime kalvon havainto lauseena:

Lause

@ Olkoon A lineaarikuvauksen f : VV — V ominaisarvo.

e Tillsin ominaisvektorit v € V jolle f(V) = Av muodostavat
avaruuden V aliavaruus.

@ Tama avaruus kutsutaan kuvauksen f ominaisavaruudeksi
ominaisarvolla A.
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Ortogonalisointi
Determinantti
isarvot ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Ominaisvektorit

X X
o Tutkitaan projektio f:|y|—|y
z 0
X X X
e fly|=|y]|, joten | y | on ominaisvektori ominaisarvolla 1.
0 0 0
0 0 0
e f|10|=|0], joten [0 ]| on ominaisvektori ominaisarvolla 0.
z 0 z

@ Ominaisarvon 1 ominaisavaruus on kaksi-ulotteinen, ja
ominaisarvon 0 ominaisavaruus on yksi-ulotteinen.
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Ortogonalisointi
inantti
rvot ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Ominaisarvot ja degeneroituneisuus

@ 0 on matriisin A ominaisarvo jos yhtalolla
Av=0v=0
on epdtriviaalisia ratkaisuja.

Lause

e Olkoon A (nx n)-matriisi. Seuraavat vaiteet ovat yhtapitavia:

0 ei ole matriisin A ominaisarvoa
Yhtalslla Ax =0 on yksikasitteinen ratkaisu x = 0.

|Al #0.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

inantti

sarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi
LU-hajotelma
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Ominaisarvot ja degeneroituneisuus

@ AeR on (nxn) matriisin A ominaiisarvo jos yhtaldlla
Av=2Av=Alv eli (A-Al)v=0

on epétriviaalisia ratkaisuja.

@ Tama tarkoittaa etta

ai1 -4 a ain
a1 an-—-A
A-Al, =

an-1,n-1— A an-1,n
anl dn,n-1 ann—A

on degeneroitunut, eli [A— A/, =0.
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Ortogonalisointi
inantti

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Karakteristinen polynomi

@ A eR on matriisin A ominaisarvo |[A— A/, =0.

@ Determinantti |[A—A/y| on polynomi (jonka muuttuja on A). Tami
kutsutaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi.

@ Ominaisarvot |dytyvat ratkaisemalla polynomiyhtdlé |[A—Al,| =0.

o Etsitdan ensin ominaisarvoja, ja vasta taman jalkeen
ominaisvektoreita.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Diagonaalisointi
Matriisihajotelmat LU7|1aJOte!"]a
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Ominaisarvot

@ Maaritd matriisin

1 2 1
A=l 2 0 -2
-1 2 3

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

o Karakteristinen polynomi:

1-4 2 1
A=Al = 2 -A -2
=1 2 3-1

—(1-A)A(3-2)+4+4-21-4(3-2)+4(1-1)
=-A3+42%2-42=-A(1-2)°.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
isarvot ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Ominaisarvot

Esimerkki (Jatku

@ Matriisin A ominaisvektorit ovat polynomin
JA— Al = —A(A—2)?

juuret, eli 0 ja 2.

@ Ominaisvektorit 6ytyy ratkaisemalla yhtalo
(A-Ahv=0

kun A =0, sekd kun A =2.
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Ominaisvektorit

Esimerkki (Jatkuu)

o Vektorilla v on ominaisarvo A =0 jos Av=0:

@ Gaussin eliminaatiomenetelma:

1 2 110 1 2 110
(A|0):( 2 0 -2 o) ~(0 -4 -4|0
-1 2 310 0 4 410

1 0 -1]0 10 -1]0
~(0—4 ~410 ~(01 10

0 0 010 00 010
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Ortogonalisointi
Determinantti
Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi
Matriisihajotelmat q
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Ominaisvektorit

Esimerkki (Jatkuu)

o
10 -1]0
(AD)~| 0 1 1|0
00 0/0

@ Tam3 on porrasmuotoinen liittomatriisi, jonka ratkaisut ovat

x3=t  vapaa muuttuja

Xp = —t
x1=t
1
@ Siispd ominaisarvon 0 ominaisavaruus on { t|—-1|:teR
1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Ominaisvektorit

Esimerkki (Jatkuu)

@ Vektorilla v on ominaisarvo 1 =2 jos (A—2/)v=0:

@ Gaussin eliminaatiomenetelma:

-1 2 1]0 -1 2
(A=2010)=| 2 -2 2|0 ~[ 0o 2
0 o0

-1 2 1|0
1 -2 -1/0 1 0 -1
~10 2 0]0 ~l0 1 0
0 0 0O 0 0 O

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Ominaisvektorit
Esimerkki (
o
10 -1]0
(A=2110)~[ 0 1 0 |0
00 010

@ Tam3 on porrasmuotoinen liittomatriisi, jonka ratkaisut ovat

x3 =t vapaa muuttuja
Xp =
x1=t

@ Siispd ominaisarvon 2 ominaisavaruus on { t teR

= O =

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Ominaisvektorit
Esimerkki (
o
10 -1]0
(A=2110)~[ 0 1 0 |0
00 010

@ Tam3 on porrasmuotoinen liittomatriisi, jonka ratkaisut ovat

x3 =t vapaa muuttuja
Xp =
x1=t

@ Siispd ominaisarvon 2 ominaisavaruus on { t teR

= O =

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Diagonaalisointi

@ Jos (nx n)-matriisilla A on n ominaisvektorit vy,...vp, jonka
ominaisarvot ovat A1,...,4,...

@ ...niin patee

A 0 O
A(Vl-..Vn)Z(A]_Vl'..ﬂ,nVn):(vl...vn) 0 0
0 0 A

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Diagonaalisointi

@ Jos ominaisvektorit v1,...v, ovat lineaarisesti riippumattomat, niin
matriisi V = (v1 -+ v) on k3dnnettava.

@ Voimme kirjoittaa

A=VAV
jossa
A1 0 0
0 0 A,

o Talléin matriisi A on diagonalisoituva.

@ Jos matriisilla A on n eri ominaisarvoa Aj,...,A,, niin se on aina
diagonalisoituva.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Lavistajamatriisi

e Matriisi D, jolle patee d;; =0 kaikille i # j kutsutaan
lavistdjamatriisiksi.
o Lavistdjdmatriiseja on helppo kertoa keskenain:
( a1 ao2 Z ]( b b02 0 )=( a1b1 azob2 0

0
0 0 ap 0 0 bp 0 0 anbn

e Jos A= VDV~! on diagonalisoituva, niin
o A2=vDV=¥VDV-1=vp2y-1
o A" =DV VDV vDv-1=vDry-lL

e D" on lavistajamatriisi jonka lavistajaalkiot ovat d.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Fibonacciluvut

@ Fibonaccin lukujono
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,---

madritelldan:
fo=0
fi=1
fo=fp1+fho josn=2
@ Diagonaalisoinnilla |16ydetdan luvun f, kaavaa suljettussa muodossa.
o ldea: (f,-1,fm-2)— (fn, fa—1) on lineaarikuvaus R2 — R2.
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Fibonacciluvut

Esimerkki (Jatkuu)

. . . . f,
o Tutkitaan Fibonaccivektori v, = ( "+1).

° voz((l)) jakun n=1

toinen koordinaatti.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Fibonacciluvut

Esimerkki (Jatkuu)

@ Halutaan laskea

o Diagonaalisoidaan A:( i (1) )

@ Ensin Idydetddn ominaisarvot: Karakteristisen polynomin

1-2 1
1 -1

A-Al| =
| ll' 7

1\2 5
2

=21%2-1-1=|2-2
=212

. _ 1+
juuret ovat 1= =5

[=]
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Fibonacciluvut

Esimerkki (Jatkuu)

@ Matriisin A ominaisarvot ovat 11 = 1+2‘/§ jaly= I_T

G

@ Ominaisvektorille b; = (;’

), jonka ominaisarvo on A;, patee
1

xi
1 ) =x-A;y; =o0.
( )(YI) X Y
e Valitaan ( Xi ):( Ag )
Yi 1
@ Siispa
A:( A g )( A0 )( M g )‘1'

1 1 0 Al 1 1
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Fibonacciluvut

Esimerkki (Jatkuu)

° Al_/l2:1+2\/§_1—2\/§:\/§

e 0 ) )

@ Joten
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Fibonacciluvut

Esimerkki (Jatkuu)

@ Lasketaan nyt Fibonaccilukujen suljetun muodon kaava:
fnfl _ AN 1
(7=l

_i A1 Ao A7 O 1 -2 )\(1
- 5\ 1 1 0 ﬂg -1 N 0

_l (A A\ (M

RV O S A A O

1 (Ag+i—ag+1 )
/11_’12
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Fibonacciluvut

Esimerkki (Jatkuu)

o Siispa

V5 VBl 2 2

@ Joten Fibonaccijonon kasvuvauhti on kultainen leikkaus

1+v5
2

f,,:i(/l;mg):i((1+‘/§)n+(1"‘/§)”)

o Todistetiin juuri (jopa huomaamatta) ettd mutkikaannikdinen
luku £, on kokonaisluku kaikille n. (1)
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Diagonaalisointi
Matriisihajotelmat EUanaiotelma

Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Page rank

@ Yksi tirked ominaisvektorien sovellus tietojenksittelytieteessa on
Googlen Page Rank-algoritmi.

G’O g|e mielenkiintoinen kysymys m Q

O Kaikki B Kuvahaku @ Kartat [ videot (P Ostokset i Lisaa  Asefukset  Tyokalut

Noin 4 110 000 tulosta (0,42 sekuntia)

blog.venuu fi » 20-to nostaviir jihin =
20 toimivaa kysymysta kiinnostaviin keskusteluihin
19.2.2018 - Ota nama 20 kysymysta haltuun, kun haluat vieda keskustelun uusiin ... On aina

mielenkiintoista kuulla, miten ihmiset kuvailevat itse&an.

@ Motivointikysymys: Miten hakukone paattdad mika on ison verkon
“tarkein” sivu?

MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Page rank

@ Idea 1: Sivu on tirked, jos sinne on linkki monesta muusta sivusta.

@ T3ama3 oli huono idea. Eikdhan sivu jonne on linkki CNN:in ja
Amazonin etusivusta taytyy olla tarkeampi kuin sivu jonne on linkki
Mika Meikaldisen ja Kaarelan Kalja-Kallen blogeista?

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominaisarvot j;

Matriisihajotelmat

Page rank

PageRank

Kuva: Mita isommat pallot osoittavat palloon P, sitd isompi P itse.
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Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Page rank

Idea 2: Sivu on tirked jos sinne on linkki monesta tarkedsts sivusta.

(]

T&ama3 pirustaa paremmin kuin “ldea 1" sitd, mitd “tarked”
intuitiivisesti tarkoitaa.

Maaritelmana, se on kuitenkin jarjeton.

Ei voi tieda onko er3s sivu tarke3 vai ei, tietamatta ovatko toiset
sivut tarkeitd vai ei.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
Ominaisarvot j;

Matriisihajotelmat

Page rank

@ Idea 3: Sivu P on tirkei jos satunnaiselle surffaajalle (kutsutaan
h3net vaikka Satu) on todennikdistd paastad sivuun P kun hén
jatkuvasti seuraa satunnaisesti valitut linkit.

Kuva: Satunnainen surffaaja

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Page rank

o Idea 3: Sivu P on tirked jos satunnaiselle surffaajalle (kutsutaan
hinet vaikka Satuksi) on todennékdistd padstd sivuun P kun hin
jatkuvasti seuraa satunnaisesti valitut linkit.

o Tastd maaritelmastd seuraa “ldean 2" ominaisuus: jos Sadulle on
todennidkaistd paastd johonkin sivuun, josta on linkki meidan sivuun,
niin Sadulle on myds suhteellisen todennakdistd pdista meidan
sivuun.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Page rank

Koostukoon verkko N sivusta. Todennakeisyys, ettd Satu on sivulla i
hetkessd t, merkitdan p¢(f).

pe(1)
o Olkoon p; = : (jattildis)vektori, joka kuvaa Sadun sijainti
pt(N)
hetkess3 t.
@ Huom: Vektorin p; kaikki alkiot ovat =0, ja niiden summa on 1

Jos tiedetdadn etta Satu on sivussa i hetkessa t, niin p; =e;.
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Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

Matriisihajotelmat

iarvohajotelma

Page rank

o Jokaisessa hetkessd, todenndkeisyydelld @, Satu lopettaa sessionsa ja
aloittaa uudestaan tasaisesti jakautuneessa sivussa.

e Todennikeisyydelld 1 —a, hén seuraa (tasaisesti jakautunutta)
linkkia sivusta, jossa han talld hetkelld on.

o Siispa, jos tiedetdan, ettd Satu on hetkessa t sivussa i (pt =€;), niin

() = a/N jos ei ole linkkid i — j
Pe+1U)=1 a/N+(1-a)/L; jos on linkki i —j ’

jossa L; on sivusta i ldhtevien linkkien maara.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Page rank

@ Jos p: =€), niin

() = a/N jos ei ole linkkid i — j
Pe+1U) = a/N+(1-a)/L; jos on linkki i —j ’
jossa L; on sivusta i ldhtevien linkkien maara.

@ Olkoon rj; todennikeisyys, ettd Satu menee j — j.
o Tallgin

i o NN

Pts1=| : . [Pt
vy - NN

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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LU-hajotel

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Page rank

ri nn
Pt+1= T : p: = Rp:.
i1 o 'nnv

@ R on stokastinen matriisi:

o Jokaisen sarakkeen summa on 1.
o Kaikki alkiot ovat =0.

o Tutkitaan, mihin Satu padsee “ajan mittaan”, eli
todennakeisyysvektoria

p= lim ps= lim Rpg.
t—oo t—oo
@ Jos rajaarvo p =lims_, Rfpo on olemassa, niin silld pitee Rp =p.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Page rank

simerkki

@ Oleta, ettd maailmanlaajuinen verkko koostuu neljasta sivusta, jonka
valilld on linkkeja kuvan mukaan:

/_..-._.--—'—""- ,

\T

@ Yksinkertaisuuden vuoksi valitaan a = 0.

Lf

o Satu ei ikind lopeta sessiotaan, vaan seuraa linkkeja eldméansa
loppuun asti.

MS-A0401



Ortogonalisointi
ja ominaisvektorit
LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Page rank

simerkki (Jatkuu)

@ Todennikeisyys siirtyd sivusta i sivuun j ndkyy kuvassa:

L]
tamn’{

, n
W)
\J
e P

P“ I

P

o Eli
0 3 00
0 01 0
R= 1
1 301
0 __( 0
Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401




Ortogonalisointi
Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Page rank

simerkki (Jatkuu)
@ Ratkaistaan yht&lo (R—/)p =0 Gaussin eliminatiomenetelmalla:

1

-1 53 0 0|0 -1 3 o oo

o -1 1 O |l0 | [ o a1 1 oo

1 1 1 1o o 1 -1 1|0

o 8 o -1]o 6 o o0 -1]o0

1 3 o oo 1 0 F oo
Jo T -1 oo o 1 & o]o

o 0o o0 1o 0 0 0 1]0

o0 0o o0 -1]|o0 0 0 0 o0]o0

o Ratkaisut: p =

O 0 » Nun

MS-A0401




Ortogonalisointi
ja ominaisvektorit
LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Page rank

simerkki (Jatkuu)

@ Raja-arvolle
p=limps= lim R'pg
t—oo t—oo

patee p = jollekin s e R.

O 0 W Nn

@ p satunnaisvektori = koordinaatien summa on 1 > p:%

ON N =

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat LU—haJC\te!lﬂﬂ
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Page rank

simerkki (Jatkuu)

e Eli sivujen tirkeys on seuraavasti:

! 5
S (P& <
> (07 Lo 3

A

. N
) > DN L
N T “» =
O\ \Es

o Eli sivut 2 ja 3 ovat yht3 tarkeitd, vaikka sivulle 3 on enemman
linkkeja.

Ragnar Freij-Hollanti

MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Stokastinen matriisi

@ Jos R on stokastinen matriisi, niin jokaisen matriisin R —/ sarakkeen
summa on 0.

@ Siispd matriisin R—/ rivien summa on 0, joten R—/ on
degeneroitunut.

@ Eli 1 on kaikkien stokastisten matriisien ominaisarvo.

@ Topologisista syistd, stokastisella matriisilla on aina
todennakeisyysvektori p ominaisvektorina ominaisarvolla 1.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotel

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Stokastinen matriisi

@ Stokastisella matriisilla on aina todennikeisyysvektori p
ominaisvektorina ominaisarvolla 1.

@ Stokastisen matriisin kaikki ominaisarvot ovat |A]| < 1.
@ Tasta seuraa, etta
lim ps= lim R'p
t—oo t—oo
on olemassa kaikille stokastiselle matriisille R ja kaikille
alkuvektorille p, paitsi jos —1 on matriisin R ominaisarvo.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat h
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Kolmiomatriisit

e Matriisi A on alakolmiomatriisi jos aj; =0 aina kun j <.

¥ ¥ ¥ O
¥ ¥ O O
¥ O OO
[eNeNoNe

* % ¥ ¥

@ Se on yldkolmiomatriisi jos aj; =0 aina kun j> 1.

O * % ¥
* X ¥ ¥
* % ¥ ¥

O O O *
O O % *

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotelma
Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kolmiomatriisit

o Kahden alakolmiomatriisien A ja B tulo on aina alakolmiomatriisi:
e Jos C=AB ja j<i, niin

cjj = a,-1b1j +"'+aimbmj
=aj1byj+---+ajibjj+ajit1bj1,j+ -+ 3jmbm,

:a,-10+~--+a,-,-0+0b,-+1,j+-~~+0bmd-:0.

@ Samalla perusteella, kahden yldkolmiomatriisien A ja B tulo on
ylakolmiomatriisi:

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Rivioperaatiot

o Rivioperaatiolla matriisista A saa matriisitulo RA, jossa matriisilla R
on yksinkertainen rakenne:

item
a1l a1z a13 a14
a1 a a3 a4
az1—ap1  asp—axy a33—ap3  a3a—axs
as1 a2 a43 as4
1 0 00O a1l a2 a3 a4
{0 1 00 a1 ax a3 ax
10 -1 10 a31 a3 a3 azs
0 0 01 ajl  ag2 43 asm

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
aisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi
Matriisihajotelmat LU-hajotelma
Kannanvaihto

iarvohajotelma

Rivioperaatiot

@ Olkoon Rjj(a) neliématriisi jolla on ykkéset peruslavistdjalla, o
paikassa /,j, ja muualla nollat:

1 0 00
0 1 00
Ra(-1)=1 o 1 1 0
0 0 01

@ Matriisin riviin j lisddminen a kertaa matriisin rivi / on yhta kuin
kertominen matriisilla R;j(a) vasemmalta.

@ (Samalla periaatteella, sarakeoperaatiot vastaavat kertomiseen
nelidmariisilla C oikealta)

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Rivioperaatiot

o Huom: Rj(a)R;j(-a) = I, joten Rj(a)™! = Rj(-a).

o
1 0 00 1000 1 000
01 00 0100]|_[0100]|_,
0 -1 10 01107 loo1o0]|™ ™
0 0 0 1 000 1 000 1

A = Rj(@)A— A= Rj(-a)A’

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Rivioperaatiot

Rivioperaatiot
1 2 3
(0 15 )(
2 0 1

vastaavat matriisiyhtdlihin:

cow
AR
|
LN W
_
!
—
cowr
ow
W W
_

1 0o o0 1 3 1 2 3
( 0 1 0 )( 0o 1 2 ):( 0 1 2 )
-2 0 1 2 0 1 0O -4 -5
1 0 O 1 2 3 i 2 3
(0 1 0 )( 0 1 2 ):( 0o 1 2
0 4 1 0 -4 -5 0o o0 3
0 1 2 3
0 )( o 1 2 )
1 0 -4 -5

0 1 2 3
0)(0 1 2)
1 0 0 3
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Matriisihajotelmat

Rivioperaatiot

Esimerkki (Jatku
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Rivioperaatiot

Esimerkki (Jatkuu)

1 2 3 1 0 O 1 2 3
01 2|={0 1 O 0 1 2
2 01 2 -4 1 0 0 3

Téaten, matriisi on alakolmiomatriisin ja ylakolmiomatriisin tulo.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
aisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi
LU-hajotelma
Kannanvaihto
iarvohajotelma

Matriisihajotelmat

LU-hajotelma

@ Jos matriisista A tulee yldkolmiomatriisi U lisidmalla ylempien rivien
monikerrat alempiin riveihin (tdm3 patee useimille matriisille), niin
rivioperaatiot vastaavat hajotelmaan A= LU, jossa L on
alakolmiomatrisi.

@ Tama hajotelma on kadytanndllinen jos tahdomme ratkaista
yhtdloryhmai Ax =b:

o Kolmiomallisia yht&ldryhmii on helppo ratkaista (sijoituksella).
e Jos A= LU, niin ratkaisemme ensin yhtil6d Ly =b, ja tdméan jilkeen
ratkaisemme Ux =Yy.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Diagonaalisointi

Matriisihajotelmat Lufhajote!ma
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

LU-hajotelma

@ Halutaessa voimme tehda niin, ettd kolmiomatriisien lavistdjissd on

pelkdstdan ykkoset 1.
@ Jos matriisin
a1l 0 0
a1 axp O

. 0
anl  an2 ann

levistdjan alkiot aj; #0, voimme jakaa sarakkeet (oikealta) nailla

alkioilla:
1 0 0 0 o o
azq a11
L a11 1 0 0 axo 0 0
0 0 0
2nl 2n2 1 0 0 0 ann
a1 a22

MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

LU-hajotelma

Matriisihajotelmat h
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

LU-hajotelma

o Halutaessa voimme tehda niin, ettd kolmiomatriisien lavist&jissa on
pelkdstdan ykkoset 1.

@ Jos matriisin

by b2 - b1y

U b by - bop
X . b

0 0 an

levistajan alkiot aj; #0, voimme jakaa rivit (vasemmalta) néilla

alkioilla:
1 b2 b1y
by7 O o o b11  b11
00 by 0O O 0 bop
U = . b22
: 0 0 .
0 0 0 bpn 0
0 1

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

LU-hajotelma

o Koska
a7 0 0 0 b7 O 0 0 a11b11 0 0 0
0 ano 0 0 0 boo 0 0 0 azoboo 0 0
= . ,
. 0 . 0 . 0 B 0 0 B 0
0 0 0 ann 0 0 0 bnn 0 0 0 annbnn

kirjoitetaan
A=LU=L'DU,

jossa D on lavistdjamatriisi, ja L' ja U’ ovat ala/ylakolmiomatriisit
jonka lavistadjaalkiot ovat ykkésia.

Esimerkki
1 2 3 1 0 0\ (1 2 3 1 0 0\ (1 0 0\ (1 2 3
(o 1 2):(0 1 o) (o 1 2):(0 1 o) (o 1 o) (0 1 2)
2 0 3 2 -4 1) \o 0 3 2 -4 1) \o 0 3) \0 0 1
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat q
) Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Kannanvaihto

@ Olkoon V' n-ulotteinen vekoriavaruus, ja olkoon E =(ey,...e,) sen

kanta.
o Vektoria
v=viei+---+vpep,eV
Vi
vastaa sarakevektori ve = @ | eR".
Vn

o Lineaarikuvausta f: V — V vastaa nelidmatriisi
A=fg=(f(er)e - f(en)E)-

@ Niam3 esitykset riippuvat annetusta kannasta E.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat q
) Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Kannanvaihto

3 . 1 .
sz(z),eI|v=3e1+2e2. vB:(z),ellv:b1+2b2.
@ v kertoo “miltd v naytt3a @ vp kertoo “miltd v nayttas
Erkin n3kékulmasta”. Bertan ndkokulmasta”.

@ Miten “siirrytadn” vektorin v € V sarakevektoriesityksesta toiseen
fg «~ fg, Erkin ja Bertan kantojen suhteen?

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat q
) Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Kannanvaihto

Vi
o Tiedetddn ve=| : |, eliv=vie; + -+ vye,.
Vn
w1
o Lasketaan vg=| : [ siten, ettd v=wiby +---+wyb,.
Wn
o
Vi
vp=vielg+---+vaenp=(e1g - eng)| ¢ |,
Vn

jos e;g on sarakevektori joka esittd3 vektorin e; kannassa B.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihto

@ Olkoon E avaruuden R? luonnollinen kanta, ja olkoon B kanta jolle
patee e; =b1 jaex) =by—b;.

@ Tutkitaan vektori v=vg =( 2 ) Laske vektorin v koordinaatit

2
kannassa B.

VB=(3e1+2ez>B=3( 0 )”( T )
(o )2 )-(2)

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

@ Matriisi
Eg=((e1)Bl--"I(en)B)
kutsutaan kannanvaihtomatriisiksi kannasta E kantaan B.

vg = EgvE. (4)

VE = BEVB.

Toisaalta Eg on kddnnettava (lineaarisesti riippumattomat
sarakkeet). Kertomalla (4) vasemmalta matriisilla Eél, saamme

EélvB =VE.

o Siispd Egl = Be.



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

@ Muodostavatko vektorit

1 2 3
bi=| 0 |[,bp=]| 1 |,bg=] 2
2 0 1
1
avaruuden R3 kantaa? Jos niin on, niin miki on vektorin [ 1]|eR3
1

koordinaatit kannassa B?

@ n vektoria avaruudessa R” muodostavat kantaa jos ja vain jos ne
ovat lineaarisesti riippumattomat.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

Esimerkki (Jatkuu)

@ Tarkistetaan etta vektorit

1 2 3
bij=| 0 |[,bo=]| 1 |,bg=] 2
2 0 1

ovat lineaarisesti riippumattomat kaantamalld matriisin
1 2 3
Be=| 0 1 2
2 0 1

o Kaanteismatriisi BEl on sitten kannanvaihtomatriisi Eg kannasta E
kantaan B.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

Esimerkki (Jatkuu)

°
1 2 3|1 0 0
Bei)=| 0 1 2|0 1 o
(Belh) ( 2 0 1|0 0 1 )
1 2 3|1 0 0
~( 0 1 2|0 1 0 )
0 -4 -5|-2 0 1
1 2 3|1 0 0
~( 0 1 2|0 1 0 )
0 0 3|-2 4 1
1 2 0| 3 -4 -1
~( 0 1 0|43 5/3 -2/3 )
0 0 3| -2 4 1
1 0 0] 1/3 2/3 1/3
~( 0 1 0| 43 5/3 -2/3 ):(I\EB).
0 0 1|-2/3 4/3 1/3

o So ey = 3(by +4by —2b3), €5 = (~2by —5by +4b3), and
e3=3(by —2by +b3).



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

Esimerkki (Jatkuu)

1
@ Miki on vektorin | 1| eR3 koordinaatit kannassa

5=((9)- (5.6

°
e=gave=3( 4 3 3)0)-3( 55 )-()
1 3 2
@ Tarkistetaanettav=|1|=|2]|-|1|=b3—bs.
1 1 0

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

@ Nyt tiedetddan miten kddnnetdan vektorien esitys, Erkin ja Bertan
kantojen suhteen?

@ Miten “kdannetdan” lineaarikuvauksen f : V — V matriisiesityksesta
toiseen fg «~ fg, Erkin ja Bertan kantojen suhteen?

Esimerkki

| fB=(§ (1)) /
1 £

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

fg = Epfe Be = B fe Be
: L 3 SR DU | ! ] i ! I i i / i i !

e e
v LT “ch\r T f][/ ]

/ AR L AmEut
1 L S R { S

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401

B




Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Kannanvaihtomatriisi

@ Olkoon

11
—
— |
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—
|
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat q
) Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Kannanvaihtomatriisi

fe = Befg BE"
o Diagonalisointi
A0 O
A=VAVL jossa A= .. ¢
0 0 A,

on kannanvaihton erikoistapaus.

@ V = Vg on ominaisvektorien muodostama kanta, kirjoitettuna
matriisina kannassa E.

@ Lineaarikuvauksen matriisiesitys kannassa V on A.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

e Singulaariarvohajotelman (Singular Value Decomposition, SVD)
ideana on purkaa lineaarikuvaus kolmeen osaan:

o ortonormaali matriisi (“kierros + peilaus”)
e venytys
e toinen ortonormaali matriisi

@ SVD liittyy laheisesti ns. pddkomponenttianalyysiin.

@ Monidimensioisesta datasta etsitddn ne komponentit, joilla sen
keskeisimmat piirteet voidaan esittda (lineaarisesti) menettdmatta
oleellista informaatiota.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

>VAT >U

Sigma
TN

Kuva: A = kierto + venytys + kierto

MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Symmetrisointi

o Mielivaltaiselle (nx m)-matriisille A, ATA ja AAT ovat symmetriset
nelidmatriisit.
o Matriisin AT A paikassa (i,j) on matriisin A rivien i ja j skalaaritulo.

o Matriisin AAT paikassa (i,j) on matriisin A sarakkeiden i ja j
skalaaritulo.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401
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Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit
Diagonaalisointi

LU-hajotelma

Kannanvaihto
Singulaariarvohajotelma

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

alla kursilla)

o Mielivaitaisella symmetrisella matriisilla on aina ominaisvektorit jotka
muodostavat ortonormaali kanta.

o Matriisien AAT ja AT A ominaisarvot ovat = 0.

@ Olkoon v matriisin AT A normitettu (eli vl =1) ominaisvektori,
positiivisella ominaisarvolla o2 > 0.

o Tallsin
(AAT)Av = A(AT A)v = Ac®v = o2 Av.

Ragnar Freij-Hollanti MS-A0401



Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

(AAT)Av = A(AT A)v = Ag?v = o2 Av.

o Matriiseilla ATA ja AAT on samat positiiviset ominaisarvot:

2 2
07,07

o Tamin lisiksi, 0 on matriisin AT A (m - r)-kertainen ominaisarvo, ja
matriisin AAT (n— r)-kertainen ominaisarvo.

o r on matriisin A (ja matriisin AT) rangi.

o u;= (%Av,- on matriisin AAT normitettu ominaisvektori

ominaisarvolla a,?.
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Ortogonalisointi

Determinantti

Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Diagonaalisointi

Matriisihajotelmat AL tc!ma
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

e Yhtidlot Av; = o;u; kirjoitetaan yhteen matriisiyhtilona:

A J)lvi={u) e

mxr
@ Jos v on matriisin AT A ominaisvektori ominaisarvolla 0, niin
Ave€(A)nker(AT)=Z(AT)nker(AT) = {0},

koska
Z(AT) LNull(AT).
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Matriisihajotelmat
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

>
=
|
(-
3
Q

nxm Ry

mxr

o Lisaamallad nolla-ominaisvektorit sarakkeeksi matriiseihin U ja V

(A v ]=( o))

m>im
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Ortogonalisointi
Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

(A v (e

m=m nxm

e Kirjoitetaan yhtilé matriisihajotelmana: A= UzV L.
@ Matriisin V sarakkeet on ortonormaali kanta, joten v1l=vyT,
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Determinantti
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Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

e Olkoon A (nx m)-matriisi. On olemassa ortonormaali neliématriisit
U ja V, sekd (nx m)-ulotteinen lavistijamatriisi X siten, ettad

A=UzVT.

o Lavistdjamatriisin X lavistdjdalkiot ovat 01202 =+ 2 O min(m,n) 20

o Tillaisessa hajotelmassa tekija = on yksikasittdinen, kun taas
matriiseita U ja V eivat valttamattomasti ole.
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

@ Seuraava redusoitu singulaariarvohajotelma on joskus hyddéllinen, ja
helpompi laskea.

@ (Tama ei ole kuitenkaan yhta selkedsti geometrisesti tulkitavissa
kuin edellisen lauseen singulaariarvohajotelma.)

Lause (Redusoitu singulaariarvohajotelma)

o Olkoon A (nx m)-matriisi, jonka aste on r. On olemassa
(nx r)-matriisi U, (r x r)-lavistadjamatriisi X, seka r x m-matriisi VT,
siten etta:
]
A=uzvT
o Matriisin U sarakkeet ja matriisin VT rivit ovat ortonormaalit.
o Lavistdjadmatriisin X lavistajaalkiot ovat 01 2z09=--=0,>0
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Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

Siispd redusoitu SVD voidaan laskea seuraavien tietojen perusteella:

@ Matriisin X diagonaalialkiot o; ovat matriisin AT A positiivisten
(eli >0) ominaisarvojen positiiviset nelidjuuret.

e Matriisin V sarakkeet v; (eli V' T:n rivit) ovat matriisin AT A
yksikkopituiset ominaisvektorit ominaisvektorilla UJ?.

@ Matriisin U sarakkeet ovat u; = Av;/o;.
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Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

o Lavistdjdalkiot 01 =09 =--- =0, ovat matriisin A singulaariarvot.
@ Singulaariarvohajotelmalla voidaan kompressoida isoja matriiseja.

@ Jos muutetaan kaikki singulaariarvot nolliksi, paitsi k isommat
singulaariarvot, niin lopputulos on matriisin A “paras mahdollinen
approksimaatio” (nx m)-matriisilla, jonka rangi on < k.
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Determinantti

Matriisihajotelmat

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

@ Testikuvassa on 512 x 512 pikselia, eli se voidaan esittida
512 x 512-matriisilla.

o Talle matriisille voidaan tehda singulaariarvohajotelma, ja
approksimoida sitten kuvaa ottamalla hajotelmasta k:ta ensimmaista
singulaariarvoa vastaava osuus.

@ Huomataan, ettd vahempikin mdara dataa riittda kuvan esittdmiseen
tunnistattavasti ja jopa silmdmaardisesti riittavan tarkasti.
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Ortogonalisointi
Determinantti
i ja ominaisvektorit

Matriisihajotelmat N
Kannanvaihto

Singulaariarvohajotelma

Singulaariarvohajotelma

o Kun alkuperdisen m x n-matriisin sijaan kdytetddn SVD:std k
ensimmaist3d singulaariarvoa, tarvittavien lukujen maard on

k+km+ kn,

e k ensimmadista singulaariarvoa
o k ensimmaistd sarakevektoria matriisista U.
o k ensimmiisti rivivektoria matriisista V' 7.

e Jos k<nm/(1+n+m), niin datan m&ara pieneni.

o Edell3 testikuvalle n=m =512, joten k <255 vihentdd datamaaria.
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Determinantti
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inti
Matriisihajotelmat q
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Kurssin sisalto - kertaus

Harjoitustehtdvat: Muista maaritelmat, ja keksi itse
jarkevdn-ndkaiset tenttitehtdavat. Pystytko ratkaisemaan niita?
Miten? Miksei?

o Kompleksiluvut o Kiinteismatriisit
o Vektorilaskenta o Perusavaruudet ja projektio
o Skalaaritulot @ Matriisihajotelma
o Lineaarinen e Ortogonalisointi
riippumattomuus o Determinantit
o Lineaarikuvaukset o Ominaisarvot ja
@ Matriisilaskenta diagonalisointi
o Matriisitulot o LU-hajotelma
o Lineaariset yhtiloryhmit o Singulaariarvot
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