ESim.,

Lukujonosta (ax)ken voidaan muodostaa sen osasummien jono (sp):

s = 8, L=a+ta, s3=a+a+33 -,

n
sn = aitatota=) a.
k=1

Maaritelma 2.1
Jos osasummien jonolla (s,) on raja-arvo s € R, niin sanotaan, etta jonosta
(ax) muodostettu sarja suppenee ja sen summa on s. Talloin merkitaan
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2.1 Sarjan hajaantuminen

» Jos sarja ei suppene, niin se hajaantuu. Tama voi tapahtua kolmella
eri tavalla: (i) osasummat ldhestyvat 3aretontd; (i) osasummat
|3hestyvat miinus-3aretont3; (iii) osasummien jono heilahtelee niin,
ettei raja-arvoa ole.

e Hajaantuvan sarjan tapauksessa merkintd >_,- ; ax ei oikeastaan
tarkoita mitddn. Usein sovitaan sen tarkoittavan osasummien jonoa,
joka on aina hyvin maaritelty.

¢ Monet sarjoihin liittyvat " kummallisuudet” (esim. 0 = 1-todistus)
johtuvat siitd, etta sarjan summaaminen tulkitaan operaatioksi, jossa
kaikki jonon alkiot lasketaan yhteen samalla kertaa. Niin ei ole, vaan
summa lasketaan osasumminen raja-arvona. Taman vucksi osa
aarellisten summien laskus&anndista el enad pade sarjoille. Joissakin
tapauksissa esimerkiksi sarjan summa voi muuttua, jos termien
jarjestystd vaihdetaan.
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2.2 Geemetrinen sarja |

Geometrinen sarja I

> aq* 1

k=0

suppenee, jos |q| < 1 (tai a = 0), joltoin sen summa on 1= Jos lq] > 1, ;
niin sarja hajaantuy 1

n 1— n+1
Perustelu: Sarjan osasummille patee Z agk = a(—l_-u, josta vaite
seuraa. k=0
Yleisemmin
i aq’  sarjan 1. termi
Zaqkzl_q= - ¢ , kun |g| < 1.
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Esimerkki 1. Harmoninen sarja

x| —

oo
k=1

hajaantuu, vaikka sarjan yleisen termin raja-arvo on nolla.
PERUSTELU. Sarjan kahdelle perikkéiselle termille pétee
1 N 1 S 1 - 1 2
k-1 k" k k k
kaikilla k > 2. Ryhmitelldsn osasumman sg, kaksi perikkaisté termid yhteen
toisesta parista alkaen. N&in saadaan

1 1
S = ltzt+z-+-+=+

|
o:
3
+

kun n > 2. Jos sarja suppenee kohti reaalilukua a, niin yllé olevan perusteella

. . 1 1
a=1lim sy, > lim [s,+=)=a+ =,
n—oQ 2

n—oo 2

joka on ristiriita. Sarja hajaantuu siis kohti déretonta.

Huom: Koska s; = 1, niin yll4 olevasta epéyhtalésté seuraa suoraan myds
[} . . " .
perinteinen arvio

82n21+g,

joka yleensd perustellaan ryhmittelemélld sarjan termit luvun 2 potenssien
kokoisiin ryhmiin. Molemmat epéyhtlét voidaan todistaa my6s induktiolla,
kunhan vain ensin keksitdan epédyhtalon oikea muoto.



> with(plots) :

7ﬁ

> seq(sum((-1)* Tk k=1.n),n=1.10)

,-1.2,-2.3,-3.4,-4,5, -5

> listplot[[seq(sum(%, k=1 ..n), n=1 ..1000) ])
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Sarja ),
_ k=1

> plot([

|—

- Verrataan pylvisdiagrammin pinta-aloja kyrien rajaamiin pinta-aloihin:

HI»—R"

1 1
=0..6, view=[0..6,0..1.
S 1) ,x=0..6, view=1[0..6,0 5])

1.57

0.5

PYLVAIDED INTN-ALA

N

,x=0..n)'< 'sum %,k=1..n]' <1+ int(%,x=1..n)'
n

n
J 1 dx<2landzl<1+Jidx )
0 k k=1k lx

:> assume(n, posint)
,x=0..n] < 'sum(—l—, k=1 ..n)' <1+ imf(l,x= 1 ..n)
k x

) 1
> mt(x+1

n(~+1) < D~ and D~ <1 +ln(n~) @)
fc=1k k=1k

[ Osasumma s, kasvaa samaa tahtia kuin In(#) joten sarja hajaantuu.
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2.2 Positiiviset sarjat |l

Esimmerkki 2010
Osoita, etta yliharmonisen sarjan

(e 9

Y

: ] :
k=1 ‘

osasummille on voimassa s, <7 2 kaikilla n, joten sarja suppenee i

— e

Ratkaisu: Perustuu kaavaan

1 1 1 1
k2 T k(k—1) k-1 k'

kun k > 2; vrt. pitkdn matematiikan ylioppilaskokeen tehtivi 15/kevat
2015. Toinen tapa integraalilaskennan avulla.

Leonhard Euler keksi v. 1735 sin-funktion tulokehitelmin avulla, etti
sarjan summa on 72 /6.
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¥ Vuoroteleva harmoninen sarja

(_1)k+1
> osasumma = n—)sum(—k——-, k=1 ..n]
. k41
R ; \”'l)
OSASURLING = 11— {? 1 =y (1.1}
B seq([n, osasumma(n) ,n=1.9)
o111 fe Bl Ta B la F] [ 2] . 32 319 17, 533 187
i ‘! e - | o S l [ ey | Wolin o | e O, | G bl { P o
i LA ™27 l"’ 5[ "4 12 | _5’ i) *{ 61’)] [f 420 | E44) }’ L & 2520 (1.2)
> plot([%])
1.0“\
0.9
0.8 ,
0.7 / \ //
_ / w
0.61
0.5

w seq([n, osasumma(n)],n=1..100) : # huomaa kaksoispiste - > tulosta ei ndyteta
> plot([%6])
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¥ Jirjestyksen vaihto vuorottelevassa sarjassa

Pysyykoé sarjan summa samana, jos termien jarjestys

vaihdetaan?
B _ n+1
> seq( (1) ,n=1..14)
TN SRS SN SR WY WS UG WS WS SO NS B
i 1 1 : " '5l'l ,'i, f_;’ 71 8! :_K]-\ 1{5;; ii i:, .131 .I (2.1)
B (_ }n+l
> sum(—-n—,n=1..inﬁnity)
1 () @.2)

S 5 ([ 1 1 1 ]n=1 5)
“\ | 4n =3 4n—-1" 2}
[+ _Atifi bt _x1q¢3 L _1jf(4i 1 _i3ri 1o 1]
| L5 B SRS ERRTE r] ERNTAIE Y TR TR U oo
> sum(4nl_3 it 4-n1—1 - 21 ,hn=1 mfmty]
T heprs
— In(2) 24)

e

_Néiin voi kdydé vain sellaisten sarjojen kohdalla, jotka eivit suppene itseisesti. Tdssd
n+1
tapauksessa a, = %, jolloin |2, = 1 Jja paddytdan hajaantuvaan sarjaan
n

L(harmoninen sarja).



2.3 Suhdetestin raja-arvomuocto |

Perustelu: Jos g < 1, niin valitsemalla raja-arvon maaritelmass3
g = (1~ q)/2 > 0 saadaan jostakin indeksistd n. alkaen voimaan

lakt1/ak] < g+e=(q+1)/2=Q < 1.

Talloin tulos seuraa edellisestd lauseesta.

Tapauksessa g > 1 sarjan yleinen termi ei l3hesty nollaa, joten sarja
hajaantuu.

Viimeisessi kohdassa g = 1 ei siis saada mitdin tietoa suppenemisesta.
N3in kdy mm. harmonisen {(a, = 1/n, hajaantuva!) ja yliharmonisen
(a, = 1/n%, suppeneval) sarjan kohdalla.
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23 Suhdetestin rajacarvomuoto 11

Esimerick) 2718

Tutki sarjan

DMk 12 3
2 as

suppenemista.

Ratkaisu: Tissi ag = (—1)*t1k/2%, joten

af41
2y

‘(—1)k+2(k+1)/2*+1 k+1 1

(—1)Fik/2k - T2k

kun k — co. Suhdetestin perusteella sarja suppenee.
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Sinin ja kosinin jatkuvuus geometrisesti yksikkéympyran avulla.
™

{cos y, siny)

siny —sin x ;
<y-x / £ &cos X, sin x)

AN
4

COSX—-COSyYy<y—x




- 3.4 Funktion raja-arvon stppiloperiaate ||l
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3.4 Raja-arvon yleistykset

Myds seuraavat kisitteet voidaan madritella tasmallisesti:

xll_}n}lco f(x) = Loo, xl@m f(x) =1L, x—II)r:Eoc, f(x) = oo, jne.

Esimerkiksi
lim f(x) = oo,
X=X

jos patee: Jokaista M € R vastaa sellainen § > 0, ettd

f(x)>M aina, kunx€ A ja 0<|x—x <é.

Raja-arve limy_,oo f(x) on tirkeda mm. epioleellisen integraalin yhteydessa.

vligpisto Perustiet: denkS-AUI0X Differestrazti- 2 integrdalilaskent:

X0~
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N
X=0 x
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x-y



