D
[ Rummun vérahtelyt
v

Suorakulmion muotoinen rumpu

[> with(plots) :

F) u = (mn,x,Y, t) —cos(f) -sin(m-x) -sin(n-y)

i u = (m, n, x,y,t) —>cos(t) sin(mx) sin(rny) (1.1)
s animate(plot3d, [u(1,1,x,¥,1),x=0.Pi,y=0.Pi}, t=0..10, frames = 50, numpoinis

=1000)

v

" Pyorea rumpu
Ty v = (n,r, f) —cos(t) -Bessell (0, BesselZeros(0, n) -r)
v = (n, r, 1) —>cos(t) BesselJ(0, BessellZeros(0, ) r) (21)

s animate(plot3d, [ [r, theta, v(1, 7, £) ], 7=0..1, theta = 0..2-Pi, coords = cylindrical], t =0
.10, frames = 50, numpoints = 1000)

t=0.




Lukujonolla tarkoitetaan daretontd jonoa reaalilukuja a, € R, kun
indeksi n € N. Merkitain

(3n)neN - (aﬂ)ﬁil = (als dn, 43, - - )

Lukujonon tismallinen tulkinta on funktio f: N = R, jolle f(n) = ap.
Jonon indeksdinti voi alkaa my&s jostakin muusta arvosta kuin 1. Jos
indeksin alkuarvo ei ole tarked tai tilanne on muuten selvad, voidaan
kayttas merkintda (an)-

Joissakin sovelluksissa esiintyy my&s jonoja, joiden indeksijoukkona on
kaikkien kokonaislukujen joukko Z.
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[ Sovitetaan 4:nnen asteen polynomi pisteisiin (1, 1), (2, 2), (3, 3)
ja (4,4).
> p= x—ax b+l tdxte

p:=x—>ax4+bx3+cx2+dx+e (1)

> yhtalot = {p(1) =1,p(2) =2, p(3) =3, p(4) =4}
yhtdlgt={a+b+c+d+e=1,16a+8b+4c+2d+e=2,81a+27b+9c+3d+e (2

=3,256a+64b+16ct+4d+e=4}
B solve(yhtdlot)

1 .5, _3  ,_,._25  _
{a—24 e b 12 ec 4 e,d=1 13 &€ e] (3)

—> e:=24
| e:=24 (4)
B solve(yhtalot)

{a=1,b=-10,c=35,d=-49} (5)
;>- assign(%)
> p(x) .

X —10x 435 —49x +24 (6)

iKoImannen asteen polynomilla saadaan ratkaisu p(x) =x.



1.2 Kaytannossa

Jonoja voidaan miaritella
e antamalla yleisen termin lauseke; esimerkiksi
2, =2" kun ne N= lukujono (2,4,8,16,...).

o rekursiivisesti palautuskaavojen avulla, erityisesti Monissa NuMeerisissa
menetelmissa. Esimerkiksi

f=0 =1, f= fro + fp_1, kun n > 2
= Fibonaccin lukujono (0,1,1,2,3,5,...).

o tekemilli mittauksia jostakin systeemista; esimerkiksi aanen
voimakkuus tasaisin aikavilein (idealisoituna ddrettoméksi jonoksi).
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1.2 Perusongelmat

Fibonaccin jonolle
fa

Jjossa

2 Alestals [AaliosylfopeieforusticteidesMS-A0TOX DJfF_e;’gnt‘ﬁsah—,ja integrazlilaskent: |

M : :
| Fibonaccin lukujono
B

(> f101:=0;/[1]:=1

=> for n from 0 to 14 do

fln+2]:=f[n] +f[n+1]
od

@ Mita jonon ominaisuuksia saadaan selville yleisen termin tai
palautuskaavojen avulla?

e Miten palautuskaavasta saadaan yleisen termin lauseke? Esimerkiksi

1 n —n
=ﬁ(§0 _(_90) )3

1++/5
ds—

on ns. kultaisen leikkauksen suhde.

Jo=0
fi=1
fo=
f1:=2
fim
fi=
fi=
f7=13
f=21
Jo=34
S10=35
fi; =89
fip =144
S5 =233
N4 =377
fi5 =610
fig =987
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1.2 Jonojen ominaisuuksia

Maa ri_telm_é 1.1

Lukujono (as) on

o ylhidilta rajoitettu, jos on olemassa sellainen € € R, etta a, < C
kaikilla n

» alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen ¢ £ R, etta a, > ¢
kaikilla n

rajoitettu, jos se on seka ylhaalta etta alhaalta rajoitettu

nouseva, [0S a,..1 = a3, kaikilla n i

laskeva, o5 2,1 < a, kaikilla n
e monotoninen, jos se on nouseva tal laskeva
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1.3 Suppeneminen |

Masritelma 112

Lukujeno {a,) suppenee kohti raja-arvoa L = R, jos lausekkeen |a, — L|
arvo lahestyy nollaa, kun n — o, tasmallisemmin. Jokaista ¢ > ( vastaa
sellainen indeksi n. = N, etta |a, — L| < ¢ aina, kun n = n.

Tallgin merkitaan

Im a,=L tai hma, =L ta lyhvesti a, — L.
n—og

Jos lukujono el suppenee, niin se hajaantuu

Huom: |a, — L| = jonon pisteen a, ja raja-arvon L vilinen etaisyys:

lan—- Ll <eel—ce<ap<L+e
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1.3 Eraita raja-arvoja

* |imn_,°o \n/ﬁ - 1

palataan mychemmin.

Pakka Alestalo (Aalio-ylin
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e limpyoowa=1 kun a>0
® limpsoo (1+1)" = e = Neperin luku ~ 2,7182818... Tahan
e Stirlingin kaava (jolle ei helppoa todistusta!):
n!
lim ————— =
no0 +/27n{n/e)”
Idea: Ensimmadinen seuraa toisesta suppiloperiaatteen avulla. Toisen
kohdalla merkitddn x, = {/n — 1 > 0 ja sovelletaan binomikaavaa:

n=(14x)" =14 nx, +n(n—1)x2/2+--- > 1+ n(n — 1)x2/2, joten
0 < xp < 4/2/n. Viite seuraa tastad suppiloperiaatteen avulla.




1.3 Raja-arvon yleistykset

Myds kasitteet
lim a, = occja lim a,=—00
h— X n—roo

voidaan mairitelld tasmallisesti.

Esimerkiksi

1_i+m an=0 & jokaista lukua M € R vastaa sellainen indeksi ny € N,
n—ou

ettd a, > M aina, kun n = np.

Sanotaan: Jono (ap) hajaantuu kohti Adretonta.
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