_:Verrataan sinin Maclaurin-polynomien kuvaajia alkuperiiseen funktioon:
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L k=0
Elndeksin n arvo ei ole sama kuin kirjassa/luennoilla.
> P(1,x)=P(l,x),'P(2,x)=P(2, x)
1 5

_,_ 123 1, 1
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=> plot([sin(x), P(1,x)],x=-4-Pi..4 -Pi, view= [ -4-Pi.4:Pi,-2.2], color=[red, blue), scaling
= constrained)
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=> plot([sin(x), P(4,x) ], x=-4-Pi..4-Pi, view=[-4-Pi .4-Pi,-2.2], color = [red, blue), scaling
= constrained)
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=> plot([sin(x), P(8,x) ], x=-4-Pi..4-Pi, view= [-4-Pi.A4-Pi,-2..2], color = [red, bluel, scaling
= constrained)
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=> plot([sin(x), P(12,x)],x=-4-Pi..4Pi, view=| -4-Pi.4-Pi,-2..2], color = [red, bluel, scaling
= constrained)
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3 Tojersabeon

e Taylor-polynomi Py(x; xo) = funktion paras n-asteinen
polynomiapproksimaatio (derivoinnin kannalta) pisteen xgp |dhella.
Maclaurin-polynomi: tapaus xp = 0.

e Jos f on n kertaa derivoituva pisteessa xp, niin polynomilla

Pi{x) = Pa(xix)

= flxo)+ f (o) (x —x)+ i%(Q(x — x)? +
(m)
ik
= Z f k(|XO) (x - Xo)k

k=0

on pisteessa xp samat derivaatat kuin 13 kertalukuun n saakka.
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| 5.1 Taylor-polynomi I

o Eriiti Maclaurin-polynomiapproksimaatioita:
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2 Mewtonin menetelma |

e Ensimmiisen asteen Taylor-polynomi P1(x) = f(xp) + f'(x0){x — x0)
on sama kuin funktion f linearisointi pisteen xg suhteen. Sita voidaan
kdyttaa erilaisissa arvioissa ja numeerisissa menetelmissa.

e Newtonin menetelmi: Yhtilo f{x) = 0 ratkaistaan likim&araisesti

valitsemallia alkupiste xp (esimerkiksi kuvion perusteella) ja
. madrittelemélla
f(xn)

= Xp —
XJ’H']- n f’(xn),
kun n=10,1,2,... Niin saadaan lukujono {xg, x1, X2, ... ), jonka
termit yleensi antavat yha parempia likiarvoja funktion f
nollakohdalle.

o Palautuskaava perustellaan geometrisesti etsimalla funktion
nollakohtaa sen linearisoinnin (eli tangentin) avulla.
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[ Esimerkki Newtonin menetelm&an littyvasta iteroinnista:
lasketaan fuvun 2 likiarvo etsimalla funktion

Lf(x) =% —2 positiivinen nollakohta.

> f= X —2

L f= x—)x2 -2 (1)
[> x[0]:=2.0 # alkuarvaus
Xy =2.0 (2
=> Digits = 50 # madritellddn desimaalien lukumaara
i Digits =50 (3)
[ > for 7 from 0 to 5 do # toistokdsky
(x[n])
+1]:= o i
xn 1= 2= )
virhe[n + 1] == evalf (x[n + 1] —sqrt(2))
end do

x; := 1.5000000000000000000000000000000000000000000000000
virhe, == 0.0857864376269049511983112757903019214303281246231
x, = 1.4166666666666666666666666666666666666666666666667
virhe, = 0.0024531042935716178649779424569685880969947912898
x; = 1.4142156862745098039215686274509803921568627450981
virhe; = 0.0000021239014147551198799032412823135871908697212
x, = 1.4142135623746899106262955788901349101165596221157

virhe, := 1.5948618246068546804368315468877467388 107~
x5 = 1.4142135623730950488016896235025302436149819257762
virheg = 8.992928321650453100503993 10°%°
xg = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753772
virhe, =3.10™% @)

=Itervainti suppenee tassa tapauksessa hyvin nopeasti: oikeiden desimaalien
| lukumééra suunnilleen kaksinkertaistuu jokaisella askeleella.
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513

Taylor-sarja |

Maclaurin-sarja, jos xp = 0).

Taylor-sarja on siis muotoa
oc
(K (xp) : ]
kZ—;) 0 x)t = fim

Tam3 on esimerkki yleisestd potenssisarjasta, joita esiintyy monien

alkeisfunktioiden yhteydessa.

P A
= X
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(d) prt
= l-F \ ‘X\ ) 5
(pasn)!
(“’\‘M) ._\: M *;v\' t r
pt )
I x\
=0
(M-V\)\. J

@ Jos Taylorin kaavan virhetermi E,(x} |3hestyy nollaa, kun n kasvaa,
saadaan Taylor-polynomin raja-arvona funktion f Taylor-sarja (=

" FlR)

D

k(!x(’)(x - xp)*.
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54 Potenssisa

Maarita potenssisarjan 14 2x + 3x* - 4x3 + ... summafunktic

Ratkaisu: Tutkittava sarja on saatu derivoimalla termeittdin geometrinen
sarja, jonka suhdelukuna on muuttuja x. Nain ollen

14+2x+3C+43+... = DA+x+x2+x3+x*+...)
d 1 1
dx \1—x/  (1-x)?

Kertomalla tulos puolittain muuttujalla x saadaan mm.
todennikdisyyslaskennassa geometriseen jakaumaan liittyva summakaava

o
kak=x+2x2+3x3+4x4+---=—)-(—.
o (1 —x)2

joka on voimassa arvoilla |x| < 1.
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L aske vuorottelevan harmonisen sarjan summa

Ratkaisu: Sijoitetaan aluksi geometrisen sarjan suhdeluvuksi ¢ = —x,
jolloin saadaan

1 1
1- 2 _ B3 4xt—= = _
Xx+x—x"+x T=(<x) 1+x

Integroimalla kaavan molemmat puolet vililld 0 < x < 1 saadaan haluttu

tulos .
1 1 1 1
1_.__ —E — PR — =l .
2t3 8" fo s M2

Tissa integroinnin ulottaminen suppenemisvilin pdatepisteeseen x = 1
pitiisi perustella tarkemmin. Integraaliin ja logaritmiin palataan
myShemmin kurssilla.




