6.2 Kaanteisfunktiolll

o Kiinteisfunktion derivaatta: Olkoon f: ]a, b[— ]c, d[ derivoituva
aidosti monotoninen surjektio, jolloin F:ll3 on kdanteisfunktio
f~1: ]c,d[—]a, b. Talldin kuvaajat y = f(x) ja y = f~1(x) ovat
toistensa peilikuvia suoran y = x suhteen ja

()= Fgay

jos FI(F1(x)) # 0.
Huom: f/(f~(x)) = funktion f derivaatta laskettuna pisteessa

f1(x).
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5 3 arcus-funktiot |

¢ Trigonometrisilla funktioilla on kainteisfunktio, jos funktioiden
mairittely- ja maalijoukkoja rajoitetaan sopivalla tavalla.

e Sini-funktio
sin: [—n/2,7/2] = [-1,1]
on aidosti kasvava bijektio.
o Kosini-funktio
cos: [0,7] = [-1,1]
on aidosti vaheneva bijektio.

e Tangentti-funktio
tan: | - 7/2,7/2[ =+ R

oh aidosti kasvava bijektio.
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@ Kianteisfunktiot:

arctan © R—]-—-m/2,7/2]

arcsin @ [-1,1] = [-7/2,7/2],

arccos | [—1,1] — [0, 7]
¢ Siis:
tan o < o = arctanx, kun e € |~ 7/2,7m/2[
sina < a =arcsinx, kun a € [-7/2,7/2

e Huom: arcs * = annetaan radiaaneissa, ellei kyseessa ole geometrinen
sovellus.

cose & « = arccos x, kun o € [0, 7]
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o Kainteisfunkticiden derivaatat

1
Darctanx = T2 xeR
1
Darcsinx = =" —1l<x<l1
— X
Darccosx = ! 1<x<l
V1= ~

Varsinkin ensimmiinen kaava on tarkea integraalilaskennassa.
Perustelu derivoimalla puolittain yhtal6 tan(arctan x)=x, kun x € R:

(1 + tan?(arctan x}) - D(arctan xy=Dx=1
1 1

Diarct = B .
= D(arctanx) 1+tan?(arctanx) 1+x2

Alin rivi mybs suoraan kaanteisfunktion derivaatan kaavasta.
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Lause OI
Olkoon k = R vakio. Kaikks differentiaaliyhtalon

¥'(x) = ky(x), x € R,

toteuttavat funktiot y = y(x) ovat muotoa y(x) = Ce*. jossa C on
vakio. Jos funktion y arvo tunnetaan jossakin pisteessa xg, niin vakiolle C
saadaan yksikasittemnen arvo

Perustelu:
Y(x)=ky(x) & (Y (x)— ky(x)) e =0 | koska e >0 aina
o y(x)e ™ — ke T™y(x) =0
& di:((y(x)e_k") =0
& y(x)e ™ = C = vakio
& y(x) = Ce™.
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6.3 Logaritmi |l

Logaritmin ominaisuuksia

e " =x kun x>0

» In(e*) = x kaikilla x € R

2 Inl=0,lne=1

® In(a’) =blna, kuna>0 bER

e In(ab)=Ina+Inb, kun a,b >0

e Din|x| =1/x, kun x #0
Nam3 seuraavat vastaavista exp-funktion ominaisuuksista.
Esimerkiksi: Sijoittamalla x = Ina ja y = In b kaavaan

¥’ = 1Y saadaan ab = e"?tine

joten In{ab) = Ina+Inb.
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