Aina patee:

(i) Kun jakopisteita lisatdan (sanotaan: jakoa tihennetadn), niin s kasvaa
ja S pienenee;

(i) s < S, vaikka ne laskettaisiin eri jakopisteilla.

Perustelu: (i) Kuviosta (tai muulla tavoin) nahdaén, miten ala- ja
yldsumma muuttuvat, kun lisdtddn yksi jakopiste.

(i) Jos yl3- ja alasumman laskemiseen kdytetddn samoja jakopisteita, niin
viite on selvi, koska my < M kaikilla k. Jos jakopisteet eivat ole samat,
niin tarkastellaan tihennettya jakoa ottamalla mukaan molempien jakojen
kaikki pisteet. Tamin jilkeen viite seuraa kohdasta (i).
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8.1 Integraalin maaritelma

Maaritelma 3.

Funktio f on integroituva valilla [a. b], jos jokaista ¢ = 0 vastaa sellainen
Jako, jossa
S—5<r¢

Funktion f integraah / € R on falloin se yksikasitteinen luku, jolle
s <. | 2 5 kaikissa jaoissa; merkitaan

/: f(x)dx =L

Positiivisen funktion tapauksessa tdma3a vastaa tdsmalleen sitd vaatimusta,
ettd jakoihin liittyvien pylvasdiagrammien avulla lasketut ulko- ja
sisamonikulmioiden pinta-alat saadaan " mielivaltaisen” lahelle toisiaan,
kun valitaan riittavan tihea jako.
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8.1 Sopimuksia

Sopimus:

/; f(x)dx = Q,

f:f(x)dx _ —fabf(x)dx.

Talloin patee

fabf(x)dx=f:f(x)dx+fcbf(x)dx

kaikilla a, b, ¢ jarjestyksesta riippumatta (Piirrd kuvio!).
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8.1 Palgittain jatkuva funktio

Mazritelma 8.8°

Funktio f: [a, b] — R on paloittain jatkuva, jos silla on vain aarellinen
maara epajatkuvuuskohtia

a<e g O b

joissa kaikissa toispuoliset raja-arvot ovat olemassa ja aarellisia (ts. £ ei
sallita).

Mairitelmastd seuraa, ettd jokaisella yksittdiselld valilld [cx—1, ck] funktic

f voidaan muokata jatkuvaksi muuttamalla paatepistearvoiksi ko.
toispucliset raja-arvot.
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6.2 Integraalitunktio |

Méaaritelma 8.7

Jos F'(x) = f(x) jollakin avoimella valilla, niin F on funktion f
integraalifunktio

e Peruslauseen mukaan kaikilla jatkuvilla funktioilla F on
integraalifunktio

F(x) = / " F(e) .

Sita ei aina voida esittda alkeisfunktioiden avulla, vaikka f olisi
alkeisfunktio; esim. f(x) = e~*". Tillaisia integraalifunktioita (ja
muita vastaavia) kutsutaan erikoisfunktioiksi.

i

Alestaty (A FRtRa B ERREIREIRER L 5 AU D tiaali- |2

> int(exp( —xz),x=0..1)

[> ?erf

erf- the Error Function

erfc - the Complementary Error Function and its Iterated Integrals

erfi- the Imaginary Error Function

¥ Calling Sequence

erf(x)
erfc(x)
erfc{n, x)

erfi(x)

¥ Parameters

X - algebraic expression

n - algebraic expression, understood to be an integer < -1

B

‘Y Description

* The error function is defined for all complex x by

2 U e_'zdtJ
0
erf(x) =———=

Jr

)



8.3 Geometrisia sovelluksia'll

e Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pydrahtda x-akselin ympari valilla
[a, b], niin syntyvdn pydrahdyspinnan pinta-ala on

A =21r/;b|f(x)|\/1 + F!(x)? dx.

Idea: Kun pieni pala kuvaajaa (kaarenpituus As) py6rahtaa, niin
vastaava pinta-alkio pyorahdyspinnalla on

AA = piiri - leveys = 27|f(x)| - As.

Tarkempi arvio saadaan approksimoimalla pinta-alkiota katkaistulla
kartiolla, mutta se johtaa samaan lopputulokseen.

AR = Pivma- Alkae



8.3 Geametrisia sovelluksia |

e Jos kappaletta leikataan yz-tason suuntaisella tasolla kohdassa x ja
poikkileikkauksen pinta-ala on A(x), kun x € [a, b}, niin kappaleen
tilavuus on

V= j;b A(x) dx.

e Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtad x-akselin ympari valilla
[a, b], niin se rajaa pydrahdyskappaleen, jonka tilavuus on

b
V= Wf F(x)? dx

Syy: Poikkileikkaus kohdassa x on f(x)-sateinen ympyra, joten
A(x) = mf(x)%

Ab‘) = POV LEAVKKAUK SEN ALA

Pivrr-atvnn = AV = Alx)-Ax
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8.4 Epaoleellinen integraali

Kaksi eri perustyyppia:
¢ Tyyppi |: Integroimisvilind [a, oof tai | — oc, b] tai koko R
o Tyyppi !l: Funktio f: ]a, B[ = R ei ole rajoitettu tai silld ei ole
toispuoleisia raja-arvoja paatepisteissa
e Jos ongelmia on molemmissa paatepisteissd tai integroimisvalin
sisill3d, niin integroimisvali jaetaan niin moneen osaan, ettad kussakin

osassa vain yksi ongelmakohta: vaaditaan, ettd jokainen erikseen
antaa aarellisen tuloksen, jolloin koko integraali = osien summa

/w dv /‘1 d /"v dx
o vx(L+x) Jo vX(1+x) S VX1 +x)

jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat (kuten myohemmissa
esimerkeissa osoitetaan)

R ca—

LI




- 8.4 Tyyppi | Il

Esimerkki & 14

_x.
Laske epaoleellinen integraali f e X dx i
0

Ratkaisu: ¥Koska

R R
f e Xdx=—/e*=1-eRo1,
0 0

kun R — oo, niin epioleellinen integraali suppenee ja

oC
/ e Xdx=1.
0
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8.4 Integraali koko reaaliakselin yli |

Esimierkkii 215

Funktiolle f{x) = x patee

R
Iimf f(x)dx =0,
R—x f_p

koska kaikki integraalit gvat nollia. Yleisemmin sama patee kaikille
parittomille funktioille f(x)

Integraalin maaritelma koko reaaliakselin yli yll3 olevaa raja-arvoa
kdyttamalld on periaatteessa mahdollinen, mutta johtaa hieman
kummallisiin tuloksiin. Sille (ja muille samantapaisille variaatioille)
kdytetadn nimitystd Cauchyn paiarvointegraali, mutta se ei ole integraalin
"virallinen” maaritelma.
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| 8.4 Integraali koko reaaliakselin yli I

Maaritelma-81p
Jos £ R — R paloittain jatkuva, niin
) -0 g+ V]
/ f(x)dx = / f(x) d::'+[ f{x) dx.
S —ce o —n0 0

jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat.

Kuitenkin patee: Jos f(x) > 0 kaikilla x € R, niin

j*_oo f(x)dx = Rlinw/_':f(x)dx

o0

Syy: Positiivisen funktion tapauksessa ei voi tapahtua esimerkin tapaista
+oc kumoutumista, joka voi muuten sekoittaa asiaa. Tdma kaava ei siis
pade yleisesti, vrt. tapaus f(x) = x.

R =




