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192 DY v~ py' —qy — 0|

Vakiokertoimisen lineaarisen ja homogeenisen DY:n y” +py' +qy =0

yleinen ratkaisu voidaan selvittaa taydellisesti kaikilla vakioiden p, ¢ € R
arvoilla.

Ratkaisun idea:
e Sijoitetaan yht3l6on yrite y(x} = e?x.
» Tulos johtaa ns. karakteristiseen yhtdl56n
P(A) =M +pr+qg=0,
jossa karakteristisen polynomin P()) kertoimet ovat samat kuin

DY:ssa.

Huom: Timin vuoksi karakteristisen yhtilon voi jatkossa kirjoittaa
suoraan DY:n perusteella ilman vélivaiheita!

o Ratkaistaan karakteristisen yht3ldn juuret Ap, A € C.

o Perusjirjestelmi saadaan kasittelemall3 erikseen kolme tapausta:

Fzmma = m X (K)
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102 DY v~ pyltt gy — 0l

(i) Jos juuret ovat erisuuret ja reaaliset, niin

n(x) =M ja yolx) = e,
(ii) Jos kyseessd on (reaalinen) kaksoisjuuri A = Ay = Ag, niin
Ax

nx)= e ja ya(x) = xe

Perustelu: Integroivan tekijin menetelmé toimii (vainl) tdssd
tapauksessa.
(iii) Jos juuret ovat muotoa A =a=x bi, b # 0, niin

y1(x) = ™ cos(bx) ja ya(x} = ™ sin(bx).
Perustelu: Eulerin kaavan mukaan
elakbilx — g% g EibX — g2 (cog(bx) & isin(bx)),

josta voidaan "arvata” sopivat reaaliset ratkaisut (tai perustelu
kompleksikertoimisen lineaarikombinaation avulla).

\alx\: C, Ué,‘(x)+(,1'altu)' C, C el
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10.2 Eulerin lineaarinen DY |

Eulerin lineaarinen DY on muotoa
x2y" + axy’ + by = 0.

Sen perusratkaisut saadaan muotoa y(x) = x” olevaa yritettd kayttamalla.
Yritteen sijoittaminen johtaa 2. asteen yhtalodn

P t(a—1)r+b=0,

jonka juurten r1, r; avulla perusjirjestelma saadaan seuraavalla tavalla:

(i) Jos juuret ovat erisuuret ja reaaliset, niin
nx) =[x ja ya(x) = |x|".

(i) Jos kyseessd on (reaalinen) kaksoisjuuri r = n = rz, niin
yi(x) = |x|" Ja y20x) = [x|"In|x].

(ii)) Jos juuret eivit ole reaalisia ja ovat muotoa r = v £ 3i, 8 # 0, niin
J(x) = [x]% cos(Bn [x]) Ja y2(x) = x| sin(g In x])
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10.3 Epahomogeeninen lineaarinen DY |

_

Epahomogeenisen toisen kertaluvun differentiaalivhtalon
y' 4 p(x)y’ +a(x)y = r(x) (3)
yleinen ratkaisu on muotoa
y(x) = Cuya(x) + Coyalx) + yo(x),

kun vy ja ya ovat vastaavan homogeenisen yhtalon perustatkaisut ja yn on |
Jjokin epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkatsu.

Yksittaisratkaisuksi kelpaa siis miké tahansa yhtalon
y" + p(x)y’ + q(x)y = r(x) toteuttava funktio yo(x).
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Projektitehtiva (4 p)

Tavoite: Loppuviikon harjoitukseen littyy viikottain yksi laajempi tehtéva,
jossa johdatellaan harmonisen vardhtelyn differentiaaliyhtéloén ja sen kisitte-
lyyn eri tavoilla. Témé projektitehtava palautetaan samaan aikaan muiden
palautettavien tehtévien kanssa.

Projektitehtivin ratkaisu on tarkoitus kirjoittaa (lyhyend) raporttina, jossa
kuvaillaan myds sanallisesti se, mité tehdéén ja miksi. Myés ilmion ja tulosten
pohdiskelu on suotavaa.

4 Pakotettu virahtely ja resonanssi

Aikaisemmissa virdhtelyissd litke syntyi joko jousivoiman tai painovoiman vai-
kutiksesta. Monissa kiytannon tilanteissa varahtelyyn vaikuttaa lisdksi ulkoisia
ajasta riippuvia voimia.

a) Yksi tunnctuimmista ulkoisen voiman (tuuli) aiheuttamista viréhtelyistd on
Tacoma Narrows -sillan romahdus v. 1940 USA:ssa.

o Katso video sivulta youtu.be/j-zczJXSxnw

Timé on kuitenkin liian vaikea mallinnettavaksi, joten késittelemme hieman
alkeellisempaa tapausta.

b) Lisatdéin harmonisen virdhtelyn differentiaaliyhtélosn y” + w?y = 0 kolmea
eri taajuutta sisiltévé voima f (t), joka johtaa epahomogeenisecn differentiaa-
liyhtéloon

J(8) + wPy(e) = F(£) = cos(2t) + %cos(4t) + %cos(ﬁt). (1)

e Miki on voiman f(t) jaksonaika ja miksi? Voit tarkistaa vastauksesi my0s
alla olevasta kuvaajasta.

NAANNNN
—o.sf\/ n \/21‘\/3:5\/41t\/5n\/61:

¢) Epshomogeenisia differentiaaliyhtéloita kiisitellidn vasta viimeiselld luennol-
la, mutta yksi ratkaisu saadaan selville kokeilemalla.:

e Sijoita DY:n (1) vasemmalle puolelle lauseke
y(t) = A cos(2t) + A cos(4t) + As cos(61). (2)

Yhdistd samanlaiset cos-termit ja vertaa niitd voiman f(t) vastaaviin cos-
termeihin. Pasttele kerrointen Aq, Ag ja Aj lausekkeet tai ainakin likiarvot
tapauksessa w? = 16,01 eli w =2 4,001.

e Yksi kerroin A; on selvasti muita suurempi, joten sitd vastaava osa rat-
kaisua (2) méairdd ratkaisun kiyttdytymisen. Miké on tdmé kerroin?

Ké&dnna!



o Koko ratkaisun (2) kuvaaja nailld kertoimilla néyttés seuraavalta:

AANANAAANNANN S
VYV

Miks on kuvaajasta katsottuna ratkaisun jaksonaika? Onko se sama kuin
alkuperdisen voiman f(¢) jaksonaika?

e Yksi voiman f(t) kolmesta termisté on luonteeltaan hyvin l&hell8 homo-
geenisen DY ratkaisua cos(wt) &~ cos(4,001t), joka liittyy systeemin vé-
rahtelyyn ilman ulkopuolista voimaa. Yrit4 selittdé tdmén havainnon avul-
la yll& saatu tulos, jossa ratkaisu virdhtelee (kdytannGssa) eri taajuudella
kuin ulkopuolisen voiman perusteella voisi kuvitella. Ilmién nimi on otsi-
kossa mainittu resonanss:.
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