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Jukka. Ruusunen, 1986

SÄÄTÖTEKNIIKKAA

~. JOHDANTO

Säitötekniibn perusongeImana. on miärätä järjestelmästä tehtä.vien mitM

tausten perusteella ohjausaigna.a.li siten, että kyseistä ohjawsta. soveltamalla

auyuteta&n järjesteln1ån toiminnalle Metetut tavoitteet. Toiminnal1isena

tavoitteena on järjestelmän lähtösigna.a1ien tai tilan haluttu kiyttiytymiM

nen; jok":' a.nnetun eignulin aeuruminen (se..rvo-ongelma) tai låhtösignaalin <.. T I LAIloJ) ,

piläminen vakiona (reguloinliongeJma).

Joa ohjat1ben laskemiseen käytetään mittaubista :saatavia lähtösignaalien

todellisia arvoja, voi järjestelmän ma.I1i olla epätarkka, aillä mittaubilIa
saadun informaation perusteella ohjaus voidaan aopeuttaa. järjestelmän to

delliaeen kiyltiytymioeen. Tarlwlellakoon ..imerkkini aulon 01\jaamis

ta. Avoinla o1\jausla kiytellåalsi (ajell....a .ilmil kiinni) on tiedellävä,
mitä käyrää. auto tulee :seuraamaan, kun rattia käännetään el5imerkiksi

10 aalelta. TakaiainkYtketyaai lapaub=a (o,jeltae..a .ilmil auki) au
ton kiyttäytymi:sesti tarvitsee tietiä vain, etti. esimerkiksi rattia oikealle

kiiännettä.esaä. auto lliklcuu oikealle. Tarkkailemalla. 'auton todelliata käyt-.
tä.ytymistä ohjauksen auhteen voidaan auton rata aäåtäi halutuksi ohjaukM

.en hienoaiidölli. Kuvan 2 jirj..telmiaai ....liji l..kee o1\jauben kiyt

tämällä. informaationa asetusa.rvon ja mittauben erotusta eli eroauuretta.

Ongelmana on valita tehtävään soveltuva sä.ä.täjin rakenne. Sä.ätötehtävää.

vaikeuttavat jirjestelmän ulkopuolelta tulevat häiriöaignaalit ja mittaukM

silssa esiintyvät häiriöt. SiKtö perustuu kuitenkin todclliaiin mitattuihin

arvoihin, jolloin häiriöitä. voidaan kompeneoid&.

h"o Jaus u ostu 0

0 ) 1----->säätä.jä. jä.rj~telmä

t -

+
---tl

aaetusarvo erosuure

A..,oimella ohjawella tarkoitetaan sitä, että. ohjaus lasketaan ilman lähtc)..

signaalei3ta. tehtäviä mittauksia.. Tällöin on järjestelmästä. laaditun mallin

oltava ehdottoman tarkka, jotta voidaan päätellä. ohjaussignaaiien vaiku~

tu.s läht&ignweihin. Avointa ohjausta. käytettäessä järjestelmään eivä.t
SaA vaikuttaa minkä.ånlaiset ulkoiset ennalta arvaama.ttomat häiriösigna.a.1it.

KUVMSa. 1 on ezitetty avointa. ohjausta. kä.yttävä. sää.töjarjeste1må., jossa so-
vellettavat ohjawen arvot lasketaan jå.rjesteJ.mistä laaditun mallin perus~

tee1l& sit;m, että lä.htösignaaJi käyttäytyy halutulla tavalla.

o1\jaua ulostulo

-----'» 1__jår:J_'e8l_e_
1m

_
å _I.-----?> Kuva 2. Tabisinkytketty .åilöjirj..telmi

Kuva. 1. Avoinohja.ua.
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2. DYN.AAMISEN JÄRJESTELMÄN KUVAAMINEN

Olkoon (!, a) ratkaiaun poikkeama nominaa1itr.jektorista, jolloin. alkupe
räinen ratkai3u voidaan kirjoittaa muod~sa

missä x(t} E R' on til.vektori j. u(t} E ·Rm on obj...vektori. Jirj.".
telmiyhtålö (1) on käytännössä yleensä epälineaarinen, ja se on lineari

aoitava, jotta aiätöteoriassa kehitettyjä lineaarisille jä.rjeatelmille aoveltuvia
tek:o.iikoita voida.an soveltaa.. Olkoon (Xn, u,,) nomina.a.1itrajektori, jonka
ympäri:st&så järjestelmää tarwte11aan. Nominaalitrajektori toteuttaa ti
,"yhtälön (1)

Tarkuteltavat ji.rje1telmit voida.an kuvata. ayBteemiyhtälöinå

%(t) = I(x(t),u(t»), x(to} ="0,

%.(t) =I(x.(t), n.(t)), x.(to) ="0,

(1)

(2)

misaå siis %. ja u, ovat vakioita. Sijoitta:ma.lla yhtälöön {a} nominaalit~

rajektoribi (z.,u.) saadaan poikkeamiUe (~,a) aikainvariantti lineaarinen
systeemi:

i(t) =.u(t) +B5(t) , x(to) =0, (8)

missä

[~
~

~JA= ~ M; M; (9.)

.~ a' .
~ z=:r:•~Xl " u= u.

[~
~ ~1B= ~ M; i!: (91).

~ ~ ~U1 n, u ) %=:z:,
m U =u.

:'(t) + ;;(t) =I(x.(t} + !(t),n.(t) + a(t)) , x.(to} + !(to) =xo. (4)

UI08tu1on y E RP (kb. kuvat 1 ja. 2) riippuvuutta tilan komponenteista.

kuvataan lähtöyhtälöllä
:z:=%,,+~

u=u,,+a.

Alkuperäinen r.tkaiau (x, u) toteuttaa systeemiyhtälön (1), jolloin

(3)

y(t) =h(x(!)).

Määritellään analogia."ti yhtälön (3) kauasa

11 =Yn + f),

(la)

(11)

i(t} =I.("n(t),n.(t))x(t) +I .("n(t),o.(t))5(t), !(to) =O. (6)

NominuIitrajektoribi valita.a:l usein statiQnaa.riratb.isu (;t.,u.), joka t~
teuttaa yhtä1ön

Kehittämällä yhtälön (4) oikea puoli Taylorin :sarjaksi nominaalitrajektorin
ympiri:stö8:si ottaen huomioon emJimmäi:sen kertaluvun termit, saadaan

Nominaa1itrajektori toteutt... yhtälön (2), jolloin yhtälö;"lä (4) ja (5) .....
daan lineaarinen syateemi (x,5):lIe :

(13)

(12)

illi]ax.
!lli
ax.

ah
~ :::=;t.

9(t) = C;;(t) ,

(
~ ~ ...
ah ah

C =h.(x.) = : ! ...
Ö;tl Ö;t2

Säitotelmjjh·U käytetään kahta erilaiata lähestymiatapa.!L lineaarizsten jär·

j~telmien analyeoin.niMa: tUayhtä1Ciesitybeen perustuvaa. lihetltymitapaa

missä. Yn on lähtöaignaalin nomina.a.lirata ja. fJ on poikkeama tästä radas·
ta.. Linea.risoimalla yhtälö (10) vakioksi oletetun nomina.aliradan Yn = Y,
ympäri5tössä. saadaan

(7)

(5)

z.=O, eli I(:::.,u.) =0,

%.(t) + ~(t) = I(x.(t}, 0. (t))+I.(x.(t), u.(t))x(t)

+ 1.(x.('),u.(t))5(t) +...
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Lähtöyhtälöistä (12) ,aadaan edelleenja niin sanottuja taajuustasomenetelmiä. Tilayhtälåesitykseen perustuva.s~

aa liihestymistava.saa käytetään järjestelmän lineari:soitua tilayhtälömallia.
(yhtälöt 8 ja 12), kun taas taajuU3tasomenete1lnmä tutkitaan järjestel~

män Iihtöoigna.alin käyttäytymistä erilaiailla ohjaubilla (herätteillä) kiin
nittämittä. huomiota järjestelmä.n ai!:åi3een toimintaan. Taajuustasome
neteJ..m.i.ssä kä.ytetään järjestelmän siirtofunktioesitystä, jolla tarkoitetaan
Iihtöoignaalin ja vutaavan ohjauben Lapla<e esilyaten suhdetta, kun aI
harvat oletetaan noUibi. OUtoon

missi 1"(.) = L{9(t)},iolloin yhtälöistä (17)-(18)

y(.) =O(.I - A)-'BO(.).

Järjestelmän siirtofunktio on :siia

(18)

(19)

U(.) =L{u(t)}

y(.) = L{y(t)}.

Tillöin järjestelmän siirtofunktio on (kuva 3)

(14)

(15)

(20)

Järjestelmää. voidaan nyt kuvata joko sisä.isellä. kuvauksella tilayhtä.1ösystee
miJlä (8) ja (12) tai ulI:oisella ltuvaubella .iirtofunktiomal1illa (19). Kuva

4 havainnollistaa lähestymitapojen eroa.

__U..:..('.:..)--_) I'--_G_,_(.)__----y...:.(•..:..)---'»)

Kuva 3. Jirjestelmiu ,iirtofunktioesitys.

)

sisäinen kuvaus:
i=M:+Ba
g= O!t

ulkoinen kuvaus:
y(.) = G,(.)U(.)

9

. Tilayhtälöma1lista (8) ja (12) voidaan muodostaa ,iirtofunktio ottamalla

ensin Laplac...muUDnos "Y'teemiyhtålöstä (8):
Kuva 4. Lineaamen järjestelmän esitylltavat.

(16)

X(.) =L{!t(t)}

0(.) = L{a(t)}.

ja
(17)

5

3. TAAJUUSTASOMENETELMÄT

Seuraa:v~satarkastellaan säätöjärjestelmin rakenta.mista taajuU3ta.somene
telmilli. Ensin tarkastellaan 9iidettävin kohdejirjestelmiu analysoimis
ta, >en jälkeen tarkastellaan takWink)'tkettyi säälöjärjestelmii kokonai
suudeMZLaD. ja lopubi tarkastellaan teollisuudes:lla eniten käytettyä ~tä.

järakennetta, PID~sää.tä.jää.. Tarbatelun helpottamiseksi oletetaan, että
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sekä obj'USIlignaa!eja että Jähtösignaa!ej. on yksi (SISO-järjestelmä). Yiei
seDlIIlåt useita. ohja.us- ja liht&ignaaIeja. siailtivit siätöjirjestelmit aute.

taan yIeenai muotoon, jossa tietty ohja11beu. komponentti vaikuttaa vain
yhteen Iihtösignaaliin,jolloin säätäjän kon:struomti palautuu yhden lähtö
signaalin .iidöbi yhtä obj.USIlignaaljakäyttien.

Kuva 5. Ybikkö..kel.

a~) = {O,
1,

1<0
1>0

Kirjoitetaan siirtofunktion (21) oooitta,ja j. nimittäjä lekijämuodoss., jol
loin saadaan

G ()
_ Xn;:.,(.- ...)

"-n"( )'i_1 .s -Pi

Lähtösignulin Lapla.c.....ityksebi S.,daan nyt

(24)

3.1 Kohdejärjestelmän tarkastelu taajuustasossa Y(.) _ xni:., (. - ...),- •n,•.(' -Pi)
(25)

Järjestelmän siirtofunktio voidaan esittää. mUod033&

jolloin yhtälöä

G.(.) = E:'obi4i

E:"olJi4i t

(21)

Lå.htöaignaalin. aikafunktio '3a.adaan ottamalla. Laplace-käintei:smuunno:l yh~
tålösti (25). Oletetaan, etti n. kpl erilaista n&pu Pi jakaantuvat siten, ettå
2k kpl niiati. on komplebmia. (komplekaikonjugaattipareja, merkitäin Ci:l1ä.
ja lj:llä) ja loput ovat rea.aJ.i:sia. (merkitään r,:Jli). Hajoittamalla. yhtälön
(25) oikea puoli osamurtokehile1mäbi slllldaa.n

StabiillaullUäaitettä.voidaan hava.i:o.nollistaa olettama1la., että ohja.u.ssignaa~

Ii on ybild:iiaol:el (kuva 5), jolloin U(.) =l. Lähtösignulin Lap!a.c.....itys
on tällöin

"L ",.' = ° (22)...,
Jwtautaan järjerte1:män kcmd:teri6ti&ckri yhtälöåi. Karakteristisen yhtälön
juuria tutkimalla. voidaan analyaoida. järjestelmän käyttä.ytymistä. Järje:3~

telmän käyttä.ytymisen kannalta. tärkeä ominai:suus on atabiilisuus. Stabii~

lisuudella tarkoitetaan tässä. yhteydessä sitä., että. rajoitettu ohjaus tuottaa
rajoitetun läht&ignaa.lin. Karakteristisen yhtälön peruatee11a. järjestelmän
stabiilisuus void.a.&n miäritä setlru;vuti:

itM kcraJ:tcristuen yhtälön J:aikJien juurtcn re44liollct ovat ei~

po6itiivilet ja lUähi puhtGtUti imagiruuuillct juuret eivät ole W
lOUjauria, r.iin jårjutelme on 6tabiili.

Me.r::kitäin Ci =Ui + jWi, jolloin yhtälön (26) Lapla.ee-käi.ntei.e:muunn08 on

(27)

(26)

• • •
g(t) =Ko'+ L Kie(cro+;Wi)t + L: lt,e(lTi-iWl)t + L Kicr,t

i ...1 i_1 i_2k+t

• •=Ko +L IKi!eO"ltco4(Wit + 41,) + I: Kierle
I

i_1 i ...2"=+1

ja ii:, on X,:n komplebilronjugaatti (i =l, ..• ,k).

x. = Jim .Y(.).-.
X,= lim(.-e;)Y(.), i=l, ..'"k.-"
Xi = lim (. - r;):l'(.), i =2k + 1, ••. ,n._r,

(23)Y(.) = !G.(.).
•
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jolloin

LoeaIIQrI 0' elosed k»op
poJes on ~lIIne

'"+.
~.

+.
+.
+.
-f+-.

(30)

(29)

(28)

J05 järjestelmän karakteristisen yhtäJön kaikkien juurten reaaliooat ovat
negatiivisi&., jirjesteJ.min käyttäytyminen k(,)()5tuu wponentiaalisesti vai

meneviata komponentemtaja./tai eksponentiaali5esti vaimenevasta. sinimuo
toisesta virihte1ystil (yhtälö 27). ImaginaarialoseliJla olevia yksinkert...i.
juuriavastaa valtioamplitudinensinimuotoinenvärilhtely (yhtillön 27 oikean
puolen toinen termi).

Joe juuren rea&1i0lta on pOl!Iitiivi:J.ent vutaava. ebponenttiosa. wvaa. rajat~

ta t:n .ka.sva.es4&, ja järjeatelmi on siis epästabllli. Epästabiilhmus voi olla

ebponentiaali:sta kasvua (yhtälön 27 oikean puolen viimeinen termi), tai se
voi olla bsvaV&a sinimuotoista vä.rähtelyä. (yhtä.lön 21 oikean puolen toinen
termi). lmaginaariakse1illa. oleva moninkertainen juuri ilmenee t:n potens-
seihin verrannollisena ka:wavan& sinimuotoisena -yärihtelynä (yhtälö 30).

_ ~ K,ti
-

1
-."

«t) - ti (i _1)1< •

LihlÖeignaalin kilyttilytymialä voidaan nyt tarkastella yhtillöideu (27) ja
(30) avulla.

misoä ~, on komplebioen valtion K, aiheuttama vaih..iirto. Joo karakteris
tisella yhtälöUil on juuria, jotka tomluval, yhtälöön (27) tulee mukaao ter
mejä, joissa on t:n potenssien ja ebponenttitermien tuloja. Olkoon yhtälön
(25) navomla m kplsamoja (merkitllo .,:Uil). Tilllöin yhtälän (26) oikealle
puolelle tul.. Iisiltermi

Kuvuaa. 6 011 esitetty järjestelmän tnnaientin kä.yttäytyminen juurten si
jainnin funktiona.

~ yhlålön (22) juurten sijaintia voidaan tutkia
Routh-Hurwitsin menete1mi1lil,j..... juuriaei tarvitse l....k.... vaan karakte
ristisenyh~nkertoimiata.päitdlä.ä.n suoraan oikea3Sa puoliwOMa olevien
jU1lrlen lukumääri.

Kuva 6~ Transientin käyttäytyminen juurten l5ijainnin funktiona.

Ensimmäisen ja toisen kerta1uvun järjestelmät

Monel53a tapaubeaaa xorIreamman kerta1uvun jirjezstelmiä voidaan app
rokaimoida. ewsimmii.sen tai toi3en kerta1uvun jirje:del:mällå., jolloin moni-
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mutb.isempienkinsysteemien identifioimi:sebija. analysoimiseksi on tärkeää.
tuntea kyseisten järjestelmien liyttäytyminen. Tsrbstellaan seuraavaksi
järjestelmien va.stetta., kun aiaäänmenoeignaa.lina on yksikkoaskel.

....

ElVimmäiaefl kertalutlUfI järjestelmä on muotoa.

r d~t) + y(t) =ku(t) (31)

1.

Vuteen luonne riippuu vaimennuakertoimesta. r, joka määriä va:steessa. ole
Vll.ll virihtelyn. Pienilli~ llrIoiIJa, r E (0,1), järjeotelmä virihtelee häi
riöiden VlI.ikutubesta ja sitä kutsutaan alivaimennetubi. Arvolla ~ = 1
järjestelmä on kriittisesti vaimennettu. Arvoilla r>1 järjeotelmä on ylivai
mennettu, eikä. sen vasteessa esiinny virä.hte1yi.. Jirjeste1min aake1vaste eri
r:n arvoilla on:

yt

eli Laplace-muunnettuna.
Y(s) _ _ k_
U(s) - .. +1'

Järjeste1män askelvaste on tällöin (kuva 1)

y(t) =k(l- .-'/').

/ T.aa.lcm u oris:m. $lQp" • Ic/T

t - ~-----------------------'., I
/., .

0-632 t ../__ I
, I

, I, .
I •

, I

/ I
I I

I
I"----l----.,.-.---..,.. ,

o >' 2r Jr .&r

Kuva. 7. Ensimmäisen kertaluvun järjestelmän askelvaste.

(32)

(33)

~=O

~ E (0,1)

~=1

r>l

1- .--"(1+"'ot)

missi. r on njmennnskerroin ja. w,. on järjestelmän luonnollinen kulmataa,..
juua. Laplac6-muunnettu järjeste1mä on tällöin .

Toi6en kertaluvun järjutt.lrrui voidaan esittää. muodO!'l3&

.t2y(t) dy(t) % %
~+2rw0dt+"'oy(t) ="'ou(t) ,

Y(s) "'~
U(.s) = .s2+2~,..s+w~·

11

-_._--

. (34)

(35)

KuYaS8& 8 on piirretty askelvaateita eri r:n arvoilla. Järjestelmin käyttäyw
tymisen kuvaa.miseksi vastee1le mäiritellä.ä.n seuraavat ominaiauudet (kuva
9):

Nouauaika on aika, jonka kulue:ma vute ensimmäi:,en kerran sa.a,..
vuttaa. lopu1li:sen tasapainotilan:

12
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10

I
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Kuva 8. Toc,en kertaluvunjärjeste1män askelvute erilaisilla vaimennusker
toimen arvoilla

Kuva. 9. &ke1va.ateen ominaisuudet (toisen kertaiuvun alivaimennettu jär·
jestelmi).

Ylilvönti määritellään vasteen suurimman tasapainotilan ylityk
:sen suhteena. tasapainotilaanja. se ilmoitetaan usein prosentei:ssa.

Alivaimennetun järjesteJman Ya8teesta saadaan huipun aika.

A8cttumisaika t. määritellään aikana, jonka. kuluessa va.:ste pysyy

annetulla etäisyyd~ä tasapainoarvo,ta.

ja ylilyijlUliksi saadaan

Mp=I:%!'[-b]·
1_~2

~ Vaimennuuuhde on bhden perittwen tMapainotilan ylityben
suhde

3.2 Säätöjärjestelmän analysointi

Ed.rn.es5i kappal....a on tarkasteltu kohd.järjestelmän lähIösignaalin
kåytläytym;.1ä Mkelmnotoisella herätteellä. Säätöji.rjeotelmi koostuu ku.
van 2 oooittamalla tav.Ula kohdejärjesteIma.tä, sääläjäslä ja lähIösignaalin
takaisinkytkennästä.. SiätöjirjesteImää analYBoita.e3Sa on tarwteltava jär

jesteJmäi kokonaisuutena, ja taajuWltaaomenetelmissi otetaan tarkastelun
kohtecbi tilJöin Blletusarvon,. ja lähtöaignaalin y vi1inen riippUVUUl5. Ol

koon 8iitijin aiirtofimktio KGc(a), mm8å K on nhvi:l't118parametri. Sää-.
töjitjeste1millc saadaan tällöin lohkokaavioetlityB:
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ja blmathto

(37)

Lohkobavioesitybesti. voida.anjohtaa. ~etusarvonja lähtöaignaalin välinen

siirtofunktio seuraavasti:

org{G.(.)G,(.)} =(2k+ 1).., k =0.±1.±2..... (39)

Vahvistus K ei vaikuta ku1ma.ehtoon, silli se on reaalinen. Kirjoitetaan

yhdistetty slirlofunktio G.(.)G.(.) muodossa

,G.(.)G.(.) D.(· - z.)
Dp(' - pp)'

jolloin itsei:ta.rvo. ja kulmaehdoista saadun

K= 1·-p,II·-P21.·.. I·-ppl
I'-z" 1.-z21 ... 1.-z,1

org{. - z,} + oru{. - Z2} + +org{. _ z,} _ (40)

org{. - p,} - "ru{. - P2} - - "ru{. - pp} = (2k +1)",

Itseisarvoehdosta saadaan nyt seuraavat :Jäånnöt:

1. Juuriurat aJka.vat avoimenjärjestelmä.n Gc(,,)G.(.s) navoista,

jotka VZlstlUlovat arvoa K = O. Juuriuria on siis yhtä monta kuin
a.voimen järjestelmä.n napoja..

1>(.) =G.(.)O'(.) =G.(.)KG,(.)E(.) =G.(.)KG,(.)[R(.) - 1>(')1

=> [1 +KG.(.)G.(.)]:f'(.) =KG.(.)G.(.)R(.)

=> G(.) = ?(.) KG.(.)G.(.).
R(.) 1+KG.(.)G,(.)

(36)
Takaiain.kyt.ketyn jä.rjeste1mä.n stabiilisuuden mää.råä.vä.t G(,,):n navat, eli

yhtälön

juuret.

Ta.a.juustasOMa tapahtuvaan säätöjärjestelmä.n suunnitteluun ja analY.3oin~

tiin käytettäviä. tekniikoita ovat juuriuramenetelmä, Nyqui5tin menetelmä.

ja Boden diagrammi.

2. Juuriurat pä.ä.ttyvät a.voimen järjestelmän nollakohtiin, jotka

Ya3taa:vat siis tilannetta K =00. Juuriurista. z kpl alkaa navoia~

ta ja. päättyy nollakohtiin, ja loput p - % kpl alkavat na.voista ja.

jatkuvat kompleksituoesa wettömyyteen lähe:styen a:symptoot~

teja., kun. 4 -+ 00.

Juuriuramenete1mä

3. Juuriurat ovat symmetrisiä reaaliwelin suhteen, sillä ka.ra.k~

teristisen yhtälön juuret ovat joko reulisia tai kompleksikonju~

gaattipareja..

Juuriuramenetelmåssä tarkastellaan säätäjän vahvistusparametrin K vaiku

tusta. järjestelmän ominaisuubiin piirtämällä kompleksitasoon karakteristi~

lle11 yhtälön (37) juuret K:n funktiona, kun K saa arvot K E [0,001. Juuria

ei yleensi lasketa tarkasti, vaan ybikerta.isten .3ääntöjen avulla määrätiiin.

juunen sijainti karkeasti.

Kulmaehtojen a.vulla voida.an tutkia. uymptoottien käyttäytymistä. Kirjoi

tetaan G.(.)G,(.) muodossa

G.(.)G.(.) =.'+0'''-: +. .. .'-p + (0, _.,).,-".., +... (41)..+.,,, +...
Yhtä.lön (41) oikean puolen kabi ensi..m.mä.isti termiä. ovat samat kuin po

ten:milausekkeella
Yhtilön (31) perusteella. voidaan. kan.kte.ri:5tiselle yhtälölIe kirjoittaa itsei,,~

4n1OChto
(38)
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jolloin suurilla.s:n arvoilla voidaan G.(.s)Gc(.s):äi arvioida potenssilausek
k..ua

eli

4rg (0 + 4, -6,) = 2-+ 2k-"-. (43)
z-p %-p z-p

Yhtälön (43) mukaan kompleksitason vektori reaalisbelin piste..tä -(4, 
6,)/(. - p) asymptootin pisteeoeen 0 muodoetaa reaalisbelin kanssa vakio

kulman.
Aaymptootit ovat siis suoria, jotka leildcaavat reaa.liabelin pisteessä.

-3 -2 -1

.......
T, k-_

(bl ROO1Ioa.a1

Jo

-:-,-0:-....,.-1--._4 -3 -2 -1

.-0

Kuva 10. EsimerkkijiirjesteImä.n juuriura.

(42)G.(o)G,(o) = (0+ 4,-6,)-'
.-p

Kulmaehdosta (39) saadaan nyt

IlTg{G.(o)G,(o)} =1lT{+ 4;=:'f' =(21: + 1)"

ja. niiden l5Uunnat ovat;

_ 41- 61

z-p
(44)

juuriura.an. kuuluvat ne reaaliabelin 038.t, joiden oikea.lla. puolella olevien

alkuw ja loppupisteiden määrä. on pariton.

mi:Isä v on pisteen" oikealla puolella olevien juuriuran alku~ ja loppupistei~

den miirä.. Jotta yhtälö (47) toteutuu, on v:n. oltava. pariton. Tällöin siis

Tarkastellaan järjestelmää, jonka. avoimen BiImukan siirto-

1. Juuriuria on kolme ja ne alkavat pisteiatä. w2, -3 ja-4.
2. Yksi haara päättyy pisteeoeen -1.

3. Juuriurat ovat symmetrisiä. reaaliakse1in auhteen.
4. ~ptootit leikkavat reaaliakoelin pisteeooi

(-1+2+3+4)/(1-3) =-4
ja niiden reaaJ..iabe1in kanzszsa muodo:stamrLt kulmat. ovat

(2k +1)"/(_ - p) =±~' .
S. Juuriuraan kuuluvat reaaliakoelista välit 1-4,-3) ja 1-2, -11.

Juuriura on ellIitetty mVöWj& lOb.

KG()G()- K(o+l)
.0 ,0 - (0+2)(0+3)(0+4)"

Navat ja nollakohda.t on esitetty kuvassa10a.. Yllä. olevien sääntöjen perus
teella voidaan päätellä, että

Esimerkki.
funktio on

(47)

(45)

V1r = (2k + 1)",

" "--+2k--, k=O,l, ... ,(z-p-l).
Z-p z-p

KOGka.ul =-%1-%2 - ••. -z.ja 61 = -Pl -1'2 -"'-Pp, niin reaaliakselin
leikkatuSpiate voidaan kirjoittaa myötJ muod03Sa

Ku1.Jnaehdon (40) perusteella. voidaan päätellä. my&: ne reaaliwelin osat,
jotka kuuluvat juuriuraan. Oletetaan alubi, että. sekä nant että nollakoh
dat ovat reaallaia. Termit arg{" - Zi} ovat tällöin nollia., j03 Zi<.s, ja ne
su.vat arvon 2", jos Zi>". Vastaava pätee termeille 4rg{" - Pi}. Jos napoja.
tai nolla.k:oh.tia. esiintyy komplekJm;ina liittolukuina, niiden vaikutus kumoaa
toisensa !roImaehdoooa (40). KnJmsebd"'QL saadaan nyt
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Nyquistin menetelmä

Nyquistin meneteImässä käytetään hyväksi funktioteoriu4 tuttua argu·
mentin periaatetta tutkitt~a.karakteristisen yhtälön (37) oikeassa puoli

tasossa. olevien juurten lukumäärää. Olkoon '1 suljettu käyrä ja. olkoon N
jaP .,..t.......ti komplekaianomen funktion F(s) =l+KG.(s)G,(s) noll....

pisteiden ja. na.pojen lukumääri. käyrin '1 sisäpuolella. Argumentin periaate

on tällöin:

kun.s hlku p041"tiivi3een 3.uuntaan umpinai"en .birlrån 1, niin
F(.s) kiertäö Fa komplebittu063a origon v:npöri pontiivi6een
.uuntoan N - P Eena«.

Tutkitt.....a F(s):n nollakohtien lnlromiirii oik.....a puoiltasossa valitaan

suljettu kiyrä. '1 seuraavasti:

1m

r

-----I':r---+--K,

EslmerkkL Olkoon

K
G(s) = KG.(s)G,(s) = s(s + 1)'

Tarkastellaan ensin imaginaariakselin pmteitå s =jw, w E [r,R]:

G(jw) = . (lK . )
JW +Jw

K . K
=-~-Jw(1+w2)'

G(jw):n reaali- ja imåginaariosat o...t siia negatiivisia, jolloin ....g{G(jw)}
=aTctan(t) E {-'lI',-~1" Kun W on pieni, vaihekulma. on likimaärin -3'
ja. G(j'w):n itlseiaarvo lähestyy ä.iretönti. Kun w on auuri, vaihekulma on

likimäärin -'lr, ja. itseisarvo lähestyy nollaa. Negatiisia w:n arvoja. vastaava
käyrä saadaan edelli kuvatun käyrin peililtuvana reaa1iakselin suhteen.

Suuremman R-sätelsen puoliympyrän anaIY30imisebi uetetaan

.s=R"J',

missä. 8 saa. arvot -~::lta. ~:een. Kun R on suuri, 3u.daan

G(Rd') '" :. ,-;21.

Ku.lman 8 Sa.a.de:s3& ka.ikki arvot -~:3ta. i:een G(.s):n vaihekuIma. au arvot
'lI':3tä -'lI':hin ja !len itseisarvo lähestyy nollaa., kun R _ (x). Kuvaajaksi

saadaan

Kun r _ 0 ja R - 00, käyrä '1 peittää koko oikean puolitason. Pie

nen puoliympyrän U,äämjnen or.goon johtuu 8iitä, että usein G.(,,)G c(05)
aisiltää puhdaata. integrointia, jolloin sillä on OrigOMa. napoja. Kun.s kiertää

kiyrån "/. nili1 KG.(s)G,(s) kiertii komp1ebit..oss&kiyrån r. Tavallis...ti
oletetaan,. että KG.(.s)Gc("):lli ei ole napoja oikeaasa. puoliw03,a.,jolloin

Ny~ kriteeri voidaan kirjoittaa muodo:ma.:

tGJ:a"i~JI järjutdmä on tuymptoottuuti 6tabiili, silloin:ia
train ailloin kun käfjTä r ei 6Ulie n"ääMö pi"tettå ·1
(j4 KG.(a)Gc(.s):llä ei ole napo;a oiJ:ea&a puolitaao"aa)"

19
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Lopukai on vielä. tarb.steltava r~aä.teinen pienempi puoliympyrä. Kirjoit~

taan

Kuvaata. nähdään, että pistettä. (-1,0) ei kierretå. Koaka N =Oja P = 0,

aysteemi on stabiili.

:J = r~i' Ku~sa 11 on esitetty esimerkkejä. Nyquia:tin diagrammei3ta.

miMä S aaa. arvot I::%\!t& -f::een.. Pienillä r:n arvoilla

G(r";') =~.-;',

jolloin S:n vaihdellessa ~:sta -i:een pieni puoliympyrå kuvautuu suureksi
puoliympynibi (s&de Klr), jonka kiertoeuunt. on alkuperäisene puoliym

pyriJle vastakkainen. Kuvaajilii saadaan

G(,r)H(,r)
Nyqullt PIot
(Polar plolJ)

..-.....,
StablUty

Unsl.bleullhown.
MAY becomc: slAblclr
JlUnis<kaealscd.

Slablo lOI' .11 piA.
1-'"
\ " kl.a

(-1.0)

w-'•,- ,
(-1.0) ,1

(S+II)(I+b)

s(s+,:r)(s+bJ

I

®

(j),.,

.....".
+jO

/-

Kokoa.malla au.dut tulokset yhteen voidaa.n. piirtää jä.rjestelmä.n Nyquistin
di>.gnmmi:

CondilloMily ShIb1c.
Becoma IlIUIlablo al

.K bdccruacd•

Slable .. shown. Bec:OlllCS
ulllUb.... K Is incl'ClUCd.,

"-

Kls+d
s'(s+II)(I+b)

Kuva 11. Erilai:den jårje:stelmien Nyquistin diagnmnneja..• _+0
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jolloin aiis

y,(t) =I:IK'lev"coo(w,t+qI,) + t K,e'·'. (53)
i_1 i_2t+l

St.biilillejärjeatoJmille a,<O ja r«O,joUoin Yl(t) .... 0, kun t .... 00. Ole

:teta.an, että aisäänmenoaignaali on vaikuttanut niin kauan, etti !II ~ O.

V..t<;en lniärää tällöin y,. Yhtilöiotä (50) j. (52) .aadaan
.' . ,

Y(o) = y,(o) + y,(o)

ja YalItaavilIe aikafunktioille pätee y(t) = y,(t) + y,(t). Kaavojen (26) j.

(27) POl1lllteella .aadaan

(54)
A =- ;jG(-jw)

B= ;jG(jw)Olkoon avoimenjärjeatelmän .iirtofunktio G(o) (kaava 24) ja olkoon .isään·
menoe:ignaalina

Lineaarisille järje:stelmille on voim.a:ssa 6UPUpo"itioperiaate, jonka mu1taan
siÄänmenOlSignaalijoukon lineaa.rikombinaation a.ikaansaama kokonaisvas
te void.a.an må.ä.rätä samana.lineaarikombina.a.tiona vaataa.vi5ta. yksittäisistä.

signaalien vasteiata. Jos alla löydetään sellainen sisäänmen08ignaalien kanta,
että kaikki tarWteltavat aisäänmenosignaalit ovat ilmaistavissa lineaa.riM
kombinaationa kantaan kuuluvista. funktioista, niin tiettyi sisäinmenosig.
na.a.lia vuta.a:va vute voidaan mäiritä kantafunktioiden V83teiden avulla.
Paljon käytetty kantafunktiojoukko on trigonometri:set funktiot, jolloin
Fourier-muunnobella sisiinmen03ignaalit voidaan kirjoittaa. eri taajuisten
sini. ja. kosinifunktioiden Sl1mmjn a Seuraa:va.ssa tarka3telJaaukin lineaarisen
jirjeste1min vutett~kun ajsiänmenoaigna.a.l.ina. on :sini· tai koainifunktio.

Boden dlagramml

u(t) = oSin wt, (48) jolloin

K, = lim (0 - c,):Y(o), i =1,•• •,k
II_C.

K, = lim (0 - r,)t(.), i =2k + 1, .•• ,n
-"

w
Y(o) =G(o)-,--," (50)

o +w
Kirjoitetaan yhtälön (50) o:samurtokehitelmä. kahdesu OS8.!lsa seuraavasti
(vr!. yhtilö 26)

k Ki k[{i ,. Ki
y,(.) =I: (o-C") +I: (._~.) + I: (o-r.)' (51)

i=1 1 i=l 1 i ...2k+l I

jolloin
w

U(.) =-,--,"o +w
Vaateen Laplace--muunnos on tällöm

(57)

(56)

(55)

Y2(t) = Im[G(jw)]coowt + Rc[G(jw)Joinwt

=Im[G(jw)';W'}.

LapJa<:e.kää';teiamnnntanuilla .aadaan

y: _ G(-jw) G(jw)
,(0) - -2;(0 + jw) + 2j(0 _ jw)"

1'2(0) = .(,1 ') [G(jw)(. + jw) - G(jw)(. - jw))
2) ~ +w

= "(,r ') [o(G(jw) - G(jw)) + jw(G(jw) + G(jw))J
2]" +w

= "(,1 ') {02jlm[G(jw)) + jw2Rc[G(jw)J}
2) 0 +w .

=Im[G(jw}I-,'2 +Re[G(jw)I-2 w ,
. " +w " +w

Koska G(-jw) =G(jw) (komplebikonjugaatti), niin

(52)

(49)

A B
Y,(o)=--"+--.

-'+Jw .s-Jw

j. toisaalta

A = lim. (0 + jw)Y(.)_'w
B = lim (. - jw)Y(o),_'w

Kirjoitetaan komplekailuku G(jw) polaarimuocloeaa

G(jw) = IG(jw)I';+, (58)
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. Sutiina~ seuraava. tuloa: .tinimuotoi.sen 6igruudin vG3te on .amantaajuinc:n

ainimuotoinen ".'gnacll', jon1:4 vaihuiirto alkuperäinen lJigruudiin nähden on
, = .,.gG(jw) j. joko on 11Gh"'.cunut k.rtoimella.IG(jwJl. TuI..ta havain
nollillt.. kuva 12.

.,.g[G,(iw)G.(iw)J = .rgG,(jw) + .,.gG.(iw). Siirtofunktion Boden diag
rammi voidaan tällöin konatruoida seuraavista. termeistä:

_,= .,.gG(jw). Yhtälöstä (57) .aadaan

y.(t) =ImI IG(jw)lei(w'Hl 1
= IG(jw)l·in(wt +').

(59) K

(iw)±'

(1 + jwr)±m

[1+ j2w~ + (jw)'J±'
w" w"

(60)

w,

Koko .iirlofunktlon Boden d1agrammi .aadaan piirliimiilli..,in .iirtofunk

tion muotoa (60) olevien tekijöiden Boden diagrainmit ja l..kemalla .itten

osatekijöiden diagrammit yhteen.. Seuruvamsa tuwteltaan erikseen kuta~

kin termii yhtälö".. (60).

Vaklovahvlotu. K

Vahvbtwstermi on riippumaton w:n arv05ta. Se ail.rtäi vahvizstukiyräi. va·

kiomiärän ylÖ&- tai alaapäin. Vaihekiyrään termi ei valkuta..

Termi (jw)±'

Kuva 12. Lineaarisen järjestelmä.n vaste sinimuotoi5el1a herätteeUä..

Tuloa saatiin olettamalla, että. sisåänmenosignaali on vaikuttanut riittävän

lcauan, jotta Yl ~ O. Muussa. tapauksessa vaste on Yl:n (yhtälö 53) ja Y2:n

(Yhtälö 59) summa. V..taava tul.. voidaan johtaa myös kooinimuotoioelle

aisäänmenol1e.

Komplebiluku G(jw) miäräi taajuudella w värähtelevän .ini- tai kooi

uimuotoisen sisiinmenOllignaalin vasteen. Kulmataajuuden w funktiota
G(jw) kutontaan t4aju...oIteeJ:oi. Baden diogr.mmio,. piirretään IG(jw)1

(ampfitudi- tai V1!JIvi.twsloiyrii) ja .rgG(jw) (vaiheloiyrii) eribeen logarit

mise1la. w-Mteikol1a.. Vahvistuskiyrä. piirretään yleensä logaritmisella as
teikolla. IG(jw)l:n suuruus deoibeleini on 20 /gIG(jw)l. n..ibeU..tei
kon käytöstä seuraa., että kytkettyjen järjestelmien vahv1:!tu:!I.kä.yrä. saadaan

laskemal1& ....järjeotelmien vahviotuoloiyriit yhteen: 20/gIG,{iw)lIG.(jw)1
= 20 /gIG,(jw)1 + 20 /gIG.{iwJl. Sama pätee myåo vaiheloiyril1e:

25

VahvistU5kä.yrä.ä.n tulee suora viiva ±20 n 19w, joka saa arvon OdB, kun
w = 1, ja joka laskee tai nousee 20n JB /dekadi. Vaihekäyrään tulee vakio-

vaih..iirlo ±n"12.

Termi (1 + jwr)±m

Olkoon aluksi m = 1 ja tarlta:stellaan negatiivista. ebponenttia.. Vahvis

tuskiyrii on tillöin -20 Ig";l +w'r'dB. Pienilli wr.n arvoilla vahviotus on

likimiirin -201g 1 dB = 0 dB. Kun wr :> 1, saadaan likimiirin vahvio

tus -20 19WT, joka saa arvon nolla., kun w = I/T, ja jonka. kuvaaja. arvoilla.
w>l/r on -20 dB 1dekadllaokevasuora. w:n arvoaw =1/r,j.... arvoille

wT<l ja wr>l :saadut kuvaajat leikkavat, kut:sutaan kulma- tai nurkkata.a,..
juudebi.

Vaihetermiksi saadaan -arctan wr. Vaihekäyra a.Ikaa. arvoota. nolla. ja lä,w

he3tyy w:n kasvaes3a asymptoottisesti arvoa -1l'/2.
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"'«::"""---r----r----r----",
joten

G<f-oJ" jwr

(62)

kunw=w"

kun OSw<wn.

20 IgIG(jw)ldB" 20 /gl dB =0 dB.

argG(jw) =

Pienillä. w:n arvoilla saadaan

I

'00-0 ...,

-'",..
\

G<Jo"-1-
Gljw/- I +;-

• "nK0

G(iw).~
Glj<.o). (1 ... ;-,~I

I-,.. , ,...

0.1 liU

f'G:(fo:':-:K:':-:"~6+z===:::t===::GSlfo~'~-:(:' :+:'"':':-'-4-~r I

Toisaalta suurilla. w:n arvoilla.

K.va13. Termien K, (jW)±1 ja (1 + j.".)±1 Boden diagrammit.

Yleinen termi (1+j.".)""" kiiyttäytyy pienillä taoju11ksiUa kuten termi (1 +
jwr)-l nurkkataajuuden Olle:!l311 edelleen w = 1/1'. Suurilla w:n arvoilla ku
vaaja. on suora, joka. ylei:sessä. tapaukses33,la"kee tai nousee 20m dB / dekadi.
Vaihekiyri al.ka.a edelleen arvosta. nolla., ja se lähestyy asymptoottisesti ar

voa ±m1<f2. Termien K, (jw)±1 ja (1 + jwr)±1 Baden diagrammit on

esitetty kuvassa 13.

. w
20 /gIG(Jw)ldB" -40 Ig-dB,w.

jonka. kuvaaja on 40 dB I dekadi laskeva. suora. ~mptootit leikkaavat
kohda:il!!I& W = w,.,. Kuvaajan käyttiytymisen kohdan w = Wn ympäristössä.

miiiiriiii voimenn..kerroin ,. Joo, on pieni, on yhtälösoä (62) \G(jwlI:n
nimittäjä pieni kohda.n. w = Wn ympiNt&aä, jolloin termillä. IG(jw)1 on
suuri vaikutus vahvistuakäyriin.. Kulma,ta.ajuuden arvolla. w = w" vahvi:l

tuskä.yräasä on resonanssihuippu.

Ylli olevat termit ovat riittäviä, jos siirtofunktion osoittajan ja nimittäjän.

juuret ovat reaali3ia. Jos siirtofunktion 03oittaja:ssa tai nimittäjässä. on

komplww.. juuria Ootka esiintyvät aina liittolukuina) niin siirtofunktion

tekijiinii on termi (1 + 2,&/w. + (sfw.)')±', llli55ii voimennuskerroin , E
(0,1). Kuten edeJlii voidaan yleisyyttä rajoittamatta tarkastella tapausta

p = 1 ebponentin olless& nega.tiivinen. Ta.tIöin

(61)

21

Yhtälöstä. (62) nähdään, että. vaihekä.yr;i a.lka.a. arvoata nolla, ja lä.he:styy
arvoa -"', kun. W -. 00. Arvoll& W = w" vaihekäyrä. saa arvon -1f/2.
Kuvassa 14 on e:!Iitetty Boden diagrammi eri ~:n arvoilla.

Boden diagrammia voidaan kiiyttiiii hyviikoi tarkastelta<::l5& takaisinkytke
tynjiirjesteJmiin stabiilisunttu,jonka miiiiriiiiviit yhtälÖJl (31) jnuret. Mer

kitiiii!l avoimeo. jiirjestelmiin siirtofnnktiota G(.):Ilii, jolloin siis G(.) =
KG.(.)G.(.). Kualtteristiseksi yhtälöbisaadaan HG(.) =0 eli \G(.)\ =
1 ja argG(.) = -1<. Tarlaultellaan seuraavaksi yksinkertaista koettu, jonka
perusteella. voidaan. perustella Boden d.iagra.mm.i.n kä.yttoå stabiilisuuden

analysoinni8sa.
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vahviotusva... =20 Ig IGJwo)jdB

= -20 IgjG(jwoll dB

Yllä olevan perusteella voidaan piitellä., ~ttä. taJcaiainlcytketty järjestelmä

on epå5tabiili, jos avoimen silmukan vaihesiirtoa -180° vastaa.va vahvistuk
sen arvo on suurempi kuin yksi. Kyseinen ominaisuws on suoraan luetta.vUllla
Boden diagrammiJIta. Stabii1illuuden tllrkastelemiaebi määritelliään vah.

w.nu,svaraw joka on vaihesiirtoa _1800 vastaavan vahvistuksen kä.äntei:uuvo:

viråhte1y vaimenee kohti nol1a.a. J05 vahvistus on ybi, järjestelmä. jää.
värähte1emäin vakioamplitudilla. JOd avoimen järjestelmän vahvi:l:tws on
.suurempi kuin ybi kulmataajuudella WO t värähtelyn ampIitudi wvaa. ra.~

j30tta aina kun signaali kulkee aiImub.n läpi.

LmG{~)
C- (HUdb

o IH

~t\_M
•

~
, "- 10

~',-,

~
"

PlmcUsJc:
7..o-~ r-~.(H)1

• ,-,
l\: ,'-"i).,

(-l

-,.,.

-20

20

Kuva 14. Termin (1 + i;:( + (ty.)2)±P Baden diagrauuni erilaisilla vai·
• •

mennuskerttoimil1a.

ja vaihevara, joka on vaiheeiirron etäisyys arvosta. -180°, kun vahvistus on

)'bi. Olkoon jG(jw,jj =l,jolloin

vaihevara =argG(jw,) - (-180')

= 1800
- avoimen silmukan vaihesUrto.

K<:.tkaistaan takaisinkytkentähaara seuraavasti:

Vahvistus- ja. va.ihevara on kuvattu kuvassa 15.

(.j

GaJn margln

:1'(.)E(.)

;ta • G(.)

1-

R(.)

Asetetaan tämän jilkeen ~etWlarvobi r(t) = .sin wot, ja etsitään kul~

mataAjuWl Wo siten, että. ai:liinmenon ja. ulo:stulon vilinen vaihe-ero on
tä=illeen 180'. Joo nyt talcaisinkytkenläh..... kytketään takaisin, ta·
~gnaa.lion a&ma8Sa. vaiheeMa asetusarvon :ka.msaa (tai ta.r~

kemmin 360" jä.1je:mi aiitä). Asetusarvo:signaali voidaan. :siis poistaa, ja.
järje:stelmi aaa. ohjaubensa. ainoastaAn takai:sinkytkennin kautta. JO$ a.voi~

men j~estelmän vahvistua on pienempi koin. yksi ku1ma.taajuude1la. Wo,

ol----...::::,~...~_L_

..
Kuva 15. Vah.vi:stus- ja vaiheva;ra..
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161 r------------,
arg G

Vertaamalla. säiliön yhtälöä yleiseen ensimmäisen kerta1uvun järjestelmän

yhtilöön (31) todet:a.an, että aikavakio on r == 2y1i;fk ja vahvistws on

2,(h;/Ak. Järj..teJmin Boden di.gr8lllIIlibi .aadaan:

o'

I
I
I
I
I
I
I---------+----------I

1(1 0 )..oL;1<

K--l..;J;]/AA.

dh k I
dl + 2,(h;" = A'

mim h on säiliön pinnankorkeuden poikkeama nominaaliarvostaan h" f
on tulovirtaWJ, A on pinnankorkeutta h, vutaava. aiiliön poikkipinta. ja. k

on vakio, joka riippuu nesteen tiheydestä. ja. poikkipintaralaata A.

Esimerkki. Tarb:stellaan virtaavan aineen tuotantoprosessia.,jossa. satun

n&iaten häiriöiden va.ilcutuhe:sta. tuotanto on epätasai3ta.. Ainetta käytti
väMä.. prosess~a. tarvittai:liin kuitenkin. mahdollisimman tasainen tulovir

ta:w" jolloin tuotannon satunnaiset häiriöt olisi suodatettava. pois. Tehtä
väni on suunnitella allpiäst~uodatin, joka. auodattaa virtaukBesta. suuri
taajui:let hiiriöt. Suodatubes:sa voidaan käyttää. viJivarastoa., johon tuo
tannoata. tuleva aine siirretään ja jaata. se siirretään edelleen käsiteltä.väksi

toi:seen prosessiin. Låpivirtaussäiliölle (kun 16) voidaan kirjoittaa lineaa
rinen yhtälo .

l:.:-:.:-:.:-~-:..-:.:-~-:.:-~-:.:-:.tt~-:;:-;-;:-~-::-:::-:::-~=::I-""'•
.v.. 1/1' 4IJ

R

~
~

Säiliö mitoitetaan vali~emallataajuusalue, jonka 8åiliö saa päästää. läpi ja.

toisaalta. taajuudet, jotka aäiliön on suodatettaVZL pois. Säiliön mitoitukBella.
tarkoitetaan parametrien A ja h, valintaa, jotka. mäiIiävi.t nurkkataajuu
den 1fT ja. säiliön vahvistuksen.

1.1 lb)

Kuva 16. Lä.pivirtaWlSli.iliö ja. sen sija,i.,kytkentä..
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3.3 PID • säätlijät

Olkoon kohdejärjestelmä. sellainen, että. ohjauksen kasvattaminen kasvattaa

jiirj..le1min liihtösignaalia j. toisaalta ohj.uben pienentäminen aiheut

taa lähtösig:nulin pienenemi3en. OUtoon onge1m&na :servo-ongelma, jossa

lähtösignWin tulee mahdo1li:simman tarkasti seurata annettua referenssi

signaalia. Jos jå.rjeste~ käyttäytyminen tunnettaisiin tarkasti, voitaisiin

tarvittava objaWl laskea ennakolta ajan funktiona esimerkiksi tiedostoou,

josta se sitten järjestelmää ohjatta.essa luettaiaiin. Ohja.U3ta kutsutaan

tällöin aummebi ohjaubebi. Käytännön tehtävissä ei järje:stelm.ä3tä. ole
kuitenkaan kiytössä tarkkaa. maltia., joka sisältäisi kohdejärjestelmä.n mal

lin li:säbi myÖ3 mallin mahdollisista ulkopuolisista häiriöistä, jolloin avoi~

men ohjauben. soveltaminen ei ole mahdollista. Järjestelmää. on tällöin

säädettävä sen todelU,en käyttäytymisen peruateeU.. jolloin .iiätö.trategi

Maa otetaan huomioon lihtöaignaalin y todelli3et arvot. Säitä suoritetaan

nominaalitrajaktorinympWt~jolloin säitölai=a tarkastellaan ohjauk~

sen ja. lähtö:signaalin poikkew:ci& nominaaliarvoistaan.

Luonnollinen tapa. järj~telmän säätä.mi:l.ebi on valita. Ohja.U3 suhteessa läh
t&~ poikkeama.an referewmiarvoataan

(63)

Kun lähtöaignaali on referenssisigna.a.lin alapuolella, ohjaw:ta. ka:rvatetaan
refereIWiarvon :::a.a.vuttamisebi ja. päin va"toin. Säätöä kutsutaan tällöin
suhdeJää.döksi tai P-säädöbi (proportional). P4Judöllä. voidaan pienentää.

låhw"ignaali.n ja. refereJWisignaalin eroa., mutta. :sitä ei voida kuitenkaan
täyain poistaa. Tämä. ilmiö nähdään :seuraavanlaisella. tarkaste1ulla. Ol~

kooo ooUaohj.ubella a = 0 liihtöslgnaall referenssisignaalin alapuolella.

Säitölaki (63) k.a.svattaa tällöin ohjawen arvoa,jolloin y kasvaa. Jos virhe

kyettäisiin täysin eliminoimaan, siätäjä. (63) antaisi jälleen nollaohjauksen,

mikä kuitenkin oletuben mukaanjohtaa liian pieneen lähtöslgnaa1in arvoou.

Uuden referensaisig:na.alin ylläpitämiseksi tarvitaan nollasta poikkeavaa oh

j.U8~ joka saadaan kaavasta (63) vahvistuben K p ja .iiälÖvirheen tulon•.

VUiopoiklteaman olema=aoio voidaan nähdä. myös tar.k:a:stelemalla ero:mu

reen ja. asetusa.rvon välistä. siirtofunktiota., kun :säätäjänä. on P--5äätä.jä..
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Tällöin yhtiilöstä (36) saadaan

y(.) _ KpG.(s)
R(s) - 1 + KpG.(sr

Toisaalt. E(s) =R(s) - ?(.),joUoin

E(s) 1
R{s) = l+K.G.(s)"

Kun referensaisigna.lisaa tapahtuu ybikköaske1muutoa, R(.s) = 1/", ja. lop.

puarvoteoreema.n p~teella. saadaan

Um ,tt) = 11m sE(s)
t_oo .-0

1• [ 1 ]= 1m" •
• -0 s(1 + KpG.(s))

Jos G.(s):Uä ei ole o.poja 0011.... (eli G.(s):o oimitt~iissä ei ole tmpiii

,," oleva.a. termiä), niin l!Ie voidaan kirjoittaa. muodose&

jolloin virheen e ta:sapainoarvoksi saadaan

Um 'tt) = ~ K. •t_oo 1+ p 0

VIrhettä. voidaan pienentää suurentamalla vahvistusta K p. Liian suuri Kp:n
arvo tekee järjesteI.m.astä. kuitenkin epäatabiilin.

P-säädössä ilmenevä. ongelma voidaan poistaa 1i3ä.ämällä. säätäjään termi,
joka kasvattaa ohjausignaalin arvoa niin kauan kun lähtöaigna.a.li on pienem·

pi kuin referen.saisignaali.. Tämä. saa.daan aikaan termilli, joka on verran

nollinen vir.hetermin integraallin, jolloin saadaan säätä.jä.

Säätöä kutmtaan suhde-- ja integroivaksi :sä.ädöbi tai PI~äidOksi, jonka

avulla on siis: mahdolliata eliminoida. poikkeamat. Vahvistuskertoimia. Kp
ja. KI ka.svattama.Ua.järj~telmä.aeuraa herkemmin asetuaarvoa., mutta on

gelmaksi tulee epiatabiili:roua. PI-sä.ädön epiatabiilisuu.s johtuu :siit~ että.

lähtÖ8igna.alin arvo ei määriä täygin systeemin tilaa., jolloin lähtöaignaalin
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perusteella. tapahtuYa5a& sä.idÖS5å ei oteta huomioon viimeisten ohjaU5toi~

menpiteiden vielä nä.lcymittömiä vaikutubia. Säätä Peru3tUU siis liiaksi

vuhalle informaatiolle. Dmiö korostuu säädettäessä. järjestelmii, jotka si
sältävät viiveiti.

Eräs tapa epiatabiilimluaongelman ratkaisemi5ebi on läht&signaalin käyt.
tiytymisen ennakointi sen derivaatan peruateella. Säätijään tulee tällöin

termi, job on verrannollinen er08uureen e(t) =V...,(t) - y(t) deriva.a.ttaan,
jolloin sää.tä.jä voidaan kirjoittaa er08uureen avulla seuraavasti

u(t)

,' ...

(65)

Sä.ätijää kutsutaan tällöin PID-sä.ätäjäksi. Yllä olevan perusteella voi

daan putellä vahvistustermien K." KI ja KD vaikutus järjestelmän toi·

mintaan: Suuri K.,:n arvo tekee säätåjän nopeaksi, mutta. sama.lla. 8tabii~

lisuusominaisuudet huononevat. Integra.aJitermin mukaan ottaminen elimi~

noi vakiopoikkeaman, mutta. huonontaa. stabiilisuutta. Derivointitermi pa

rantaa. st&biilisuusominaisuuksia. PID-säätäjät ovat teol&uudessa eniten
käytetty säätäjärakenne. Usein jätetään. derivointiosa POti, jolloin saadaan

PI-fläätijä. Sä.itäjä. kirjoitetaan U3ein myös muodOISSa

(66)

jolloin integroinninja derivoinnin aikavakiot TI jaTD saavat ajan dimension.

PID-säitäjän virittä.m:iaeksi on U3eita tapoja.. Tässä. esityksessä tarkas·

te11aan aäitåjin virittämi:rtå ~kelvastekokeen avulla. A.skelvastekokeessa
lSiätöpiirin myötähaara ntkai:staan. ja kohdejärjestelm.ä.än syötetään oh
jau.bebi askelmuotoinen signaaJi, jolloin lä.htösignaali muuttuu kuvan. 17

coailtamall& laval1a.

35
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Kuvaan merkityista. suureista. :3a.adaan Ziegler ja. Nichols'in tai vaihtoehtoi

seBti Coon'in kriteerien perusteella sutäjän parametrit seuraa:vasti:
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4. TILATAKAlSINKYTKENTÄ

Kun sisäänmenooignaaleja on yksi kpl, takaiainkvtkenttivahvistus K on n
dimensioinen rlvivektori, K ::;:. (kh." ,1:n), ja tD on ylimääräinen ulkopuo
linen referen:misignaall. Tilataka.isinkytkentää. voidaan havainnollistaa seu~

raa.vaeti:

Tilayhtilöesitykseen perwstuvaea. lähelltymifltavassa käytetään ohjauksen
mä.ä.räämi:seen lJYsteemin tilaa, jolloinjärjeate1män si:läinen toiminta määrää

käytettävän ohjauksen. Linea.arilJia järjestelmiä tarkaste1taelS3& ohjauslaki
on linea.a.rinen:

Ziegl....Nieho!ll Coon

P-5äätä.jä: K= T.uo K =T.uo (1 + I!..)
TtYo Ttyo 3T.

PI-säätäjä: K=O.9 T.uo T.uo ( T.
T,yo K = TWo 0.9 + 12T)

T1 =3T, T - T.' 30 +3Tt/T.
1 - • 9+2OT./T.

PID-säätäjä: K= 1.2 T.uo K =T.uo (1.33 + I!..)
TtYO Ttyo 4T.

TI = 2Tt
T - T. 32 +6Tt/T.
1- • 13+8T./T.

Tv =0.5T.
4

TD=T. 11+2Tt!T.

Molemmissa. kriteere~ä on lähtökohtana. kuvan 18 mukainen säätöjärjes
te1män askel'Ya3te, jossa. vGimennussuhde on 0.25. Coon kriteerit ovat yk~

sityskohtai3empia. Niiden lähtökohtana on systeemin kuvaus ensimmäisen
kertaluvun systeeminä. ja viiveenå, jolloin ne minimoivat vakiopoikkeaman

ja integraalivirheen.. Saatuja. parametreja. kä.ytetään alkuarvoina, joita pa

rannetaan tarvittae=a hienosä.ä.döllä..

W

«(1) = -K!(I) +w(I)

«

) S

-

L.-<=-- !
K ,

g

(67)

Suljetun systeemin (69) dyna.ami:!enkå.yttå.ytymisen määräävät nyt; matrii

sin A - BK cminaisarvot, joihin voidaan vaikuttaa K:n valinna.lla..

...U.~<::~_>J__

Kuva. 18. Haluttu veuteen kä.yttä.ytyminen asetwlarvoa muutettaessa..

Systeemiyhtälö on
~=.u+B«

g=C:t

jolloin tllatakaisinkytkOIlIlä1lä. (67) oaadao.u

!:=(A-BK).'f+Bw

g=C!.

(68)

(69)
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JOl!I järj~telmä. (68) on tå,yde11i:sesti ohjattava.ja

(70)

mielivaltainen polynomi, niin on ole=< K eiten, että del(>.I- (A - BK))
= p(A). Jos järjestelmä on siis täydellisesti ohjattava. .sille voidaan .saada.
mielivaltainen dynamiikka. Järjeetelmå (68) on täydeIlliIeeti ohjattava, jos
ja vain jOlS ohjattavuusma.triliin

vaikutuetajärje:stelmånd~eenkäyttäytym.i.seen on tarwteltu luVlUl~

sa 3.1. Napojen eijainnin valinta on monitavoitteinen päätöbentekotehtävå,

sillä järjestelmän toim.innan nopeuden kannalta navat tuliei sijoittaa. kauas

origoeu. vasempaan puolitasoon, mutta. tällöin vaadittavat ohja.ussignaa1it

tulevat suuriksi. Järjestelmän toiminnan nopeuden ja tarvittavan objauk~

sen suuruuden välillä. on tällöin tehtävä kompromissi. Eräs tapa ra.tkaista

tämä. monitavoitteinen tehtävä on valita takaisinkytkentävahvilstWl K siten,

että. neliöDinen kriteeri

rangion n.

1:2, = [BIA BI··.W-' ~l

Tarb.stellaan .seura.a.vabi ulkoisen signaalin w valintaa säätölaissa (67). Ol

koon aJlcuperäisen järjeste1mä.n siirtofun1ttio

(76)

(75)«'(1) =F(I)~(I) +.(1),

F(I) = _R-1B'K(I)

.(1) = -R-'B'e(l)

ja K sekä" saadaan. ratkaistua.loppuarvotehtävistä

Järjestelmän IULvat om -1 ja +1, jolloin järjestelmä on 3Us epästabiili.

Järjestelmä.n stabiloimieeksi tehdään tilatakaisinkytkentä siten, että. mo.

lemmat na:va.t ovat pistees3å -1. Ohjaus on muotoa

Esimerkki. Tarbetellaan järjeetelmäå

z=(~ ~)x+(~)u
U=(l 1)"'.

X(I) = -K(t}A - A'K(I) - Q + K(I)BR-'B'K(I) , K(T) = H (77)

.(1) = -[A' -K(I)BR-'B'Je(l) +Qr(I), e(T) = -Hr(T). (78)

Suunnittelijan tehtäväksi jää pamoker:oinmatriisien H, Q ja R valinta..

1
J =21*,) -r(I,)J'H[~(I,) - r(I,)1 +

.~ f {[~(I) - r(I)I'Q[~(I) - r(I)1 +«'(I)R«(I) }dl

(74)
minimoituu, mi.s:Jå r on tilalle asetettu referenesiaignaali. Rajoitubena. on

eyateemiyhtälö (68). On huoma.ttava,etti tehtävänasettelu soveltuu yleisille

useita tuloja ja lihtöji eiailtiville ji.rjeetelmi1I~. Opti.ma.a.linen ohja.us on

u=-(k, k,}"'+w,

(73)

(72)

W(e) =G,(e)R(e).

Tilatakaisinkytketyn järjestelmän siirtofunktioksi 9:n ja w:n välille saadaan

Y(8) _ 61",,-1 + +b"_I" + b,.
W(3) - 8" + 0:18,.-1 + +a,.-I" + 0:"

Ede1lå. olemme todenneet, että. tå,ydeJ..ti3esti ohjattavall~ järjestelmälle voi

daan tilatab.ieinkytkennällä eaada mielivaltainen dynamiikl<>. Säätäjän
:mlUUlitte1un ongelma on tällöIn napojen sija.innin. valinta.. Napojen sijainnin

UseW.a. tapaubi3sa ollaa.n kiinnostuneita staa.tti3esta. vahvistuk3esta eli ta.a,..
juue:ien nolla vahvi.stuhesta., joka. saadaan siir..ofun.lcti~ta,,:n arvolla. nolla.

D:nj& W:D. vilUebi staattiseksi vahvistuksekeieaadaan tä.l1öin 6,,/(Xn' Servo-
onge1Inm5a on luonnollista valita. g:n ja. r:n atuttisebi vahvistukseksi yksi,

jolloin yhtälöeti (73) eaadaan G,:lle vakiOlU'VO a./b. eli

w(l) = ';: r(I).

m..issä siis ~oitta.ja.on sama kuin alkuperäi8e3:!åjä.rjestelmä.ssäja nimittäjän

kertoimet (Xi määräytyvä.t takaisinkytkentävahvistuhesta K. Ulkoinen sig

naali 10 valitaan referem..siaignaalin r funktiona
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jolloin tahisinkytketybi järj..telmåbi .aac!aan

.=(-k. l-k') +(1)X10%0 1Oo

TaWoinkytl:etynjärj..telmän ominaioarvot aaadaan karakteriatia..t. yhtä
Jöeti.

KOISb lakWinkytketyn järjee:teImä.n D&vat halutaan piateeseen -1, asete-
taan hra.kteriatiaakai yhtälöbi .

(Å+ 1)' = Å'+ 2Å +1 = O.

Verlaama11a ltarakteristi3ia yhtälöiti. ke:dtellään, todetaan, että. haluttu dy
nJllnjikb aaadaa.n valitsemalla. kl = k, = 2, jolloin

K=(2 2).
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