Parametriset mallit

e Rakenteelliset mallit

— parametreilld a priori tulkinta & merkitys

* Black box-mallit
— parametrit vain laskennan/sovituksen apuvilineitd

* Tarkastellaan paaosin lineaarisia diskreettiaikaisia black-

box-malleja

— 3. harjoitustyossa malli epalineaarinen jatkuva-aikainen

* Taman diasetin teemoja
— malliluokat
— parametrien estimointi - ennustevirhemenetelma
— mallin hyvyys vs. parametriestimaattien harhaisuus ja varianssi
— systeemin / mallin identifioituvuus

palts-lopistolsyscemiaralysin iboratoi
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Rakenteelliset mallit

Fysikaalisin tai vastaavin perustein rakennettuja malleja
— osa parametreista tunnettu: esim. massat, poikkipinta-alat jne...

— o0sa estimoitava: kitkakertoimet,...

e Merkinta %X(’[) = f(x(t),u(t),0); y(t|8) = h(x(t),u(t), )

jossa y"(t|0) on mallin ennustettu ulostulo hetkelld t ja
parametrivektorilla O

Edelld oletetaan valkoinen mittauskohina y(t)=h(x(t),u(t),0)+e(t)
o E(Y<tae>) =y (tae)

— jos kohinalla on rakennetta, se kannattaa huomioida, esim. ARMA-malli
* Ennustevirhe £(t)=y(t) —y/\ (t,e) (residuaali = ennustevirhe numerona)
: . : : N
* Estimointiongelma: etsi 0 s.e. min V., (0) = % Z 22 (t,0)
t=1
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Black box -mallit

* Yleinen lineaarinen diskreettiaikainen malli on muotoa
yO=n®+w(®
— w(t) = hairiotermi
— M@ = hairi6ton ulostulo
* Termit muotoa MN(t)=G(q,0)u(t), w(t)=H(q,0)e(t)
— G() ja H() lineaarisia suotimia = diskreettiatkaisia siirtofunktioita

— kiytdnndssi rationaalisia (muotoa polynomi/polynomi) ja
(asymptoottisestt) stabiileja (erds validiontitarkastelu)

- G(q,9)=B(q,0)/F(q,9), H(q,9)=C(q,0)/D(q,0)
— parametrivektori 0 koostuu polynomien B,F,C ja D kertoimista
b,f,h.,d; ja kohinan e(t) varianssista

PP

— 7rakenneparametrit” n,, n_, ny, n, ja n, (kuollut aika)
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Transfer function parameterizations

The transfer functions GG(q) and H(q) in the linear model
ylk] = G(q: O)u[k] + H(q; 0)e[K]
will be parameterized as
bo +b1g ! 4+ 4 by, g
L+ figt 4+ g1

1+ Clq_l + -+ C:-ncq_”‘*‘
l+dig=t+- +dpyqmd

G(q;0) =q "k

H(q:0) =

where the parameter vector ¢ contains the coefficients {b,. }, {fr}, {cr}, {di}

Note: nj, determines dead-time, ny, n ¢, ne, ng order of transfer function polynomials.
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Erilaisia mallirakenteita

Box-Jenkins (B]): G(q)=B(q)/F(q), H(¢)=C(q)/D(q)

— ”taydellinen” malli

— systeemin ja kohinan mallit riippumattomia toisistaan
Output error (OE): H(q)=1 eli n.=n,=0

— kohina valkoista w(t)=e(t), eli ei erityista rakennetta
ARMAX: A(q)y(t)=B(q)u(t)+C(qg)e(t)

— kohina kokee saman dynamiikan kuin u

— jarkevaa kun kohina tulee prosessiin sen alkupaassa
ARX: A(Qy()=B(q)u(t)+e(t) (my0s yhtilivirhemalli)

— ennustevirhe lineaarinen parametrien suhteen => parametrien

estimointi "helppoa” — tavallinen PNS

— kohina kokee saman dynamitkan kuin u; ei haittaa, jos signaali-kohina-
suhde on hyva

Kaytto: maaraa asteluvut, estimol parametrit

— kaytannossa useita eri mallirakenteita ja astelukuja verrataan



Mallirakenteita

ARMAX (autoregressive moving average BJ (Box Jenkins)
exogeneous input)
elk] e[k]
Clq)
Cla) D(q)
ulk l’ p | ulk B(g) l’ K
7B O Re [ | Fa [T
ARX (autoregressive with exogeneous input) OE (output error)
elk] efk]
ulk] ¢ L | v ulk] B(q) ¢ yiki
—> B(q) > —> AQ > > AQ) L




Mallin tuottama ennuste y”(t)

Usein mallin kayttotarkoitus ennustaminen — tarvitaan myos
ennustevirheen neliosummassa

Millainen on kahdella edellisella dialla esitettyjen mallien ennuste?
— Malli muotoon y(t)=JOTAIN+e(t) => y"(t)=E(y(t))=]JOTAIN,
koska E(e(t))=0
OE: y*(t,0)=G(q,0)u(t)

ARX: Y (60)=(1-A(@)yO+B(qu(t

Consider the linear model

ylk] = G(q)ulk] + H(q)e[k]
Multiply by H~=1(q) (to make noise term white) and re-write as
ylk] = (1 — H(q)y[k] + H ' (q)G(q)ulk] + €[k]
Since {e} is a white noise sequence, our best prediction is

glk] = (1 — H'(q))y[k] + H  (q)G(q)u[k]



Mallien sovitus

* Ennustevirhemenetelmat: valitse 0 s.e. ennuste on hyva”
— toimiva hyvyyskriteer: ennustevirheen (otos)varianssi
— ennustevirhe €(t)=y(t)-y™(t,0) ja

hyvyyskriteert

Vi ()= 3 (10

¢ 07~ arg min V(0
— voidaan osoittaa, ettd V(0) ei ole tuulesta temmattu
— PNS on ennustevirhemenetelmien erikoistapaus
— MIMO-mallit: €%(t) matriisiarvoinen, tarvitaan sopiva

reaaliarvoinen kuvaus: det, trace, ...

* V(07 on kohinan e(t) varianssin estimaatti

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Lineaarinen regressio
Regressio: malli muotoa y(t)=01¢(t)+e(t), ¢(t) vektori,
jossa vitvastettyja u(t):n ja y(t):n arvoja
— 0 sisiltdd viiveoperaattoripolynomien kertoimet
N mittausta => matriisi X=[((1),0(2),...,0(N)]” seki
ulostulo Y(t)=[y(1),...,y(N)]” => 0" =XTX)'XTY
Soveltuu ARX-mallien parametrien estimointiin

— muut malliluokat epalineaarisia parametrien suhteen

PNS-oletuksien syyta olla voimassa:

— vitvastetyt y:n ja w:n arvot keskenaan kollineaarisia
(koesuunnitteluongelma) <> parametrit tehottomia (suuri
varianssi) ja harhaisia, mutta tarkentuvia

— e:n homoskedastisuus (vakio varianssi) <> parametrit
tehottomia => painotettu PNS-estimointi

— e:mn korreloimattomuus <> parametrit tehottomia, harhaisia
ervatka tarkentuvial => kohinalle jonkinlainen rakenne



Iteratitzvinen minimointi

* Mallit epalineaarisia parametrien suhteen
— PNS ei onnistu
* Tarvitaan iteratiivinen menetelma
— kyseessa epalineaarinen rajoittamaton optimointitehtava
* Gradienttimenetelma: 0*1=0%-akV,’ (0%
— of viivahaun avulla haettava askelpituus
* Toisen kertaluvun menetelmat: sovelletaan Newton-iterointia
optimiratkaisun valttamattomiin ehtoihin
— vilttimiton ehto V’(0)=0
~ terointi O =005V (05)] 1V, (OY)
* Tarvitaan V(0):n eli €(t):n derivaatat parametrien suhteen

— rippuvat mallirakenteesta; laskart #9, tehtava #2

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Miki on hyvi malli?

¢ Mallin laatu on yhteydessa mallin kayttotarkoitukseen

— hyva saatosuunnittelumalli voi olla huono simulointimalli
e Mallin laatu liittyy sen kykyyn kuvata systeemin toiminta
— systeemin ja mallin ulostulot riittavan samanlaiset
* Hyva malli yleistaa, 1.e., mallin ominaisuudet “etvat riipu
estimointidatasta’” - mallin tilastolliset ominaisuudet
— parametrien variansst
* varianssia voldaan pienentda kasvattamalla havaintojen lukumaaraa
* mallin "variance error”
— Estimaattien konvergenssi vaariin arvoihin
* viddrd mallirakenne / puutteellinen koesuunnittelu

* erotettava mallirakenteen vaikutus ja identifiointikokeen vaikutus

e mallin ’bias error”’

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Parametriestimaattien harhasta

Mita tapahtuu, kun N->o00?
Olkoon ennustevirheen varianssi E€2(t,0)=V(0)

* Jos ennustevirhe €(t,0) on valkoista kohinaa, niin

N
v, (6) Z%ZSZ('[,H) LES(,6) =V (0) wp.L
t=1

ja lisaksi ———@*=argminV (0)

* Jos ennustevirhe ei ole korreloimaton (esim. vaara malli), niin
estimaatti on harhainen ja konvergoituu vaaraan arvoon vs.
”otkean” mallin estimaatin arvo

* Estimaatti minimoi edelleen ennustevirheen varianssin

— 7paras” malli vaarasta malliluokasta

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Esimerkki: vaara mallirakenne

Olkoon data peraisin ARMAX-prosessista
y(©)+agy(t-1)=bgu(t-1) e +coeq(t-1)
Sovitetaan ARX-malli y”(t|0)+ay(t-1)=bu(t-1)
Ennustevirheen varianssi on E(y(t)tay(t-1)-bu(t-1))? =...=
t,(1+a-2aa ) +b?-2bb,+2ac,
— (r,=Ey?(t), ei tiipu a:sta eika b:sti)
Ennustevirheen varianssin minimoivat a”, b™: a”=a,-c,/1,;b"=b;
— Ea™#a, eli estimaatti on harhainen
Ennustevirheen varianssi niilld a™, b~ on 1+c,>-c?/1,
— todellisilla parametriarvoilla a, ja b, vatianssi on 1+c,? eli suurempi

Siis: vaikka parametriestimaatti on harhainen, se tuottaa pienemman

ennustevirheen varianssin

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Model structure matters!

Example: G(s) = 10/(s? + 2s + 10), sampling time h = 0.05, noise variance 0.12
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Parametriestimaatin konvergenssi taajuustasossa

Assume that the true system is described by
y[k] = Go(q)ulk] + w(k]
and that we try to estimate a model on the form (H.(g) independent of )

ylk] = G(q; 0)ulk] + Hx«(q)e|k]

A . - - D (o)
6*=1limo, =argmin ||G.(e'*)-G('’,0) | ul W
N —>o0 N g .| 0( ) ( )l |H*(ela))|2

—7T

* Vy(0):n minimoiva estimaatti ldhestyy arvoa, joka saa
mallin taajuusvasteen mahdollisimman lahelle systeemin
taajuusvastetta painotettuna

— ohjauksen spektrilla

— kohinamallin taajuusvasteen kaanteisluvulla

¢ Koesuunnittelu: valitaan u:n taajuusominaisuudet sopivasti
=> hyva sovitus mielenkiintoisilla taajuuksilla

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Output error model using low- and high-
frequency input signal




Parametriestimaattien varianssi
* Oletetaan, ettd ennustevirhe €(t,0) on valkoista kohinaa

 Till6in parametriestimaatin 07 kovarianssimatriisi Py on

Py =E(0,~0,)(0, -0, =~ R

jossa R=y(t,0)y'(t,6,) ja w(t,0)=d/dBy"(.0)
* Py tiippuu
— kohinan varianssista

— datapisteiden lukumaarasta

— ennusteen gradientista (herkkyys!)
* Parametriestimaatit asymptoottisesti normaalijakautuneita
— tilastollisen merkitsevyyden testaus t-testilla

* Taajuusvasteen modulin varianssi annetulla parametriestimaatilla

1 1 ’ {I).LU _4_,-"
I'llppuu VEII' {G(Ezmgj‘} ~ % (I) { ))
— parametrien lukumaarasta ja kohinan spektrista N Py (w

— datapisteiden lukumaarasta ja ohjauksen spektrista

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Identifioituvuus

* Identifioituvuus: Voidaanko systeemin/mallin parametrit maarita
yksikasitteisesti input-output —datasta?
* Olkoon 0, hyvyyskriteerin minimoiva parametriestimaatti
* Malli on identifioituva: y*~(t| 0,)=y"(t| 0) <=> 0=0, (D)
* Milloin (I) ei pade?
1) kaksi erilaista parametrivektoria tuottaa samanlaisen mallin input-
output —kayttaytymiseen
— rakenteellinen identifioituvuus, ymmarretaan systeemin
ominaisuutena, vrt. harjoitustyo #3

2) kakst erilaista parametrivektoria tuottaa erilaisen input-output-
kayttaytymiseen “hyvalla” inputilla, mutta puutteellinen input
atheuttaa samanlaiset ennusteet

— deterministinen identifioituvuus™, ks. laskari #10, tehtavat #1 & #2

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Esimerkki: tasavirtamoottori

* Valitaan tilotksi kulma-asento y(t) ja —nopeus ®(t) ja
ohjaukseksi jannite u(t):

d 0 1 0
Ex(t){o —1/T}X(t){ﬂ/r}u(t)’

R, K
TRk PT Rk

e 'TAssa

* Systeemissa on 5 parametria, mutta mallissa vain 2

— vaikka mallin parametrit saataisiin estimoitua, niista saadaan
vain 2 yhteyttd systeemin parametrien valille

— talla parametroinnilla identifiointi e1 onnistu — systeemi et
rakeenteellisesti identifioituva

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Vaatimukset heratteelle

e Intuititvisia tuloksia

— 1dentifiointikokeen pitaisi herattaa systeemin mielenkiintoiset
toimintatilat

— sisaanmenon taajuussisalto oleellisessa asemassa

* Jatkuvasti herattavyyden kasite — tarkastellaan diasetilla #10

— kvantitatitvisia tuloksia heratteen laadun ja parametriestimoinnin
onnistumisen valille

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Esimerkki

e ARX-malli y/\(t| Q)Zau(t—l)-l-bu(t—Z), 9:(21 b)’
— valitaan u vakio-ohjaus u:ksi
* Todellinen ennuste on tilléin y™(t| 0)=(a+b)u,(t-1)

— kaikki parametrit a ja b, joilden summa on sama, antavat
saman ennusteen

* Malli (= parametrit a ja b) et ole identifioituvia (talla
heratteelld)

— malli on kuitenkin rakenteellisesti identifioituva

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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Estimoinnin ongelmalihteet

ma Mallirakenne =

s : rak.identifioituvuus- huono
vaara mallirakennne : ..
ongelma identifiointikoe

: : : mallin tai systeemin C
estimaattori harhainen, suuri varianssi,

parametreja et
l1ovdeta

harhaisuus el
A B huono homma huono homma
valttamatta haittaa

Aalto-yliopisto/Systeemianalyysin laboratorio
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suurl varianssi parametreja ei loydeta




Yhteenveto

* Perusidea: haetaan parametrivektori, joka minimoi
ennustevirheen varianssin

— sitd kuvaa neli6llinen hyvyyskriteeri Vy(0)
— sovitus: minimoi ennustevirheen varianssi

— estimaatin varianssi riippuu kohinan varianssista, datan
maarasta ja ennusteen herkkyydesta parametrin suhteen

* Lahestymistavan etuja
— vleinen kaytettavyys, monipuolisuus
— tuloksena simulointiin soveltuva malli

* Haittoja, muttei valttamatta ylitsepaasemattomia
— tarvitaan nakemys systeemin rakenteesta

— laskentatuki tarpeen
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